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Abstrakt

V nasej praci sme zaviedli novy model konstrukcie grafov. Nas model je inSpirovany
modelom pouzivanym na skiimanie algoritmického prehladévania grafov, ktorému méoze
posluzit ako dudlny problém. Taktiez méze najst priame uplatnenie v praxi.

Nas model obsahuje agenta v pociatoé¢nom vrchole grafu. Agent moze sekvencne
vykonavat tri operdcie. Prvou je presun po hrane s lokdlnym c¢islom konca hrany k.
Druhou je vytvorenie novej hrany z vrchola, kde sa prave nahadza s novym vrcholom
na jej konci. Agent sa po vykonani tejto operacie nachddza v novom vrchole. Tretou
operaciou je otvorenie portu so znackou [. Ak st naraz otvorené dva porty s rovnakou
znackou, okamzite medzi nimi vznikne hrana.

Ulohou agenta je vytvorit vSetky vrcholy a hrany zadaného grafu. Mierou efektivnosti
algoritmu agenta je pocet krokov - presunov po vrcholoch grafu. Skiimali sme vplyv
velkosti mnoziny znaciek portov, ktori méze agent pouzit, na pocet krokov optimélneho
riesenia.

Sktmali sme tri konkrétne triedy grafov - hyperkocku, mriezku (P, x P,,) a cyklicka
mriezku (C, x Cp,). Pri vSetkych troch sme dokézali kolko znaciek pre porty agent
potrebuje, ak konstruuje graf na najnizsi mozny pocet krokov. Tiez sme ukazali ako

takato konstrukcia vyzera. Pri n-rozmernej hyperkocke agent potrebuje pre neparne n
2ntl_1 antl_2
3 3

kde m <= n. Pri cyklickej mriezke sme ukéazali, ze agent potrebuje v tomto pripade

a pre parne n znaciek portov. Pri mriezke n x m potrebuje m portov,
2m + 1 portov, kde m <= n. Pri cyklickej mriezke sme dalej dokézali, Ze existuje
hrana pri konstrukcii ktorej agent vykond aspon m — 1 krokov a hrana pri konstrukcii
ktorej vykona aspon n — 1 inych krokov. Cim sme zlepsili dolny odhad zo zédkladnych
troch krokov na hranu, ¢o je dlzka najkratdej kruznice, na ktorej lez{ hrana cyklickej

mriezky, ak oba jej rozmery si aspon Styri.

Klicové slova: konstrukcia grafov, agent, anonymny graf, hyperkocka, prehladavanie

grafov, grafové gramatiky
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Abstract
In our work we have established a new model for graph construction. It is inspired by
models of graph exploration and should be use for solving dual problem of them.
Our model consists of an agent in starting vertex. The agent can sequentially perform
three operations. It can pass an edge to next vertex. Agent can make a new edge
from current position to a new vertex. Agent occurs in new vertex after this operation.
The last operation is opening a port with label /. Between two vertex with same label
of their ports originates immediately a new edge and the ports disappear. Graph is
anonymous with only local labelled ends of edges according to order of their origin.
The task for agent is to build a given graph. We have explored influence of amount of
labels for ports on number of steps of optimal solution.
Our attention have been concentrate mainly for three graph classes: hypercube, grid
(P, x P,,) and cyclic grid (C,, x Cy,). We have proved for all the minimum number of
labels needed for construction with minimal numbers of steps. It is for n-hypercube at
2"" =1 Jabels for even n and 20 =2

3 3
for a cyclic grid it is 2m + 1 labels needed, where for both m <= n and m,n > 3.

least for odd n. For grid, it is at least m labels and
We have also proved some low bounds for number of steps in constructions of grid and
cyclic grid by agent that can use only one label. For grid we have proved also upper

bounds for needed steps.

Key words: graph constructions, agent, robot, anonymous graph, hypercube,

graph exploration, graph grammars



Predhovor

Tato praca je teoretickou pracou a z velkej casti zasahuje do tedrie grafov a tyka sa aj
problematiky ich prehladavania. Venuje sa teoretickému vyskumu konstrukcie grafov.
V stcasnosti st hlavnym sposobom konstrukcie grafov grafové gramatiky, ktoré strucne
predstavujeme na zaciatku prace.

Tému som si zvolil pre osobnu zalubu v tedrii grafov a v grafovych struktirach z
bezného zZivota, ako s cestnd ¢i komunikacna siet alebo usporiadanie metabolickych
procesov v zivych organizmoch. Zaujala ma dynamika vyvoja tychto Struktur.

V stcasnosti je rozbehnuty vyskum s mnohymi doélezitymi vysledkami v oblasti
prehladévania grafov. Toto prehladdavanie vykonavaji entity nazyvané agenty alebo
robotyl!] Agent sa v kazdom momente nachadza v niektorom vrchole grafu pricom sa
moze presuvat po jeho hranach do susednych vrcholov. V zavislosti od modelu moze
vykonévat rozne iné operdcie ako napriklad znacenie prvkom grafu (vrcholov, hrén,
koncov hran, ...). Agent mo6ze mat taktiez obmedzenu paméit alebo vypoctovi silu.
Jeho tlohou je zvacsa navstivit kazdy vrchol grafu.

V prehladavani grafov sa algoritmy pre agentov optimalizuji vzhladom na rozlicné
aspekty. Hlavny doraz sa vo velkej miere kladie prave na pocet krokov potrebnych
na prehladanie grafu. Pricom za krok sa berie prechod agenta z jedného vrchola do
susedného vrcholu. Casto je tiez tlohou agenta skonstruovat mapu daného neznameho
grafu. Odtial pochddza myslienka navrhnif model, ktory by mohol neskdr poslizif na
riesenie dualnych problémov k prehladavaniu. V nasom modely je dany znamy graf,
ktory neexistuje a agent ho ma zostrojit. Pri prehladévani je dany neznamy graf a agent
ho ma spoznat - prehladat.

Najprv sme navrhli model konstrukcie grafu pomocou agenta a nasledne sme ski-
mali jeho zakladné vlastnosti a obmedzenia. Pre dosiahnutie konkrétnejsich vysledkov
sme sa neskor zamerali na vybrané triedy grafov a snazili sme sa na nich najst odhady
poc¢tu krokov, ktoré agent pri danych nastaveniach potrebuje na ich konstrukciu. V
ramci moznosti sme sa snazili hladat odhady ¢o najtesnejsie a ak je mozné, tak aj

optima. Optimalizovali sme pocet krkov agenta.

!Na ziadost starsie kolegu sklofiujem ako neZivotné.
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Za skumané triedy sme si zvolili hyperkocky, ktorym je vo vyskume grafov veno-
vana zna¢éna pozornost. Dalej sme skiimali konstrukciu grafu kartézskeho stéinu dvoch
ciest - mriezky a dvoch kruznic - cyklickej mriezky. Jednd sa o pravidelné grafy, ktoré
st navyse vysledkom kartézskeho sicinu jednych z najjednoduchsich podgrafov. Dom-
nievame sa, ze vysledky na nich dosiahnuté moézu byt neskdr pouzité pri vyskume
konstrukcie zlozitejsich grafov, ktoré samé alebo ich podgrafy si kartézskymi sicinmi.

Napriek pozornosti a ¢asu, ktoré som praci venoval zostalo mnoho mojich otazok o
zvolenom modely nezodpovedanych a rad by som sa k nim vratil, ak sa mi v budicnosti
dostane prilezitost. Pri samotnej praci som vyuzil vysledky z viacerych oblasti a bol

som nuteny ich vzajomne kombinovaf.

Som velmi vda¢ny svojmu skolitelovi profesorovi Rastislavovi Kralovicovi aj mnohym

inym, ktory mi v praci pomohli usmernenim, radou alebo vhodnou otazkou.

Dakujem mojim rodi¢om Jozefovi a Ludmile, ktorf mi umoznili narodif sa a na pleci-
ach ktorych lezala hlavna farcha mojej vychovy a hmotného zabezpecenia. Nesmierne
si vazim poklad viery, ktory mi oni ako prvi sprostredkovali a tiez kazdé povzbudenie,
usmev, dobry skutok a modlitbu kohokolvek, ktoré napomohli upevnit v mojom srdci
dobro.
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Uvod

Graf je vhodnou reprezentaciu udajov potrebnych na riesenie mnohych problémov. V
tomto smere nasiel Siroké uplatnenie aj v informatike a oblastiach matematiky, ktoré
st s nou uzko spaté. My sa budeme zaoberaf pojmom graf tak, ako je chapany v
Teorii grafov. V nasom ponimani je graf abstraktnou struktirou obsahujicou vrcholy
a hrany. Pricom kazda hrana méa prave dva konce - vrcholy, ktoré spaja. Ak rozlisSujeme
pociatocny a koncovy vrchol pri hrandch grafu, hovorime, Ze hrany st orientované.
Ak st pociatocny a koncovy vrchol hrany totozné, hovorime, ze tato hrana je slucka.
Hrana vedie medzi pociatoénym a koncovym vrcholom. Ka medzi niektorou dvojicou
vrcholov vedie viacero hran, hovorime, ze tieto hrany st nasobné. V ramci Tedrie grafov
sa skimaju grafy z roznych pohladov a riesia sa na nich najroznejsie tilohy. My sa
budeme zaoberat grafmi bez sluciek, orientovanych a nasobnych hran. Grafy boli na
zaklade vybranych vlastnosti roztriedené do viacerych tried. Roztriedenie grafov medzi
jednotlivé triedy umoznilo pozriet sa na konkrétne pripady mnohych problémov pre
ktoré nebolo zname vseobecné riesenie a dosiahnut aspon ¢iastocné vysledky. Taktiez
to umoznilo optimalizovat vSeobecné algoritmy a dosiahnut na Specifickejsich vstupoch
radovo lepsiu ¢asovi naroc¢nost vypoctu.

Medzi vyznamné problémy tykajtice sa grafov patria problémy ich konstrukcie a
prehladdavania. V sicastnosti sa problému konstrukcie grafov venuje takmer vylucne
teoria grafovych gramatik. Tento pristup pouziva podobné prostriedky a postupy ako
znamejsia tedria formélnych jazykov a automatov s tym rozdielom, ze grafové gra-
matiky sa tykaju grafov a su teda o dost zlozitejsie. Napriklad pojem bezkontextovej
grafovej gramatiky ma viacero rozdielnych prirodzenych interpretacii. V tejto tedrii
sa vyvinulo viacero pristupov a skiimanych modelov. Dalsim spominanym problémom
tykajucim sa grafov je problém ich prehladavania. V ramci tedrie prehladavania grafov
sa skimaju viaceré modely. Vacsina z nich ma vsak spoloény zéklad. Tymto zakladom
je entita nazyvana agent pripadne robot, automat atd., ktora sa pohybuje po vrcholoch
daného grafu a jeho tlohou je tento graf prehladat. Jednotlivé modely sa mozu lisit vo
viacerych vlastnostiach. Medzi najdolezitejsie z nich patri vlastnosti agenta i sposob

jeho pohybu po grafe, vlastnosti grafu a definicia pojmu prehladat. Prehladanie grafu
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moze znamenat navstivit kazdy vrchol grafu, ale tiez prejst po kazdej hrane. Taktiez
je dolezité, aké informacie ziska agent o svojom okoli pri navsteve niektorého vrchola.
Mobze napriklad vidiet vsetky vrcholy spojené hranou alebo len lokalne cisla portov.
Nasa praca skima moznosti konstrukcie grafov pomocou mobilnych agentov. Spaja
teda obe blizsie spominané tedrie. Teodrie grafovych gramatik sa tyka v tom, Ze sa tiez
zaobera konstrukciou grafov. S prehladéavanim grafu pomocou agentov ma spolo¢ného
viac. Ide totiz o akysi dualny problém. Pri prehladavani ide casto o ziskanie akejsi
mapy neznameho grafu a v nasej praci sa naopak zaoberame konstrukciou grafu pri
znalosti mapy. V prvom pripade teda mame graf a chceme mapu, kdezto v druhom
mame mapu a chceme graf. Kedze problém konstrukcie grafov pomocou mobilnych
agentov nebol dosial skimany, zvolili sme si na skimanie jednoduchy model. Na nom
sme sktimali moznosti konstrukcie grafov z jednotlivych tried. Zvlast sme sa venovali
skimaniu konstrukcie hyperkocky a tried grafov P, x P,, i C,, x C,,,. Vysledky na tychto
triedach najdete v hlavnych kapitolach prace. Nas model sa skladd z agenta nachadza-
juceho sa v pociato¢nom vrchole grafu, ktory ide konstruovat. Tento agent mdze vzdy
vykonat jednu z troch moznych operacii. Agent pozna lokalne znacenie koncov hran -
portov vo vrchole, v ktorom sa nachadza. Toto znacenie je dané poradim ich vzniku
a agent nema moznost ho menit. Operacie, ktoré moze agent vykonat, si: otvorenie
portu s danou znackou, prejdenie po hrane s lokalnou znackou portu k i vytvorenie
novej hrany do dosial neskonstruovaného vrchola; v ktorom sa agent vzapéati ocitne.
K vlastnostiam modelu tiez patri, ze v momente, ked si otvorené dva porty s rov-
nakou znackou, vznikne medzi nimi hrana. Krok agenta sme si definovali ako zmenu
vrchola, v ktorom sa agent nachadza. Skiimali sme aky minimalny pocet krokov agenta
je potrebny na konstrukciu daného grafu pri rozne velkych mnozinach znaciek, ktoré

ma agent k dispozicii.



Kapitola 1

Zakladné pojmy a definicie

1.1 Graf

V tedrii grafov sa pouziva viacero rozdielnych definicii grafu, preto v tejto kapitole
uvadzame zakladné definicie pojmov pouzitych v nasej praci.

Graf je obrazova reprezentacia idajov obsahujica body - vrcholy a ¢iary, ktoré body
spajaju - hrany. Hrana je tsek spojitej krivky zacinajuci a konc¢iaci v bode. Hrana vedie
medzi vrcholmi v ktorych méa konce. O vrchole, do/z ktorého hrana vedie a tejto hrane,
hovorime, Ze st navzajom incidentné. Niektoré definicie povoluju aby hrana zacinala a
koncila v tom istom vrchole; takiito hranu nazyvame slucka. Pokial vedie medzi dvoma
vrcholmi viac hran, hovorime o nasobnych hranach. Striktné definicie grafu nepovoluju
nasobné hrany a slucky a ani my sa nimi nebudeme zaoberaf.

Na reprezentaciu vrcholov sa v tedrii grafov pouzivaji prvky mnoziny a hrana je
v mnozine hran reprezentovana dvojicou vrcholov, ktoré spaja, teda dvojprvkovou
podmnozinou mnoziny vrcholov. Ak rozlisSujeme zaciatocny a koncovy vrchol hrany,
hovorime, Ze hrana je orientovana. Takéto hrany potom zvykneme reprezentovat uspo-
riadanou dvojicou vrcholov.

Nasleduju formélne definicie dolezitych pojmov z tedrie grafov. Ak chceme rozlisit,
ktory graf mame na mysli, pouzivame onacenie tohto grafu ako dolny index. Napriklad

mnozina hran E grafu G sa oznacuje Eg.

Definicia 1. Graf G je usporiadand dvojica (V, E), kde E C {u,vju € V,v € V}.
MmnozZine V' hovorime mnoZina vrcholov a mnoZine E mnoZina hran.
Vrcholy oznacujeme malymi pismenami prevazne z konca latinskej abecedy (okolo
pismena v). Hrany oznacujeme malymi pismenami zo zaciatku latinskej abecedy (okolo
pismena e) alebo ako dvojicu vrcholov, ktoré spdja. KedZe sa zaoberdme neoriento-

vanymi grafmi, plati (u,v) = (v,u).
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Definicia 2. Hovorime, Ze hrana e € E je incidentnd s vrcholom v € V', ak Ju € V :

e = (u,v)

Definicia 3. Stuper vrchola v je pocet hrdn s ktorymi je incidentny; oznacujeme deg(v).

Teda deg(v) = |{e|v € e}| EI

Definicia 4. Sled S v grafe G je postupnost vrcholov a hrin konciaca a zacinajica
vrcholom takd, Ze dva jej susedné prvky siu navzdjom incidentné.

Cize S = vy, €0, V1, €1, ey €n_1,0n; kde Vi : v; € Vie; € E ; {v;, 001} = €.

Definicia 5. Tah T v grafe G je taky sled S v tomto grafe, v ktorom sa neopakuji
hrany. T'= S :Vej,e; € S e, =ej => 1=

Definicia 6. Hovorime, Ze tah alebo sled si uzavreté, ak je ich posledny vrchol totozny

s prvgm vrcholom.

Definicia 7. Cesta P v grafe G je taky tah T v tomto grafe, Ze sa v 1iom neopakuji
vrcholy.

Definicia 8. Cyklus C v grafe G je taky uzavrety tah T v tomto grafe, Ze sa v nom

neopakuji vrcholy.
Definicia 9. Graf je suvisly, ak v nom ezistuje sled obsahujici vsetky vrcholy.

Definicia 10. Podgraf H grafu G je taky graf, ktorého mnozina vrcholov Vg je podm-
nozinou vrcholov Vi grafu G. MnoZina hrdn grafu H je podmnoZinou tych hrdn grafu
G, ktoré si incidentné len s vrcholmi z mnoZiny V.

Indukovany podgraf je taky graf, ktorého mnozina hran obsahuje vsetky hrany, ktoryjch

koncové vrcholy patria do jeho mnoZiny vrcholov.

Definicia 11. Most v grafe Gje takd hrana e = {u,v} v grafe G, Ze lubovolny sled

obsahugiici vrcholy u a v obsahuje hranu e.

Definicia 12. Hovorime, Ze vrcholy v,u grafu G su susedné vrcholy, ak Je € Eg :

u,v, € e.

Definicia 13. Komponent K grafu G je taky jeho indukovany suvisly podgraf, Ze v
grafe G nevedie hrana medzi vrcholom v K a Ziadnym vrcholom leziacim vo zvysku
grafu G.

Definicia 14. Kostra suvislého grafu G je taky jeho suvisly podgraf, kde kaZda hrana

je most.

'Kedze sme si hranu definovali ako dvojprvkovii podmnozinu mnoZiny vrcholov, mézeme si dovolit

tento zapis
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Definicia 15. Produkt kartézskeho sucinu grafov G a H oznacujeme G x H, pricom
plati:

Voxa = Va X Vi

Eowg=FEqgxVgUEL x Vg

Koncové vrcholy hrany (d,v) € E(G) x V(H) si vrcholy (x,v) a (y,v), kde z,v €
d;d € E(G), jednd sa teda o hranu {(z,v), (y,v)}. Pre hranu (e,u) € E(H) x V(G)
podobne.

1.2 Vybrané triedy grafov

Niektoré grafy maju spolo¢né vlastnosti na zaklade ktorych ich delime do mnozin -
tried grafov. Teraz si predstavime niekolko tried grafov potrebnych v dalsich castiach

diplomovky.

Definicia 16. Cesta dlzky n je graf, v ktorom existuje cesta na n vrcholoch a neobsahuje

Ziadne dalsie hrany ani vrcholy. Takyto graf oznacujeme P, .
Podobne definujeme triedu grafov cykly.

Definicia 17. Cyklus diZky n je graf s n vrcholmi, v ktorom existuje cyklus s n vrcholmi

obsahujici vietky hrany tohto grafu. Cyklus dZky n oznacujeme C,,.

Definicia 18. n-rozmernd kocka Q,, je graf, ktory vznikol ako kartézsky sucin n cinitelov
P.

Qn = X (Po)i

Ked oznacime vrcholy grafu Py ako 0 a 1. Budi oznacenia vrcholov ), zodpovedat
bitovym zapisom cisel od 0 po n-1 a hrany povedi medzi dvomi vrcholmi, pri ktorych

sa zodpovedajice cisla lisia v prave jednom bite.



Kapitola 2

Grafové gramatiky

2.1 Uvod

Nasa praca sa zaoberd vytvaranim grafov a preto je nutné spomenuf najpouzivanejsi
formalizmus vytvarania grafov - grafové gramatiky. Cielom tejto kapitoly je uviest
¢itatela do problematiky grafovych gramatik a poskytnit mu struény prehlad tejto
oblasti.

Predpokladéame, Ze c¢itatel ma zakladné vedomosti z tedrie formalnych jazykov a

automatov.

2.2 Hlavné pristupy

Teoria okolo grafovych gramatik sa budovala podobne ako pri formalnych jazykoch a
automatoch z viacerych pristupov pri ktorych boli neskér dokazané urcité ekvivalencie.
Z toho vyplyva mnozstvo tried gramatik, pristupov a definicii. V konec¢nom dosledku
vSak mozno rozlisit dva hlavné pristupy ku grafovym gramatikdm - algoritmicky (spa-
jaci) a algebraicky (lepiaci). Pre ilustraciu uvedieme niekolko tried a skiimanych problé-
mov. Grafové gramatiky sa tykaji nasej prace len okrajovo, v pripade hlbsieho zadujmu
odporucame ¢itatelovi publikdciu Handbook of Graph Grammars [RE9T7] , z ktorej sme

aj my Cerpali.

2.3 Vseobecné pojmy

Za tucelom uvedenia Citatela do problematiky grafovych gramatik sme si vybrali skupinu
grafovych gramatik zalozentd na prepisovani vrcholov. Vo vSeobecnosti ma pravidlo
odvodenia v grafovej gramatike tvar (M, D, E), kde M a D si grafy a E je vkladaci

mechanizmus. Takéto odvodenie moze byt pouzité na Iubovolny graf H, ktory obsahuje
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podgraf M. Jeden vyskyt podgrafu M je nahradeny grafom D a spojeny so zvyskom
grafu H mechanizmom popisanym FE. Zvysok grafu H oznacujeme H~. Na zdklade
mechanizmu F sa rozlisuju spominané dva pristupy. Pri lepiacom pristupe sa casti H~
stotoznia s castami M a nasledne D. Graf D je skrz ne nasledne "vlepeny'do grafu H~.
Pri spajacom pristupe vznikaji podla E nové "spajacie"hrany medzi D a H~. V spaja-
com pristupe sa v bezkontextovych gramatikach sklada graf M len z jedného vrcholu.
Teda vrchol je nahradzany grafom. Pozaduje sa tiez, aby postupnost nahradzania vr-
cholov nemala vplyv na konecny vysledok. Pritom je viacero prirodzenych sposobov

definovania mechanizmu E a obmedzeni na "pravé strany'pravidiel - graf D.

2.4 NLC gramatiky

NLC (Node Label Controlled) grafové gramatiky st jednym z najjednoduchsich mech-
anizmov prepisovania grafov. Pravidla NLC gramatiky sa tvaru X — D, kde X je
znacka (label) prepisovaného vrchola a D je dcérsky graf. Pre pouzitie pravidiel v
NLC neexistuju ziadne obmedzenia, teda pravidlo sa moéze pouzit na Iubovolny vr-
chol so znackou X. Vkladanie je v NLC lokalne, tj. vrcholy grafu D mozu byt spojené
len s tymi vrcholmi, s ktorymi bol spojeny prepisany vrchol X. O NLC gramatikach,
kde odvodenie je nezavislé na poradi pouzitia pravidiel odvodenia, hovorime, ze maju
Church-Rosserovu vlastnost - si konfluentné (confluent). Vo vSeobecnosti NLC tiito

vlastnost nemaju a pri pouziti rovnakej sady pravidiel mozu vzniknit rozne grafy.

Definicia 19. NLC grafovd gramatika je 5-tica G = (3;A; P;C;S) kde ¥ — A je
abeceda netermindlnych znaciek uzlov a A(A C X)) je abeceda termindlnych znaciek
uzlov. P je konecnd mnozZina NLC pravidiel, C' je bindrna relicia spojeni nad 3 a S je

pociatocny graf.

Definicia 20. Grafovy jazyk generovany G je L(G) = {H € GRA|S =* H}, kdeGRa
je mnozina neorientovanych grafov so znackami uzlov v A, = reprezentuje jeden prepiso-

vaci krok, a =" reprezentuje odvodenie, t.j. postupnost prepisovacich krokowv.

2.5 NCE gramatiky

NCE (Neighborhood Controlled Embeding) grafové gramatiky st rozsirenim NLC grafovych
gramatik.V NCE mechanizme prepisovania je, na rozdiel od NLC, mnozina spajacich
instrukcii C definovana pre kazdé pravidlo zvlast a NCE gramatika méze k uzlom pod-
grafu D pristupovat priamo napr. ich ocislovanim; nemusi pouzivat len znacky tychto

vrcholov. Toto uz nie je mozné pri vrcholoch hostovského grafu (graf H), pretoze v riom
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moze byt pocet susedov nahradzaného vrchola neohraniceny. Existuji rézne rozsire-
nia NCE gramatik. edNCE gramatiky si rozsirenim NCE gramatik s dynamickym
preznacovanim hran pri prepisovani. Pismenko e znamend, ze sa budu znacit hrany a

pismenko d oznacuje pouzitie orientovanych grafov.

Definicia 21. ed NCE grafova gramatika je definovand ako 6-tica G = (3; A;T;Q; P; S).
Kde Y3 je abeceda znaciek uzlov, A C ¥ je abeceda termindlnych znaciek uzlov, T' je
abeceda znaciek hran, Q0 C ¥ je abeceda termindlnych znaciek hrdan, P je konecnd

mnoZina pravidiel a S € ¥ — A je pociatocny netermindl. Pravidld si tvaru X —
(D,C),kdeX € ¥—A a(D,C) € GREx 1. Relacia spojeni je C C L xI'xT'Vy Xin, out.

Vo v8eobecnosti mnozinu grafov izomorfnych s grafom H budeme znadit [H]. Niekedy

sa hovori o H ako ,konkrétnom* grafe a o [H] ako ,abstraktnom® grafe.

Definicia 22. Mnozinu vsetkych konkrétnych grafov nad ¥ a I' znacime GRxr a
mnoZinu vsetkych abstraktnijch grafov znacime [GRsr]. GREsr oznacuje mnoZinu
grafov s vnorenim nad ,I". Obycajny graf mozZeme povazZovat za graf s prdzdnym
vnorenim, teda GRyr C GREx 1.

Definicia 23. Grafovy jazyk generovany G je L(G) = {[H||H € GRxq a sn(S, z) ="
Hprenejakéz} (t.j. vsetky grafy v odvodeni G, ktoré maji iba termindlne znacky hrdan

aj uzlov).

Teraz si definujeme hlavnu triedu bezkontextovych grafovych gramatik so spajacim
pristupom. Oznacujeme ju C-edNCE. Tato je najrozsirenejsia v spajacom pristupe ma

znacne vseobecny mechanizmus vkladania a Ziadne restrikcie na pravé strany.

Definicia 24. edNCE gramatika G = (X;A;1T;Q; P; S) je konfluentnd (confluent),
alebo C-edNCE gramatika, ak pre vsetky pravidlda X, — (D1,C1) a Xy — (D2, Cs) z P,
vSetky uzly v1 € Vp,axy € Vp, , a vsetky hrany so znackami o, 6 € T', platia nasledujice
ekvivalencie: 35 € I' : (Xo, o/ B, w1, out) € Cra(Ap, (x1),5/6,x9,in) € Cy < (Fy e I':
(X1, /v, x9,in) € Coa(Ap,(z2),7/d, x1,0ut) € C}.

Poznamka 1. FExistuje charakterizacia C-edNCE nezdvisld na gramatikich pomocou
Monadic Second Order (MSO) logiky. Vela vysledkov ju pre jednoduchost vyuzZiva v

dokazoch.

2.6 Rozliécné zname vysledky

Hodno spomentut, ze vlastnosti, ktoré pozname ako bezkontextové nemusia byt nutne

konfluentné. [RE97] spomina pomerne jednoducht lemu o konfluentnosti gramatiky,
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kde kazdy vrchol méa "svoju'polovicu znacky hrany a pri odvodeni meni len tii. Nasledne
nezalezi na poradi odvodenia dvoch vrcholov spojenych hranou, lebo tieto menia len
"svoju'cast znacky hrany. Medzi zaujimavé veci v teérii o C-edNCE gramatikach patri
existencia takzvanych zakézanych (forbidden) hran. St to hrany oznacené netermindl-
nym symbolom spéjajtice dvojice termindlnych vrcholov. Z grafu obsahujiceho ¢o len
jedinu takito hranu sa uz koneény graf nestane. Existuji mnohé modifikacie gramatik,
ktoré sme si blizsie nespominali. Skimali sa aj problémy rozpoznavania, ¢i graf patri
do jazyka; napriklad existuje NP-tiplny LIN-A-edNCE jazyk. Taktiez st preskimané
rozne normalne formy. Veta o medzere hovori, zZe existuje ¢ pre ktoré sa nedd odvodit

v danom jazyku dost grafov a tak dalej.

2.7 Grafové gramatiky s nahradzanim hyperhran

Pre tplnost venujeme kratky priestor aj vlepovaciemu pristupu v grafovych gramatikach.
Grafové gramatiky s nahrddzanim hyperhran st povazované za grafova ekvivalenciu k
retazcovym gramatikam. Ich zaciatky siahaji do skorych 70. rokov. Zakladom je hy-
perhrana. Hyperhrana je atomicky prvok s fixnym poc¢tom chéapadiel - typov. Mdze
byt pripojena k Iubovolnej struktire odvodenej z mnoziny vrcholov pripojenim ché-
padla do vrcholu. Hyperhrana moze byt prepisana struktirou R. R vSak musi maf,
kvoli lepiacemu pristupu, rovnaky pocet externych vrcholov ako nahradzana hrana ty-
pov. Gramatiky v tejto skupine maji koneény pocet pravidiel a pociatoénu struktiru.
Jazyk tvoria mnoziny koneénych Struktir odvodenych takouto gramatikou. Prepisanie
hyperhrany je bezkontextové, pretoze nezasahuje do okolia. Bolo dokazanych niekolko
vysledkov, ktoré maju blizko k podobnym bezkontextovym gramatikdm na retazcoch.
Ukazalo sa, ze vela zaujimavych problémov je pre tieto gramatiky rozhodnutelnych.
Mozeme sa pytat dva typy otazok: ¢i hypergrafy generované prislusnou gramatikou
spliiaji vybrané vlastnosti alebo klasickd otdzku prislusnosti do jazyka. Otdzka pris-
lusnosti je vo vseobecnosti NP-kompletnd a len niektoré obmedzené triedy st poly-

nomialne tazké.



Kapitola 3

Prehladavanie grafu

3.1 Uvod

Jednou z motivacii nasho pristupu ku konstrukeii grafu je moznost vyuzitia takejto
konstrukcie ako dudlneho problému k prehladavaniu grafu. Nas model konstrukcie vy-
chédza z modelov pouzivanych pri prehladavani grafov s tym rozdielom, ze kym v niek-
torych ulohach z prehladavania je dany neznamy graf a tlohou agenta je skonstruovat
jeho mapu, v nasom modely je dané ako ma graf vyzerat a tlohou agenta je skonstruo-
vat ho pomocou operacii, ktoré ma k dispozicii. V tejto kapitole uvadzame citatela
do problematiky prehladdvania grafu, prislusnych definicii a zaujimavych vysledkov z
tejto oblasti. Najde tu prehlad vybranych pristupov k tejto problematike a pouzivanych
modelov.

V problémoch prehladavania ma agent zostrojit kompletnii mapu grafu (prostredia)
bez akejkolvek pociatocnej informacie o jeho topoldgii, pripadne len navstivit kazdy
vrchol alebo prejst kazdou hranou. Tiez st zname tri typy riesenych tloh podla toho,
ako agent ukon¢i prehladavanie. Prvym typom je prehladavanie s navratom, ked agent
po skonceni musi zastat v pociato¢nom vrchole. Druhym typom je prehladavanie so
zastavenim, kedy agent musi v koneénom case po prehladani celého grafu zastavit.
Poslednym, tretim, typom tloh o prehladavani grafu je trvalé prehladavanie. V tomto
pripade agent pokracuje v prechadzani grafu aj po jeho iplnom prehladani. Patria sem
tiez tlohy, v ktorych ma agent navstevovat kazdy dany prvok grafu (vrchol alebo hranu)
s urcitou periodou. Vyznam takejto ulohy je napriklad pri neustalej kontrole siete,
ktora sa moze kazit pocas prevadzky. Uspesnost algoritmov prehladavania grafov sa
porovnava s takzvanymi offline problémami. Pri offline probléme agent graf pozna a jeho
ulohou je navstivit kazdy jeho vrchol, pripadne hranu podla rovnakého zadania ako pri
prehladévani. Napriklad ak mé agent navstivit kazdy vrchol v nezndmom ohodnotenom

grafe, online problémom je problém obchodného cestujiceho (TSP).
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Prvy formalny model na prehladévanie grafu uviedol [PY91]. Prvy raz bolo sku-
mané prehladavanie celého grafu v [DP90], avsak uvazovali preskiimanie kazdej hrany
v oznac¢enom orientovanom grafe. Teda, ked agent prisiel do vrcholu, dostal informa-
ciu o pocte neobjavenych hran odchadzajucich z vrcholu ale uz nie informéciu, kam
tieto hrany vedi. Zodpovedajicim offline problémom pre tento problém vsak nie je
TSP ale polynomialne riesitelny Problém ¢inskeho postara. Takéto zadanie problému
prehladavania ma blizko k nasmu ponatiu problému konstrukcie grafu pomocou jed-
ného mobilného agenta. V tejto oblasti prebieha rozsiahli vyskum na orientovanych aj
neorientovanych grafoch. Existuje aj ina trieda problémov, v literattire oznacovanych
ako online TSP, kde graf je znamy dopredu a vrcholy, ktoré maju byt navstivené sa o
objavuju postupne. Zodpovedajuci offline problém pre tuto triedu problémov je TSP s
ddtumami uvolnenia (release dates).

Predpoklad, Ze konecny automat s koneénym poc¢tom kamienkov nedokaze pre-
hladat kazdy graf bol dlho otvorenym problémom az [Rol79] dokézal o nieco Sirsie
tvrdenie. Rollik [Rol79] dokézal, Ze ziadna koneénd mnozina koneénych automatov ne-
dokéze prehladat vsetky kubické planarne grafy.

Labyrint je Sachovnica Z2 so zakdzanymi polickami. Labyrint je kone¢ny. Prehlada-
vanim labyrintov sa vo velkej miere zaoberal Budach. Prehladat konec¢ny labyrint zna-
mend, ze robot je schopny odist lubovolne daleko zo svojej Startovnej pozicie pre kazdu
startovnu poziciu. Hrany labyrintu st konzistentne oznacené svetovymi stranami (vy-

chod, juh, zapad, sever).

3.2 Prehladavanie jednym agentom

[MMS11] sa zaobera problémom prehladédvania na neorientovanych spojitych grafoch s
hranami ovdhovanymi nezdpornymi realnymi ¢islami a oznacenymi (labeled) vrcholmi
(agent ich vie rozlisit). Efektivita online algoritmov sa zistuje ich porovnavanim s pris-
lichajicimi offline rieSeniami. V tomto pripade je prislichajicim offline problémom
Problém obchodného cestujiceho (TSP).

Dalsi ¢lanok [FIPT05] skiima prehladavanie grafu kone¢nym automatom (robotom).
Graf je neoznaceny s hranami lokdlne oznac¢enymi v kazdom uzle; rovnako ako v nasom
modely konstrukcie. Ulohou robota je prehladat kazdd hranu v grafe bez akejkolvek
predoslej znalosti o velkosti a topolégii grafu. Medzi zaujimavé vysledky tohto ¢lanku
patri dokaz existencie planarnych grafov, pre ktoré sa to neda. V pripade unikatneho
znacenia hran a vrcholov méze byt prehladanie dosiahnuté lahko. Existuji nezname
prostredia, v ktorych takéto znacenie nemusi byt k dispozicii, alebo robot nemusi byt

schopny rozlisit od seba dve podobné znacky. Z tohto dovodu sa skiima prehladé-
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vanie anonymnych grafov; tj. grafov bez unikatne oznacenych hran a vrcholov. Je len
samozrejmé, ze bez moznosti lokalne rozlisif konce hran by nebolo mozné prehladat
dokonca ani hviezdu s tromi listami. Predpoklada sa teda v kazdom vrchole oznacenie
portov 1..d, kde d je stupen vrchola. Avsak nepozaduje sa ziadna konzistencia tohto
znacenia. Kedze v mnohych aplikacidach sa pozaduje, aby bol robot malé lacné zari-
adenie, autori ¢lanku optimalizuju pamat. Takze hladaju robota schopného preskiamat
graf danej neznamej velkosti s tak malou pamétou, ako je to len mozné. Robot s k-
bitovou kone¢nou pamatou sa modeluje koneénym automatom. Trap je graf, ktory nie
je mozné cely prehladat automatom bez kamienkov (pebbles). Vysledok ¢lanku hovort,
ze pre kazdy K-stavovy automat a d > 3 existuje K+1 vrcholovy graf - trap s max.

stupnom d, ktory sa neda prehladat tymto automatom.

3.3 Distribuované prehladavanie

Autori ¢lanku [DFKT05a] pouzivaju pre prehladdvanie neznameho prostredia viacero
totoznych agentov. Nezname prostredie je v tomto pripade opat modelované grafom
a tulohou agentov je skonstruovat totozni mapu grafu pre kazdého agenta. Bolo dosi-
ahnuté deterministické rieSenie za ¢o najslabsich moznych nastaveni, pricom agenty [
poznali iba velkost grafu alebo pocet agentov.

Autori skiimaju distribuovant verziu klasického problému prehladania grafu s navratom
do pociatocného vrchola, pricom agent ma prejst vsetky hrany neoznac¢eného (anonymného)
grafu. Pocas tohto procesu je tlohou agenta vytvorit mapu grafu. Model pozostava z
neoznaceného grafu a k agentov roztrisenych po n vrcholoch grafu. Komunikacia medzi
agentmi prebieha prostrednictvom zapisov na malé tabulky nachadzajice sa v kazdom
vrchole grafu. Tento problém je zlozitejsi od prehladania grafu jedinym agentom, pre-
toze vyzaduje kooperaciu medzi agentmi. KedZe je tento problém vo vSeobecnosti deter-
ministicky neriesitelny, ¢lanok predstavuje deterministicky algoritmus za podmienky,
ze n a k st nesudelitelné.

Vo svojej praci davaji autori svoj vyskum do stvisu s ostatnymi problémami dis-

tribuovanych vypoctov, ako je napriklad volba Séfa.

3.4 Prehladavanie s radou

Z praxe su zname situdcie, ked graf, ktory mé agent prehladat, nie je iplne neznamy.
Teda je o nom dostupnd nejakd informacia. V [DKM12] skimaju autori predovsetkym

zlozitost rady. Teda aky je vzfah medzi velkostou informacie, ktori agent o grafe

INa ndvrh starsieho kolegu sklofiujeme slovo agent v naSom kontexte ako neZivotné.
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dostane a kvalitou riefenia. Ulohou agenta je prehladat s ndvratom do pociatoéného
vrchola neznidmy neorientovany graf. Cize agent mé navstivit kazdy vrchol grafu a
vratit sa do pociato¢ného vrchola s ¢o najnizsim suc¢tom cien prechodov po hranach. V
tomto modely agent pri navsteve vrchola vidi ceny vsetkych s nim incidentnych hran
a kam tieto hrany vedu.

Vysledky sa tykaju dolnej hranice, kde autori ukazali, ze Q(nlogn) bitov rady
je potrebnych na dosiahnutie pomeru porovnania 1 oproti algoritmu poznajicemu
topolégiu grafu. Taktiez dokazali, ze s radou O(n) bitov pri ohrani¢enych vahach je
mozné dosiahnut konstantny pomer.

Autori sa venovali aj klasickej otazke prehladania grafu a posunuli dolnt hranicu

prehladania grafu deterministickym algoritmom bez rady.



Kapitola 4

Model a vSeobecné vysledky o

konstrukcii

4.1 Definicia

V tejto kapitole uvedieme nami pouzivany model a vseobecné vysledky o nom. Obsahuje
definicie pouzivanych pojmov a oznaceni. Zacneme predstavenim agenta a vlastnosti

grafu, v ktorom operuje.

Definicia 25. Model sa skladd z grafu a agenta. Graf mad nemenitelné lokdlne cislovanie
koncov hran vo wvrchole, podla poradia vzniku. Koniec hrany, ktory vznikol ako prvy,
ma cislo 1. Prvy koniec vznikne spolu s vrcholom, zvysné otvorenim portu. Port je
vlastne jeden z koncov este nevytvorenej hrany. KaZdd entita v modely moZe byt nejako
dodatocne oznacend. Napriklad aj vrcholy alebo hrany grafu. V masom modely vsak
pracujeme len so znacenim portov. Znacky portov sliZia na to, aby mohlo byt naraz
otvorengjch viacero portov bez toho, aby medzi nimi vznikla hrana a aby sa dalo urcit,
do ktorého vrchola md hrana ist v pripade, Ze je otvorengch viacero portov. Pociatocny
graf obsahuje prdave jeden izolovany vrchol a nic viac. Akondhle su otvorené dva porty
s rovnakymsi znackamsi, vznikne medzi nimi novd hrana a tieto porty tym zaniknii.

Agent maoze vo wvrchole, v ktorom sa nachddza, vykondvat tieto operdcie: pohnit
sa po hrane do susedného vrcholu, otvorit port so znackou, vytvorit hranu do nového
vrchola v ktorom sa ndsledne ocitne. Agent rozlisuje hrany podla lokdlneho cislovania
ich koncov vo vrchole, kde sa prdve nachddza. Agent vie ktory koniec patri hrane po
ktorej prisiel do vrcholu. Agent zacina vo vrchole pociatocného grafu.

Agent pri vykondvani algoritmu konstrukcie grafu nemd obmedzeni vypoctovi silu
ani pamdt. MnoZina znaciek portov je konecnd a wvopred dand. Efektivita algoritmu
konstrukcie daného grafu sa pri tomto modely meria poctom pohybov agenta (tj. sumou

poctu ndvstev cez vsetky vrcholy) pri danej mnoZine znaciek portov, tento pocet sa

14
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snazime minimalizovat.
Nasleduje uvedenie oznaceni a pouzitych pojmov.

Oznacenie 1. Pouzité skratky operdcii agenta: - novd hrana = NH - otvorit port (s

cislom n) = OP(n) - prejst sa po hrane s lokdlnym cislom konca k = Sk

Oznacenie 2. Agent zacina v grafe, ktory sme uZ nazvali pociatocny graf - v nasom
pripade obsahuje jeden izolovany vrchol. Graf, ktory md agent skonstruovat, budeme
volat cielovy, konecny alebo konstruovany. Graf existujici v danom kroku konstrukcie

v modely budeme volat aktudlny graf alebo len graf.

Poznamka 2. Pri prdci s neorientovanymi grafmi pouzivame pojem "hrana vedie z

vrchola v do vrchola u"len na rozlisenie tychto dvoch vrcholov od seba.

Oznacenie 3. Nad prvkami grafu, konstruovaného jednym agentom (si to najmd vr-
choly, hrany i porty), existuje prirodzené uplné usporiadanie podla poradia ich vzniku,
podla ktorého mozZeme o jednom prvku vyhlasit, ¢i je starsi, mladsi alebo rovnako stary
ako iny prvok. Plati, Ze hrana je rovnako starda ako jej druhy port. Vseobecne pruky
vzniknuté jednou operdciou su rovnako staré. Pri modely s jedingm agentom su operd-
cie vykondvané sekvencne a podla ich poradia vieme urcit aj "vekébjektov, ktoré ich

vykonanim vznikni.

Oznacenie 4. Krokom agenta budeme nazyjvat vykonanie operdcie, pri ktorej sa zment

vrchol, v ktorom sa agent nachddza.

Oznacenie 5. Portovd hrana je hrana, ktord vznikla operdciou OPk, kde k je znacka

portu, ktorého otvorenim hrana vznikla.
Oznacenie 6. Kostrovd hrana je hrana, ktord vznikla operdciou NH.
Poznamka 3. Ako neskor ukdzZeme - "kostrové hrany” tvoria kostru grafu.

Oznacenie 7. Medzi otvorenim prvého a druhého portu portovej hrany h, prejde agent
po slede vrcholov. Najmensi cyklus z tohto uzavretého sledu obsahujiici hranu h budeme
oznacovat tvorivy cyklus hrany h. Hrany tohto cyklu bez hrany h tvoria konstrukcni

cestu hrany h.

Oznacenie 8. Postupnost ndvstev vrcholov a hrdn v poradi v akom ich agent vykonal

pocas konstrukcie cielového grafu budeme volat tvorivy sled grafu.
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4.2 Zakladné vlastnosti

V tejto casti kapitoly st umiestnené vysledky platné, pre konstrukciu grafov pomocou
mobilnych agentov za pouzitia nasho modelu, vseobecne pre kazdy graf.

Najprv sme skiimali ako sa model sprava vo vseobecnosti pri konstrukcii vsetkych
grafov. Tiez aké st obmedzenia na pohyb agenta a ¢im sa liSia tri operacie, ktoré moze
vykonavat - ¢o mu ktora dovoluje.

Kedze je podstatou nasej prace optimalizovat model na pocet krokov, ktoré musi
agent prejst po grafe, najprv nas zaujimalo ako sa po nom moze pohybovat a kedy sa

musi do vrcholu este vratit.

Lema 1. Agent pocas pohybu v grafe musi ist po hrandch grafu. Tieto hrany po mo-

mente ked po nich presiel, uzZ v grafe trvale existuji.

Dékaz. Ziadna opericia agentovi nedovoluje priamo prejst medzi dvoma vrcholmi,
ktoré nespaja hrana. Neexistuje sposob ako v nasom modely odstranit hranu z grafu.
O

Lema 2. Ak agent odide z wvrcholu v ktorom je sucet poctov incidentnich hrin a
otvorengch portov nizsi, ako je pocet hran, s ktorymi ma byt vrchol incidentny v cielovom

grafe, potom sa do tohto vrchola musi agent neskor vratit.

Dokaz. Neexistuje postupnost operacii agenta, pomocou ktorej moze agent vytvorif
hranu do existujiceho vrchola bez jeho navstevy, ak v nom nie je otvoreny port pre
tato hranu. Teda ak sa v danom vrchole agent nenachadza a nema v nom otvoreny
port pre hranu, ktort ide skonstruovat, nemoze hranu skonstruovat bez navstevy tohto

vrchola. O]

Jedinou operaciou, ktord umoznuje agentovi vytvarat nové hrany je operacia NH.
Agent pri nej vytvori hranu z vrchola, v ktorom sa prave nachadza do nového vrchola a
v tomto vrchole sa agent ocitne. Pomerne jednoducho sa da ukazat, ze takto vzniknuté
hrany tvoria kostru grafu. Vyplyva z toho tiez to, ze cast grafu, ktort agent doteraz
skonstruoval je suvisla i to, ze ak ma agent skonstruovat hranu do vrchola, ktory uz

existuje, nemoze na to vyuzit operaciu NH.
Lema 3. Hrany vytvorené operdciou "novd hrana "tvoria kostru grafu.

Dékaz. Okrem inicializa¢ného vrcholu, vSetky vrcholy vzniknt operdciou "nova hrana"(NH).
Kazdy vrchol okrem inicializacného je spojeny hranou, s lokalnym c¢islom konca hrany
1, s nejakym starsim vrcholom (vrchol, ktory vznikol skér). Po tychto hranach sa

da z kazdého vrchola grafu dostat do inicializacného, teda podgraf, tvoreny hranami
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pochadzajucimi z operacii NH, je suvisly. Pocet tychto hran je zaroven o jeden mensi

ako pocet vrcholov, teda ide o kostru. O

Hrany, ktoré nevznikli operaciou NH, vytvoril agent otvorenim ich portov. Za tymto
ucelom musel navstivit oba konce kazdej portovej hrany. Skimali sme, aky najnizsi

pocet krokov musi agent vykonat pri konstrukcii konkrétnej hrany.

Lema 4. Hrany, ktoré agent prejde od otvorenia prvého portu hrany po otvorenie

druhého, tvoria v grafe s novovzniknutou hranou uzavrety sled.

Dokaz. Je to dané operaciami, ktoré moze agent vykonat. Agent totiz prechadza len po
hranach v grafe. Z vrchola ide do incidentnej hrany a z hrany do incidentného vrchola.
Pricom ziadna hrana nemoze zaniknit, teda medzi otvorenim dvoch portov prejde
agent po nejakom slede v grafe. Novovzniknutd hrana spaja koncovy a zaciatocny bod

tohoto sledu; tvori s nim teda uzavrety sled. O]

Poznamka 4. Zo sledu z lemy [§) vieme vybrat kruznicu obsahujicu prave konstruo-
vant hranu. Ak totiz sled nie je kruznica, obsahuje viacndsobny vyskyt niektorého vr-
chola okrem pociatocného a koncového, ktoré su pri uzavretom slede totozné. Ak proky
sledu medzi dvomi takymito vyskytmi odstranime a tieto vyskyty zliucime do jedného,

vysledkom bude tieZ uzavrety sled.

Lema 5. Minimdlny pocet hran, ktoré agent potrebuje prejst pri konstrukcit hrany
pomocou portov je rovny alebo vicsi ako diZka najmensej kruZnice, na ktorej sa tdto

hrana v konstruovanom grafe nachddza.

Dokaz. Najdeme mensi takyto sled ako je najkratsia kruznica. Tento tvori s novovzniknutou
hranou uzavrety sled. Z neho vieme vybrat kruznicu, ¢o je spor s miniméalnostou na-
jkratsej kruznice. KedzZe neexistuje v nasom modely moznost, aby hrana zanikla, musi

sa tato "nova'najkratsia kruznica nachadzat aj v konstruovanom grafe. O

Agent moze mat k dispozicii viac znaciek a preto moze niektoré hrany konstruovat
stucasne. Potom jeden krok agenta moéze patrif ku konstrukcii viacerych hran a celkovy
pocet krokov tak moze byt mensi ako v pripade, ked agent konstruuje hrany po jednom.
Aky je teda minimalny pocet krokov, ktoré agent musi vykonat?

Je isté, ze musi skonstruovat vSetky vrcholy grafu. Teda kazdy z nich musi navstivit
aspon raz. Musi teda vykonat aspon tolko krokov, kolko ma kostra hran. Tiez nemoéze

prejst menej hran, ako je dizka najkratsieho sledu obsahujiceho vsetky vrcholy.

Lema 6. Ak md agent k dispozicii dostatocny pocet znaciek portov, tak sa problém
efektivnej konstrukcie grafu redukuje na hladanie najkratsieho sledu v ktorom su vsetky

vrcholy. Pri hamiltonovskom grafe ide o hamiltonovski kruZnicu.
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Dokaz. Agent skonstruuje graf takto: prechadza vrcholmi, podla najkratsieho sledu ob-
sahujiceho vsetky vrcholy, pricom mu sta¢i jedna navsteva kazdého vrcholu, v ktorom
otvori potrebny pocet portov prislusnych znaciek. Ak ma v slede prejst do vrcholu,

ktory este neexistuje, pouzije operaciu NH. O

Aj v tomto pripade je mozna dalSia optimalizacia a to na pocet pouzitych znaciek
pre porty. Celkovo to funguje takto: agent otvori port so znackou k, vytvori par kostro-
vych hran a nasledne v nejakom vrchole otvori druhy port s rovnakou znackou, ¢im sa
mu znacka uvolni na dalsie pouzitie. V kazdom vrchole, ktory agent medzitym vytvori,
musi otvorif porty, pre vsetky jeho budice hrany v konstruovanom grafe. Pri tom
nemoze pouzit znacku k. Vo vSeobecnosti teda plati, Ze ¢im kratsie si porty otvorené,
tym mensi je celkovy pocet potrebnych znaciek, toto plati najmé v grafoch s vrcholmi
rovnakého stupna.

Agent vSsak nemusi mat dostatok znaciek na to, aby mu stacila jedna navsteva

vrchola. Aky je teda minimalny pocet navstev pri konstrukcii lubovolného grafu?

deg
1Z]

Lema 7. Vrchol v grafe musi agent navstivit minimdlne f:;) krdt, kde Z je mnoZina

znaciek pre porty, ktori ma agent k dispozicii.

Dokaz. Prikazdej navsteve moze agent otvorenim portov so vSetkymi znackami vytvorit
nové hrany do vrcholov, v ktorych s otvorené prislusné porty a nasledne otvorit tolko
portov s navzdjom rozdielnymi znackami, kolko m4 k dispozicii znaciek (dvojica portov
rovnakej znacky v jednom vrchole by vytvorila slucku a v nasom modely uvazujeme

hrany bez sluciek). O

Ako ukazeme neskor, pri obmedzenom mnozstve znaciek portov moze byt vyhodne-
jsie neminut vSetky znacky pre porty v jednom vrchole, aj za cenu opakovanej navstevy.
Vyhodnejsie v tomto pripade znamena, ze agent pri danej konstrukcii vykond menej

krokov.

4.3 Jedna znacka pre porty

V tejto Casti sa budeme zaoberat vseobecnymi vysledkami pre model, v ktorom ma
agent k dispozicii len jedint znacku pre porty a teda v grafe moze byt naraz otvoreny
len jediny port. Toto obmedzenie niti agenta konstruovat portové hrany po jednom.
Nasledujuca lema hovori, ze ak st dva vrcholy portovej hrany, ktort ide agent konstruo-

vat rozne daleko, nikdy nie je horsie ist do blizsieho z nich otvorit prvy port.

Lema 8. Najmenej krokov agent na konsStrukciu konkrétnej hrany medzi uZ existu-

jucimi vrcholmi pouZije, ak pojde do najbliZsieho z nich, otvori v nom port a ndsledne
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najkratsou cestou po uz existujicich hrandch prejde do druhého vrcholu a otvori port v

nom.

Dokaz. Agent ma k dispozicii len jednu znacku pre porty. Teda pocas konstrukcie hrany
medzi uz existujticimi vrcholmi, ziadne nové hrany v grafe, ktoré by lezali na ceste medzi
koncami tejto hrany nevzniknd. Jediné nové hrany mozu vzniknut operaciou NH, ale
tieto by viedli do "slepej ulicky"(komponentu grafu obsahujiceho len nové vrcholy a
spojeného mostom so zvyskom grafu), z ktorej by sa musel agent vracat V grafe pri
jednej znacke pre port je najkratsia cesta od otvorenia prvého po otvorenie druhého
portu hrany rovnaka bez ohladu na to, v ktorom vrchole agent otvori prvy port hrany.
Jediné, ¢o sa meni, je pocet krokov po otvorenie prvého z portov a poloha agenta po
konstrukcii. Aby bol tento a teda aj celkovy pocet krokov ¢o najkratsi, pojde agent do
najblizsieho z vrcholov konstruovanej portovej hrany. Ak v povodnej konstrukeii agent
koncil v druhom vrchole hrany, na jeden krok don prejde. Tato konstrukcia teda nie je

horsia. O]

Najmensi pocet krokov, ktoré agent vykond pri konstrukcii jednej portovej hrany
je dlzka najkratej kruznice, na ktorej lezi. Pre vSetky portové hrany je to potom
suma tychto kruznic. Ktoré hrany st portové zavisi id toho, ktoré si kostrové. Preto v

nasledujucej leme robime dolny odhad poctu krokov cez vsetky kostry.

Lema 9. Agent, ktory ma k dispozicii len jednu znacku pre porty, musi prejst pri
konstrukcii grafu aspori k krokov, kde k = min{_\{Xccc(pyeec(x j(€) — 1}, kde K je
kostra grafu G; y je pocet navzdjom roznych kostier grafu G; j(e) je najmensia kruznica

v grafe obsahujica hranu e a K; je i-ta kostra, pricom K; = K; <= 1=

Dékaz. Podla lemy [5| musi agent prejst pri konstrukeii hrany aspoii dlzku minim4l-
nej kruznice bez jednej - bez hrany ktord tym konstruuje. Kedze ma k dispozicii len
jednu znacku pre porty, dalsiu hranu moze zacat konstruovat az ked dokoncil predosli.
Pri kazdej hrane prejde teda aspoti dlzku najmensej kruznice, v ktorej sa tato hrana

nachadza minus jedna. Dokopy prejde agent ich sucet. O]

V grafe, ktory agent doteraz skonstruoval, mézu byt niektoré vrcholy dalej ako v
konec¢nom grafe. Kostrova hrana je v ¢ase svojho vzniku mostom a medzi ¢astami grafu,
ktoré spaja moze agent prechadzat len po nej az dovtedy, kym medzi nimi nevytvori

nejakt portovi hranu.

Lema 10. Po pouZiti opericie NH, ktorou vznikne hrana h, sa agent nedostane do
uZ existujiiceho vrchola bez nasledného pouZitia operdcie OP, ktord vytvori hranu do

vrcholov starsich ako h, alebo bez opdtovného prejdenia po hrane h.
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Dokaz. Vrchol v, ktory vznikne operaciou NH je so zvyskom grafu spojeny len hranou
h, ktora tvori most, do vzniku hrany operaciou OP, medzi komponentmi na oboch
stranach tohto mostu. Teda jediny sposob ako prejst medzi tymito dvomi castami

grafu je po moste, ktory ich spaja - po hrane h. O

Vo vacsine pripadov sa agentovi neoplati zachddzat do vrcholov, v ktorych nejde
otvorit port a ktoré nelezia na priamej ceste do vrchola kam ide. Popripade sa mu
neoplati vracat sa pri pohybe medzi otvorenim prvého a druhého portu nejakej hrany.

Existujua vsak grafy, kde je to vyhodné.

Lema 11. Ezistuje graf, pri ktorého konstrukcii na najmenej krokov, agent skonstruuje

kostrové hrany, ktoré s konstruovanou portovou hranou netvoria tvoriaci cyklus.

Dokaz. Napriklad cyklus, kde do kazdého vrchola pridame hranu do vrchola stupna
jedna. Je zrejmé, ze pri konstrukcii tychto vrcholov stupna jedna, agent urobi op-
eracie NH a S1, lebo nemdze ostat vo vrchole ak este nedokoncil graf a ind hrana
z neho nevedie. Tiez je zrejmé, ze takyto graf ma prave jednu portovi hranu a to
lubovolni hranu cyklu. Pri jej konstrukceii prejde agent cez vSetky vrcholy v cykle a ak
by neskonstruoval prislusny vrchol stupna jedna incidentny s vrcholom cyklu, pri jeho
prvej navsteve, musel by sa don vratit a teda vykonaf viac krokov. Agent treba otvori
port a skonstruuje vrcholy cyklu, pricom v kazdom skonstruuje aj prislusny vrchol

stupna jedna s ktorym je tento incidentny. O

Tiez si vieme predstavit, ze pri viacerych znackach pre porty by sa nejednalo len o
kostrové hrany. Napriklad pri grafe tvorenom dost dlhym cyklom, kde by v niektorych
vrcholoch bol cez most pripojeny cyklus dizky tri. Ak by mal agent k dispozicii dve
znacky re porty, otvoril by port pre jednu hranu z dlhého cyklu a pri jeho konstrukcii by
v kazdom vrchole s mostom "zasiel” skonstruovat maly cyklus, aby sa do tohto vrchola

nemusel vracat neskor.

4.3.1 Dve a viac znaciek pre porty

Usetrit (agent vykona menej krokov) oproti situdcii, ked agent moze pouzit len jednu
znacku pre porty mozno v pripade ze ma k dispozicii viacero znaciek pre porty napriklad
vtedy, ak konstruovany graf obsahuje cykly, ktoré maju spolo¢né hrany. Ak agent pri
konstrukeii niektorej hrany, prechadza vrcholom s ktorym bude incidentna niektora
nasledujuca portova hrana, mdze v nom otvorit port.

Nasledne sa do tohto vrchola uz nemusi pri konstrukcii tejto portovej hrany vracat

otvorit port,
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V metrike vzdialenosti, kde sa pocita pocet hran najkratsej cesty medzi dvomi
vrcholmi ako ich vzdialenost plati trojuholnikova nerovnost. Teda agent nevykond viac
krokov pri najlacnejsej konstrukcii portovej hrany ak jeden port tejto hrany otvori skor
oproti konstrukcii kde ho otvori neskor, ak sa kroky rataju az po dokonceni predoslej
portovej hrany. Krok, vykonany agentom v ¢ase, ked ma tento otvorenych viacero porto,
sa do celkového stuctu krokov konstrukcie grafu pocita len raz. Ako sme ukazali na konci
predoslej casti, nie vzdy spdsobi snaha skonstruovat jednu hranu na ¢o najmenej krokov
zlepsenie celkového poctu krokov agenta pocas konstrukcie.

Vyhodnost tej-ktorej konstrukcie pre dany graf zavisi od konkrétneho grafu. Preto

sme sa vo vyskume dalej venovali uz konkrétny triedam grafov.



Kapitola 5
Konstrukcia mriezky

Definicia 26. Mriezka velkosti n x m je graf P, x P,
Definicia 27. Cyklicka mriezka velkosti n x m je graf C, x C,,.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat mriezkou a cyklickou mriezkou. Na to, aby
sme sa v tychto dvoch grafoch dokézali dobre orientovat, zavedieme pojem dimenzie
a jej suradnice. Pricom vyuzijeme, Ze oba grafy si produktmi kartézskeho sucinu.
Vysledky v tejto kapitole mozu byt uzitoéné pri hladani konstrukcii grafov, ktoré st
vysledkom kartézskyh stucinov zlozitejsich grafov. Cesta a cyklus totiz patria medzi
najjednoduchsie podgrafy.

Na zaciatok potrebujeme niekolko oznaceni, aby sme sa dokazali v mriezke a cyk-

lickej mriezke dobre orientovat.

Oznacenie 9. Pojem dimenzie v produkte kartézskeho sucinu G, grafovU a 'V zavedieme
prirodzene vzhladom na oznacenie vrcholov produktu ako usporiadanej dvojice (u,v),

kde w € U av € V. i-tou dimenziou vrchola produktu tohto sucinu bude i-ty clen tejto

dvojice. Suradnicou v dimenzii i je prvok na i-tej pozicii v usporiadanej dvojici. Pre

zjednodusenie oznacime vrcholy povodnijch grafov prirodzenymi cislami od 1 po m re-

spektive od 1 po n. Vrcholy produktu kartézskeho sucinu tiychto dvoch grafov budi pre

dost velké m,n napriklad (2,4), (5,17), (9,1), atd.

Poznamka 5. Pri mriezke a cyklickej mriezke budeme cislovat vrcholy povodnijch
grafov tak, aby sa oznacenia susednych vrcholov lisili o jedna, v pripade cyklickej mriezky

budi v povodnych grafoch - cykloch spojené aj vrcholy 1 a n, respektive 1 a m.

Nasledujucu lemu budeme pouzivat neskor. Hovori o tom, ze ak mriezka ma oba
rozmery vacsie ako tri, agent pri konstrukcii kazdej hrany vykona najmenej tri po-
hyby. Cyklicka mriezka s rozmerom dva nemoze existovat, lebo by obsahovala nasobné

hrany. Pokial ma cyklicka mriezka niektory rozmer tri, tak vie agent niektoré jej hrany

22
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skonstruovat na dva kroky. Hrany, ktoré pri tom prejde vsak musia byt bud kostrové

alebo ich skonstruuje na tri kroky. Toto je velmi Specidlny pripad.

Lema 12. Pri konstrukcii portovej hrany v mriezke aj v cyklickej mriezke, ktord nemd
Ziaden rozmer mensi ako styri, urobi agent medzi otvorenim prvého a druhého portu

najmenej tri kroky.

Dékaz. Najmensi cyklus v oboch grafoch ma dizku tyri. Teda medzi otvorenim dvoch
portov hrany vykona agent najmenej tri pohyby po hranach. Bud prejde po uz existu-

jucich alebo vytvori nové operaciou NH. O

5.1 Jedna znacka pre porty

7, vysledkov pre konstrukciu cyklickej mriezky v pripade, ked ma agent k dispozicii
len jednu znacku pre port, je najdolezitejsie zistenie, ze pri konstrukcii musi agent pri
niektorej z portovych hran od otvorenia prvého po otvorenie jej druhého portu prejst po
vsetkych siradniciach okrem tej, v ktorej tato hrana vedie. Toto plati pre obe dimenzie.

Pre konstrukciu mriezky s jednou znackou pre porty sme dokazali, Ze sa d& skonstruo-
vat na tri kroky pre kazdy port plus agent vykonal navyse m —1 krokov, kde m je mensi
z rozmerov. Vyslovili sme hypotézu, ze na menej krokov to nie je mozné. Aj ked sa ndm
ju nepodarilo uspokojivo dokézat, urobili sme viacero zaujimavych pozorovani.

Teraz nasleduju pripravné lemy k tymto vysledkom. Pripomenieme, Ze pojem tvo-
riaci cyklus portovej hrany oznacuje najmensi cyklus obsahujici dand hranu vybrany
zo sledu, ktory agent presiel medzi otvorenim jej prvého a druhého portu.

Pri dokazovani vysledku o cyklickej mriezke vyuzijeme fakt, Ze nahradenim hrany
v tvoriacom cykle s parnym poctom vyskytov ostatnych stradnic sa nemeni ich parita.
Pokial sa teda zmeni, musela byt nahradzand hrana s neparnym poctom vyskytov
ostatnych sturadnic v tvoriacom cykle a tento neparny vyskyt musel agent "odslapat”.

Uvazovat o konstrukcii cyklickej mriezky v pripade, Ze agent méa k dispozicii len
jednu znacku pre porty ma viacero dovodov. Jednym moze byt konstrukcia kartézskeho
sucinu zlozitejsich grafov, ktorého je nejaka cyklickd mriezka podgrafom za situacie, ze
agent ma velmi obmedzeny pocet znaciek pre porty.

Nasledujucich niekolko lem plati o konstrukcii grafov nasim modelom vseobecne,

ale ich potreba sa obzvlast prejavila pri hladani efektivnej konstrukcie mriezky.

Lema 13. Kostrové hrana je starsia, vznikla skor, ako vsetky portové hrany incidentné

s jej mladsim koncovym vrcholom.
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Doékaz. Aby agent mohol otvorit vo vrchole port, musel uz tento vrchol existovat. Jedina
operacia ktorou mohol vrchol vzniknut je operdcia NH. Mladsi vrchol vznikol spolu s

kostrovou hranou a preto don predtym nemohli viest ziadne hrany. O]
Lema 14. Tvoriaci cyklus hrany h obsahuje len hrany starsie ako h.

Dokaz. Tvoriaci cyklus obsahuje hrany, po ktorych agent presiel, ked konstruoval hranu
h. Museli teda v ¢ase po prechode agenta uz existovat a si preto starSie ako hrana h,

ktori agent vytvoril az potom, ako po tychto hranach presiel. O

Nasledujuce lemy sme pouzili najméa pri dokaze vysledku o cyklickej mriezke, kde
sme dokazali, ze pri kazdej konstrukcii je pre kazdu dimenziu nejaka hrana, pri konstrukeii
ktorej agent prejde po vsSetkych siradniciach tejto dimenzie - okrem sturadnice tejto
hrany.

Tiez nasleduje zavedenie niekolkych dalsich pouzitych pojmov.

Lema 15. KaZdy tvoriaci cyklus je mozné nahradit tvoriacim cyklom, ktory obsahuje

len hrany kostry a prislusni portovi hranu.

Dokaz. Majme tvoriaci cyklus hrany h. Kazda portova hranu, okrem A v nom nahradime
jej tvoriacim cyklom, az kym neméame uzavrety sled na kostrovych hranach a hrane h.

7 neho vieme vybrat tvoriaci cyklus hrany h. O]

Teraz si zavedieme pojem dimenzie v kartézskom stcine, ¢o budeme potrebovat pri

mriezke aj cyklickej mriezke.

Oznacenie 10. Graf prislichajici dimenzii d grafu G je d-ty cinitel kartézskeho siucinu,

ktorého je G produktom.

Oznacenie 11. Hrana v mriezke a cyklickej mriezke vedie medzi dvomi vrcholmi, ktoré
sa lisia v prave jednej dimenzii a v tejto maju suradnice vrcholov, ktoré spolu susedia
v grafe, ktory prislicha danej dimenzii. Teda ak je to prvd dimenzia jednd sa o prvy
clen kartézskeho sucinu a ak je to druhd dimenzia o druhy. Sturadnica hrany budeme
volat suradnicu k, ak k je najvyssia suradnica v danej dimenzii a hrana spdja vrcholy s
najnizsou a najvyssou suradnicou dimenzie, alebo niZsia zo suradnic v ktorych sa lisia
vrcholy spojené touto hranou.

Hranu so sturadnicou k budeme volal niekedy hrana v suradnici k. Rovnako budeme

pouzivat pojem dimenzia hrany a hrana dimenzie.

Oznacenie 12. Prechodom po suradnici budeme volat prechod agenta po hrane danej

suradnice.
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Oznacenie 13. Susednd suradnica k suradnici k v dimenzii d, je kazdd suradnica vr-
chola, ktory spdja nejakd hrana s vrcholom so suradnicou k v grafe prislichajicom

dimenzii d.

Pre kazdua suradnicu vieme zistit kolkokrat presiel agent po nejakej hrane v tejto

stradnici. Zaujima nas Specidlne parita tohto poc¢tu a pre kazdu siradnicu zvlast.

Lema 16. Portovd hrana v suradnici k v cyklickej mriezke md v tvoriacom cykle odlisni
paritu poctu prechodov po suradnici k ako maji pocty prechodov po ostatnych suradni-
ciach V ostatnej dimenzii maju vsetky pocty prechodov po jednotlivich siuradniciach

rovnaki paritu.

Dokaz. Aby otvoril druhy port hrany, agent musi svoju poziciu zmenit tak, aby sa
nachadzal na susednej stradnici v dimenzii v ktorej sa lisi s vrcholom s otvorenym
prvym portom v dimenzii kam ma viest konstruovana hrana. Ked rozdelime pohyby
agenta medi jednotlivé dimenzie, mozeme jeho pohyb premietnut do grafov tychto
dimenzii. Budeme teda sledovat len to ako sa meni ta, ktora suradnica agenta pri
jeho pohybe po tvoriacom cykle. Kedze vrcholy v ktorych otvara porty sa lisia iba
v dimenzii konstruovanej hrany, v jednej dimenzii maji rovnaku stradnicu. Do grafu
tejto dimenzie sa pohyb agenta premietne ako uzavrety sled, kde skon¢i vo vrchole, v
ktorom zacal. Podme spocitat paritu prechodov po jednotlivych stiradniciach v slede do
ktorého sa v tomto grafe premietne prechod agenta. Vezmime tie vyskyty toho istého
vrcholu, medzi ktorymi si vyskyty len inych vrcholov a to kazdého najviac raz. Takze
aké pohyby mohol urobit agent medzi dvomi najblizsimi navstevami nejakého vrcholu?
Mohol sa vratit zo susedného vrchola - zo vzdialenejsiecho uz nie, lebo susedny, cez
ktory by isiel by sa vyskytol na tomto slede viackrat ako raz. Alebo mohol agent prejst
po ceste, kde cielom aj vychodiskom je tento vrchol. Takato cesta je bud prazdna
alebo obsahuje vsetky iné vrcholy y je to vlastne prejdenie cyklu dookola. V prvom
pripade sa parita prechodov po sturadniciach zachova, lebo agent presiel tam a spaf po
rovnakej suradnici. V druhom pripade sa zmeni parita prechodov pre vsetky sturadnice.
V oboch pripadoch sa teda zachova rovnost parit prechodov jednotlivych sturadnic, ak
platila aj predtym. Vieme teda, Ze medzi dvomi najblizsimi vyskytmi vrchola sa nic¢
nepokazi. Na zaciatku je pocet prechodov pre kazdu siradnicu rovnaky - nulovy a
teda maju rovnaku paritu.Pri dalSom pocitani mozeme teda tieto vyskyty preskocit
- kontrahovat. Na takto upravenom slede postup opakujeme, az kym nemame kazdy
vrchol najviac raz okrem koncového a zaciatoéného, ¢o je ten isty. Pren platia rovnaké
pravidla a teda pre tito dimenziu je veta dokazana.

V dimenzii konstruovanej hrany sa bude pri otvarani druhého portu nachadzat vo

vrchole susednej stiradnice k siradnici vrchola s prvym portom. Ak pridame do sledu aj
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konstruovani portovi hranu, dostaneme uzavrety sled, pre ktory plati predosly dokaz.
7 toho je jasné, ze iba prechody po konStruovanej hrane maju odlisSni paritu poctu

svojich vyskytov. O]

Dokazali sme lemu o rozdielnosti parit, ktori pouzijeme v nasledujicej vete. Uzi-
tocny nam dalej je fakt, ze ak je parita prechodov po nejakej stiradnici neparna, agent po
nej musel aspon raz prejst. Podarilo sa nam dokézat, Ze pri konstrukcii niektorej hrany
cyklickej mriezky musel agent prejst medzi otvorenim jej prvého a druhého portu po
kazdej inej suradnici neparny pocet krat. Teda musel prejst aspon tolko krokov, kolko
je zvysnych siradnic, ¢o je o jedna menej ako prislusny rozmer mriezky.

Tento vysledok umoznuje posun dolného odhadu poc¢tu krokov konstrukcie cyklickej

mriezky. Ukazuje, zZe nie je mozné kazdu jej hranu skonstruovat na tri kroky:.

Veta 1. Pri lubovolnej konstrukcii cyklickej mriezky G rozmerovnxm s jednou znackou
pre porty, existuje aspon jedna hrana pri konstrukcii ktorej agent vykond aspon n — 1
krokov v prvej dimenzii a sucasne aspon jedna portova hrana, pri konstrukcii ktorej

agent vykond aspon m — 1 krokov v druhej dimenzii, moZe ist o tu istu hranu.

Dokaz. Ako sme uz povedali kostrové hrany st hrany, ktoré vznikli operaciou NH a tieto
hrany tvoria kostru grafu; ako bolo spomenuté grafom nazyvame kazdy medziprodukt
konstrukcie po¢ntic pociatocnym vrcholom az po konecny skonstruovany graf.

Kazdej konstrukcii grafu G zodpovedd nejaka kostra z kostrovych hran. Pocet
krokov, ktoré agent vykonal pri konstrukcii hrany h je sicet poc¢tu krokov do vrchola
v, v ktorom otvoril prvy port hrany a pocet krokov z vrchola v do vrchola u, v ktorom
otvoril druhy port hrany, tento sled z u do v tvoria s portovou hranou uzavrety sled.
Tento sled obsahuje tvoriaci cyklus danej portovej hrany.

Majme Tubovolnt konstrukciu cyklickej mriezky G a k nej zodpovedajicu kostru.
Ukazeme, ze pre nu plati tvrdenie vety. Tato kostra urcuje aj to, ktoré hrany grafu sa
portové - tie, ktoré nie si v kostre. Pripomenme si, ze kostra zodpovedajica konstrukeii
je kostra tvorena prave vSetkymi hranami, ktoré vznikli operaciami NH.

Ukazeme, ze existuje aspon jedna hrana, ktorej tvorivy cyklus bez tejto hrany ob-
sahuje jej suradnicu parny pocet krat - teda ostatné siradnice v tejto dimenzii neparny
pocet krat. Rovnako to dokazeme pre obe dimenzie. Mozné st dva pripady, bud ide o
dve rozne hrany, alebo o jedinii hranu. Kedze agent musel prejst do susednej siradnice
vrchola s prvym portom hrany a nemohol tak urobit v jej stradnici, musel prejst po
vsetkych ostatnych suradniciach a teda vykonat aspon n-1 respektive m-1 krokov v pri-
pade, ze plati alternativa s dvomi réznymi hranami. Alebo n+m - 1 ak plati alternativa

s jedinou hranou.
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Pozrieme sa na Tubovolnt kostru. V tejto kostre sa nachédzaju vsetky vrcholy grafu.
Aky je tvorivy cyklus jednotlivych portovych hran. V tvorivom cykle portovej hrany h
je mozné nahradit niektorta portovi hranu jej tvorivou cestou. Takymto nahradzanim
postupne vieme nahradit vSetky portové hrany. Ked z vysledného sledu vyberieme
konstrukéni cestu, tento uz obsahuje iba kostrové hrany. Pozrime sa na paritu poctu
prechodov jednotlivych suradnic v tejto ceste. Tvrdime, Ze ak sme nenahradzali hranu,
ktorej tvoriva cesta obsahovala stradnicu tejto hrany parny pocet krat, vysledna tvoriva
cesta na kostrovych hranach bude obsahovat neparny pocet prechodov po siradnici
hrany h. Toto je zrejmé. Ak vyskyt hrany nahradime cestou, kde sa tato hrana nachadza
neparny pocet krat, pocet prechodov po siradnici hrany sa nezmeni. Toto zaroven imp-
likuje, ze prechody po ostatnych stradniciach sa na tejto ceste nachddzaji parny pocet
krat zvlast pre kazdu suradnicu. Teda nezmeni sa ani parita prechodov po ostatnych
stradniciach. Co sa tyka parit poctov prechodov v ostatnej dimenzii, tak tu plati to isté,
ak nahradzame hranu jej tvorivou cestou, kde je pocet prechodov po sturadnici tejto
hrany parny, tak aj vo vyslednom slede je pocet prechodov parny pre kazdua siradnicu
tejto dimenzie.

Kedze vysledny sled, ktory vznikol nahradenim tvorivej cesty portovej hrany h vedie
len po kostrovych hranach a na tych neexistuje cyklus, tvoriva cesta hrany A vybrana
z tohto sledu zachovava paritu prechodov po jednotlivych suradniciach taki, aka je v
tomto slede. Kostra je totiz strom a ak sa na slede vyskytne dvakrat ten isty vrchol,
tak medzi dvomi jeho susednymi vyskytmi je parny vyskyt prechodov po jednotlivych
suradniciach a teda ho moézeme zo sledu vybrat - kontrahovat na jeden vyskyt tohoto
vrchola. Jedina Sanca ako pri pohybe po strome navstivit opatovne niektory vrchol je
vratit sa don.

Na kostre existuje pre kazdi portovi hranu jedind tvoriva cesta, inak by na nej
bol cyklus, ¢o je spor. Vezmime si teraz dimenziu d a vrcholy, ktoré maju v ostatnej
dimenzii rovnaku suradnicu, oznac¢me ju k. Indukovany podgraf na tychto vrcholoch je
cyklus. Niektoré jeho hrany su kostrové, ostatné su portové. Pokial ma kazda portova
hrana tvorivi cestu na kostre s neparnym poc¢tom prechodov po jej suradnici, existuje
na kostre cyklus, ¢o je spor. Tento cyklus ziskame z uzavretého sledu vytvoreného
z indukovaného grafu tychto vrcholov, kde portové hrany nahradime ich tvorivymi
cestami na kostre. Vo vyslednom slede sa kazda hrana bude nachadzat neparny pocet
krat a teda v nom existuje cyklus, ktory minimalne raz prejde po kazdej stradnici
danej dimenzie.

Z toho vyplyva, ze niektord nahradzand hrana mala tvoriva cestu s parnym poc¢tom
prechodov po jej stradnici. Teda pre kazdt dimenziu existuje hrana, ktorej tvoriva

cesta obsahuje neparne pocty prechodov po sturadniciach tejto dimenzie. A agent pri
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jej konstrukcii musi vykonat aspon n — 1 krokov pre prvi dimenziu a m — 1 inych

krokov pre druhu dimenziu. O

5.1.1 Uvahy o konstrukcii mriezky s jednou znackou pre porty

Nasledovné veta dokazuje hornt hranicu pre pocet krokov potrebnych na konstrukciu

mriezky s pouzitim jedinej znacky pre porty.

Veta 2. Mriezku m x n je mozné s pouZitim jedinej znacky pre port zostrojit pomocou

3m(n — 1) +m — 1 pohybov, kde m <= n.

Dékaz. Agent vykondva: OP,NH,NH,NH,OP,(n-2)krat (OP,S1,NH,NH,OP),S1,NH,NH,OP
¢im vytvori prvy riadok mriezky. Néasledne vykona (m-1)krat (NH,OP,S1,5S2,NH,OP,(n-
1)krat (OP,S1,52,NH,0P)) O

Domnievame sa, ze ide o optimum. Teda Ze neexistuje konstrukcia, pri ktorej agent

pouziva jedinu znacku pre porty a vykona menej krokov.

Oznacenie 14. Okraje mriezky su vrcholy, ktoré maji jednu suradnicu bud minimdlnu
alebo mazximalnu. Rohy mriezky si vrcholy, ktoré maji maximdlne alebo minimdalne obe
svoje suradnice. Rohy mrieZky maji stupen dva a vrcholy na okraji, ktoré nie si rohmi,

maju stupen tri. Zvysné vrcholy maji stupen styri a volame ich vnitorné

Ked prvy raz pride agent do vrchola, tak hrana po ktorej prisiel musi byt kostrova.
Kazdé prerusenie tahu tvoreného portovymi hranami, znamena, ze agent okrem krokov
medzi otvorenim prvého a druhého portu niektorej portovej hrany, musel vykonat aspon
jeden krok navyse, ked nebol otvoreny ziadny port. Pocet krokov, ktoré presiel medzi
konstrukciami dvoch hran, nazvime cena prerusenia. Budeme za nu pocitat aj vSetky
kroky, ktoré vykona medzi otvorenim dvoch portov rovnakej hrany, ktoré presahuju
pocet tri kroky na portovii hranu. Toto ndm umozni dat prednost portovej hrane,
konstruovanej na tri s naslednym jednym krokom pre otvorenim portu nasledujicej
hrany, pred portovou hranou konstruovanou na pat krokov medzi konstrukciou jej dvoch
portov.

Cim je mensia suma cien vSetkych preruseni, na tym menej krokov agent skonstruo-
val mriezku. Vieme, Ze na kazdu portovi hranu musi agent vykonat aspon tri kroky;,
tiez sme dokézali horny odhad potrebnych krokov.

PrerusSenie urcite vznikne vo vrcholoch, ktoré maju neparny pocet portovych hran.
Teda vsetky vnutorné vrcholy, ktoré su listami kostry tvoria prerusenia.

Pokial agent skonstruoval hranu na tri kroky medzi otvorenim jej portov, potom do

vrchola s druhym portom pride agent po inej dimenzii, ako je ta, v ktorej vedie portova
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hrana. Ak agent pri konstruovani portovych hran pride do okrajového vrchola ma dve
moznosti: bud prerusi konstruovanie portovych hran alebo bude pokracovat po okraji.
Kazdy suvisly fah na okraji teda vytvara prerusenie a stoji aspon jeden krok navyse.

Kedze vnutorné vrcholy st stupna styri, fah portovych hran sa nemdze v ziadnom
vrchole pretinat, pretoze kazdy vrchol ma aspon jednu hranu kostrovi. Taktiez v rohu
je bud portovy tah preruseny, alebo don portova hrana nevedie, v tom pripade vSak
vedie do aspon jedného s nim susedného vrchola a teda na okraj.

Podme sa teraz pozriet na okraje. Vrchol na okraji méa stupen tri, z ¢oho jedna hrana
je nutne kostra. ma teda tri moznosti: bud cez neho tah portovych hran prechadza,
portovy tah v nom mé koniec, portovy tah don nevedie - ma vSetky tri incidentné
hrany kostrové.

Pokial sa nam podari dokazaf, Ze na vela okrajovych vrcholov pripada preruse-
nie, dostaneme dolnt hranicu. Teda nemusi byt nutne v nich, ale Zze kazdému z nich
viem priradit iné. Aby sme dokéazali, Zze nami predstavend horna hranica je aj dolnou,
potrebujeme zaratat prerusenia aspon 2m — 2 vrcholom, kde m je mensi z rozmerov.

Portovy tah ked uz vedie po okraji, tak z neho moze odist len ak "zaplati” aspon
dva kroky navyse. Na tri kroky totiz méze pokracovat len po okraji. Teda kazdému

tahu idiicemu po okraji moézeme zaratat jedno aspon prerusenie.

Oznacenie 15. Usekom vrcholov oznacujeme mnoZinu vrcholov, ktoré majiu jednu di-
menziu rovnakid a tvoria tah.

Uroven je mnoZina vrcholov s rovnakou suradnicou v niektorej dimenzii.

Ak agent prisiel do vrchola na okraji, cez ktory prechadza fah, a neotvoril v nom
port, tak urobil dva kroky navyse, mozeme ich teda vynechat. Teda vrchol na okraji,
cez ktory prechédza tah, bol skonstruovany aj so svojou kostrovou hranou tesne pred
otvorenim portov pre fahy v nom. Z toho vyplyva, ze vnutorny vrchol, s ktorym susedi,
mal predtym stupen tri alebo v nom bolo prerusenie. Toto plati o vSetkych vnutornych
vrcholoch susediacich s fahom na okraji; ratame susedov tych okrajovych vrcholov,
kde obe portové hrany ida po okraji. Teda mame tisek vnitornych vrcholov, ktoré boli
stupna tri alebo v nich je prerusenie.

Ak tieto vrcholy neexistovali pred konstrukciou tahu po okraji, tak teraz s stupna
tri a maju tri kostrové hrany. Teda stvrta je bud kostrova alebo je v nich prerusenie.
Vsetky vrcholy, ktoré uz existuju si v kostre, lebo vznikli operaciou NH a touto opera-
ciou sa moze agent dostat do vrchola raz. Ak teda existuje v grafe tisek vrcholov, ktoré
su stupna tri potom do neho budu viest kostrové hrany alebo portové. Kazda portova
je jedno prerusenie, pretoze tieto vrcholy uz su stupna tri. kostrové hrany mozu viest

iba do vrcholov, ktoré este neexistuju.



KAPITOLA 5. KONSTRUKCIA MRIEZKY 30

Z useku este neskonstruovanych vrcholov, ktory susedi s tisekom vrcholov so stupnom
tri v grafe, moze do tohto tiseku viest kostrova hrana alebo portova hrana. Pricom opét
kazda portova hrana znamena prerusenie, lebo z vrcholov, ktoré uz maja stupen tri
nebude moéct tah pokracovat. Ak z niektorych dvoch budu viest kostrové hrany, uz
nemoze viest kostrova hrana medzi nimi. Pokial st to teda portové vrcholy a nemé v
nich byt prerusenie, musi viest kostrova hrana do druhého susedného tseku. Zvysné
dve hrany st potom portové a tvoria tah. Z tohto tiez vidno, ktory tsek vznikol skor a
mozeme ich teda rozlisit podla veku.

Podme teraz hladat prerusenia k vrcholom na okraji mriezky. Chceme ich najst
2m — 2 roznych. Ak v okrajovom vrchole nie je prerusenie, mé, ako sme ukazali vyssie,
dve moznosti: bud ide portovy fah cez neho alebo cez je incidentny s tromi kostrovymi
hranami. Inak mu priradime prerusenie fahu v nom. Medzi kazdym tsekom vrcholov
s tromi kostrovymi hranami je na okraji prerusenie. Na kazdy tsek fahu na okraji
pripadd jedno prerusenie.

Vrcholy na jednom okraji maja jednu suradnicu rovnaku a v druhej sa lisia. Kazdému
z nich vieme priradit stipec alebo riadok vrcholov, ktoré sa s nim zhoduji v tejto jed-
nej stradnici. Ak vo vrchole nie je prerusenie, tak po tomto stipci z neho odchédza
kostrova hrana, ak to nie je vrchol cez ktory na okraj prisiel tah z portovych hran.
Takyto stipec musi byt niekde napojeny na kostru, pokial neza¢ina vo vrchole s tromi
kostrovymi hranami. Podla kostry tiez vieme v akom poradi vrcholy vznikali. Kazdé
vetvenie kostry znamena list na kostre.

Pokial ma tusek viac ako dve prerusenia, zvysné mozeme zaratat inym tsekom. Tiez
vieme, ze vsetky tieto portové hrany museli byt skonstruované na tri kroky. Konstrukciu
hrany na paf krokov mozeme ratat ako styri prerusenia, lebo medzi dvomi vrcholmi s
prerusenim ratame jedint hranu.

Prva portovi hranu do vrchola v mriezke vytvoril agent pri jeho prvej navsteve,
alebo urobil najmenej jeden krok navyse nad tri kroky na portovia hranu.

Ak je v mriezke menej preruseni ako dve na kazdy vrchol kratsieho okraja, tak
z dirichletovho principu musi existovat tsek vrcholov dlhy ako vacsi rozmer mriezky;,
ktory obsahuje najviac jedno prerusenie. Vrcholy, ktoré nevznikli tesne pred portovymi
hranami, ktoré z nich vedd, znamenaji krok navyse a teda "prerusenie'. Majme teda
takyto sek s najviac jednym prerusenim a zvysné tiseky s najviac dvomi preruseniami
na usek.

Sposob akym st pospajané vrcholy tseku ¢iastocéne urcuje, ako budi pospajané
vrcholy v susednych tsekoch. Navyse poziadavka, aby bolo na tseku najviac jedno
prerusenie a na zvysnych najviac po dve na tsek, znacne limituje moznosti pospa-

jania vrcholov. Ak sa v niektorom tuseku vyskytne viac ako dve prerusenia, musia
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existovat dalsie tiseky s menej ako dvomi preruseniami. Teda mdzeme predpokladat,
ze hladame také pospajanie useku, ze si nevynucuje zvySeny pocet preruseni v inych
tisekoch. Usekov je totiz obmedzeny pocet a niektoré si skratka uz nebudd mat kde
vynucovat viac preruseni.

Nech teda existuje tisek s najviac jednym prerusenim. Hladame také vedenie hran
do neho, Ze z neho nevyplyva zvysenie poctu preruseni v ostatnych tsekoch. Kedze ma
dva okrajové vrcholy jeden musi byt incidentny s dvomi portovymi hranami. Ak by
sa na tomto tseku vyskytol vnitorny vrchol so styrmi kostrovymi hranami, museli by
kostrové hrany viest medzi vSetkymi susednymi vrcholmi tseku, az po okraj minimalne
na jednej jeho strane, lebo vnitorny vrchol ako list kostra je prerusenie.

Pozrime sa teraz na tsek iduci po dlhsom okraji mriezky. Aj nanho pripadaji najviac
dve prerusenia. Ak ich obsahuje viac, tak musia za kazdé dalsie existovat dalSie tiseky
s jedinym prerusenim, alebo za kazdé dve prerusenia jeden tsek bez neho. Z konca
vrchola na okraji tiez vieme urcit, z ktorého smeru don prisiel portovy tah, kedze bez
prerusenia sa opustif okraj neda.

Ak je niektory vnutorny vrchol list kostry susedi len s vrcholmi, ktoré majua stupen
portovych hran dva, moézeme ho ratat za dve prerusenia. Bud je totiz najblizsi koniec
tahu daleko alebo je niekde v susednom vrchole a potom je prerusenie aj v iom.

Na dokaz, ze potrebujeme aspon 2m — 2 preruseni nestaci staticky pohlad. Teda cez
ktoré vrcholy a ako prechadza tah z portovych hran. Napriklad mriezka 3 x 3 mé kostru
pri ktorej tvoria portové hrany suvisly tah. Napriek tomu ju agent nevie skonstruovat
na 12 krokov a potrebuje trinasty.

Preto bude v dékaze potrebné vyuzif aj algoritmicka stranku veci a pozriet sa na
to, ako sa sprava tah z portovych hran pri konstrukcii a ako jeho tuseky "ukladat”
vedla seba tak, aby pokryli mriezku. Taktiez na to, kolko fahov na to treba a aka
je vzdialenost koncového bodu predoslého od zaciatocného bodu nasledujiceho podla
postupnosti konstrukcie tychto tahov.

Konstrukcia vyzaduje, aby hrany, po ktorych prejde agent pri konstrukcii portovej
hrany bud uz existovali alebo boli kostrové.

Prerusenia, ktoré vieme dokazaf si v rohoch. Rohovy vrchol ma stupen len dva.
Teda portovy fah v nom médze mat len koniec alebo cez neho nemusi ist. Lahko sa da
ukazat, Ze nie je horsia konstrukcie, kde roh skonstruujeme spolu s jednym z jeho suse-
dov od takej, kde skonstruujeme jeho susedné vrcholy a agent odide konstruovat inde.
Rohy st styri. Jeden z nich bol mozno skonstruovany ako prvy a jeden ako posledny.
Stale vsak ostdvaji dva z nich.

Tiez vieme dokézat, ze mriezku, ktorej jeden z rozmerov je 1, vieme skonstruovat

bez kroku nad tri kroky na hranu. Tiez lahko vidief, Ze ak je mensi z rozmerov 2, tak je
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nutny jeden krok "navyse”. Toto nas viedlo k myslienke pouzif matematicktl indukciu.

IP je, Zze na mriezku velkosti n x m, kde m <= n, potrebuje agent s jedinou znackou
aspon 3x(m—1)n+m—1 krokov. Dokdzeme, Ze pre mriezku n X (m-+1) potrebuje aspori
3% (m —1)*(n+ 1)+ m krokov. Majme teda takito mriezku. Pozrime sa na jej dlhsi
okraj. Uz vieme, ze tah portovych hran nemoze ist po okraji a odtial zahnut dovnitra
bez krokov navyse. Tento okraj mohol agent skonstruovat bud tak, ze vytvoril portovy
tah zacinajici v jednom rohu a konciaci v druhom. Ako vSak uz vieme, najlacnejsie je
v tomto pripade skonstruovat najprv zvysok mriezky a z IP sme na nej urobili aspon
m — 1 krokov navyse. Teda celkovo to bude m krokov nad tri korky na portovi hranu.

Alebo mohol agent okraj skonstruovat pomocou viacerych fahov, ktoré don prisli
zvnitra mriezky. Tah, ktory by Siel po susednom okraji by skonéil vo vrchole, teda treba
aspon dva fahy. Za predpokladu, Ze ani jeden z dlhsich okrajov nebol skonstruovany
jedinym fahom iddcim po okraji, koncia na kazdom z nich miniméalne dva fahy.

Potrebujeme ukézat, ze pri kazdej konstrukcii tejto mriezky je pocet krokov medzi
tahmi dost velky, inak neplati IP. Vieme, Ze vSetky hrany rovnobezné s tahom idicim
po okraji mriezky st bud starsie alebo pri ich konstrukcii agent vykonal kroky navyse.
Tiez vieme, ze ak upravime pohyb agenta tak, Ze miesto toho a by pri konstrukcii tahu
isiel na okraj, pojde konstruovat nasledujtci tah v postupnosti, minie celkovo aspon m
krokov na konstrukciu mriezky bez okraja.

Zistili sme vsak, ze IP musime upravit. Vieme totiz najst konstrukciu s len 6smimi
preruseniami. Agent pri nej vSak minie o vela viac krokov navyse ako pri nami dokazanej
hornej hranici. dalej sme sa s matematickou indukciou nedostali.

V podstate 2m — 2 preruseni je oproti poc¢tu vrcholov dost malo, teda v drvivej
vacsine vrcholov prerusenie nebude. Vnitorny vrchol bez prerusenia ma dve kostrové
a dve portové hrany. Okraj bez prerusenia ma tri kostrové alebo jednu kostrovi a dve
portové hrany.

Kedze na jedno vetvenie kostry pripada jeden list a kazdy vnitorny vrchol s jedinou
kostrovou hranou ma prerusenie portového tahu, teda agent vykonal krok navyse okrem
troch krokov na hranu, nemdéze byt okrajovych vrcholov, ktoré maju tri kostrové hrany
velmi vela.

Ak neratame rohové vrcholy je na okrajoch mriezky 2m + 2n — 8 vrcholov. Ak
oznac¢ime vrcholy s tromi kostrovymi hranami & a listy kostry [, musi platit £ +1+p =
2m+2n — 8 a tiez k — | < 2m — 2 — p, kde p je pocet vrcholov na okraji, v ktorych je
jedind z incidentnych hran portova. Ak n >= m, musi byt vrcholov na okraji, cez ktoré
prechadza tah aspon n — 3. Vrcholov na okraji, ktoré mozu mat vSetky tri incidentné
hrany kostrové zasa moze byt najviac 2m+n—>5—p. Pocet prerusenti je tiez obmedzeny:

p <= 2m — 2. Taktiez si vSimnime, Ze minimalizujeme pocet krokov a v nasej hornej
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hranici sa dalo prejst medzi koncom tahu a zaciatkom nasledujiceho na jeden krok.
Pokial sa teda vyskytne konstrukcia, ktord bude chciet byt lepsia a vyskytne sa v nej
viac ako jeden krok medzi dvomi fahmi, bude musiet mat o tolko menej preruseni.
Teda nie je vzdy vyhodné znizovat pocet fahov z portovych hran za cenu narastu
krokov medzi nimi.

Ako uz bolo spomenuté, na okraji méze byt aj viac nespojenych tsekov portovych
hran. Kedze vsak na okraji tah konci, z kazdého trva minimalne jeden krok dostat sa
do zaciatku nasledujuceho tahu.

Ak spolu susedia dva okrajové vrcholy a kazdy ma vsetky tri hrany kostrové, tak
vnutorné hrany, ktoré s nimi susedia musia byt spojené portovou hranou. Ak je ich
tsek dlzky aspoii tri, tak vndtorné vrcholy mriezky, ktoré s nimi susedia musia byt
pospajané portovymi hranami, teda vedie medzi nimi fah rovnobezny s okrajom. Z tych
vnutornych vrcholov, v ktorych nie je prerusenie (nie si listom kostry), dalej pokracuje
portové hrana smerom od okraja. Ak je ich usek dlzky aspoii tri tak o vnitornych
vrcholoch, s ktorymi susedia, plati obdobné.

Ked sa pozrieme na tsek z okrajovych vrcholov, cez ktoré prechddza portovy fah,
zistime podobné. Su listami kostry a do vnutornych vrcholov prichadza kostrova hrana
zo susednych vnitornych vrcholov. Tito susedia mali predtym stupen tri, takze majua
opaf rovnaké "moznostidko okrajové vrcholy; tj. moze cez ne portovy fah prechadzaf,
zvysné tri hrany mézu byt kostrové alebo v nich méze byt prerusenie portového fahu.
Za kazdy vnutorny vrchol, ktory ma vsetky Styri hrany kostrové sa zvysi minimélny
pocet listov kostry na okraji o dva a za kazdé prerusenie o jedna. Toto este viac zvysSuje
pocet vnutornych vrcholov s nimi susediacich.

Kazdé prerusenie vnutri mriezky zvysuje pocet okrajovych vrcholov, v ktorych byt
prerusenie nemdze. Pocet preruseni, ktoré mozu byt celkovo v mriezke znizuje aj dlzka
jednotlivich preruseni. Kedze kazdé prerusenie musi mat dizku aspoii jedna. Tahy z
portovych hran konsStruovanych na tri kroky tvoria spolu s hranami preruseni sled.
Horny odhad jeho dlzky sme stanovili a pre dant mriezku je stdet dizok tahov z
portovych hran staly. Ak ho chceme skratit a tym ziskat lepSiu konstrukciu, musime
znizit pocet hran prerusenia.

Ked uz cez niektoré vrcholy prechadza tah, tak je vacsinou urcené ako ma fah
prechadzat cez ich susedov, ak sa v nich nema prerusit. Sticasne plati, ze tahy z por-
tovych hran sa nemozu pretinat, ¢co obmedzuje aj dalSie smerovanie tahov. Tiez vieme,
ze na okraji mriezky, ktora ma oba rozmery vacsie ako jedna, musia byt aspon dve
prerusenia kvoli rohom. Lahko sa dé dokazat, ze ak st oba rozmery vacsie ako dva, tak
dve prerusenia nestacia a konstrukcia s tromi preruseniami vyvola dalSie prerusenia

vnutri mriezky.
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Dalej sa nam s vyskumom v tomto smere dostat nepodarilo. Domnievame sa, Ze by
pomohlo rozobratie vsetkych moznych variant konstrukeii malych mriezok, na ktorych

by sa mohli objavit dalsie zakonitosti.

5.2 Viac znaciek pre porty

Mriezka aj cyklickd mriezka su grafy, ktoré sa daju skonstruovat na |V| — 1 krokov,
ak ma agent k dispozicii dostatocny pocet portov. Ako pri vSetkych grafoch aj tu je
pocet pouzitych znaciek aspon velkost najviacsieho rezu aky pocas konstrukcie dosiahla
uz skonstruovana mnozina vrcholov do zvysku grafu.

Hlavnym vysledkom tejto casti je, Ze na konstrukciu jednym tahom potrebuje agent
pre mriezku m portov a pre cyklicki mriezku 2m + 1 portov. Pripomeniem, ze pri
konstrukeii s jedinou navstevou kazdého vrcholu je pocet krokov o jeden mensi ako

pocet vrcholov daného grafu.

Lema 17. Aspon v jednej dimenzii mriezky nastane stav, ked je skonstruovaniy vrchol
v kaZdej jej suradnici a zdroven nie je takd suradnica, Ze vSetky vrcholy s nou siu uz

skonstruované.

Doékaz. Skor alebo neskor musi byt nejaky vrchol skonstruovany v kazdej stradnici. Ak
sa skor stalo, ze by boli skonstruované vsetky vrcholy s nejakou stiradnicou ako bol v

nejakej inej skonstruovany jediny vrchol, tak veta plati pre druht dimenziu. m

Veta 3. Pri konstrukcii mriezky jednym tahom je potrebnych aspon tolko znaciek ako
je mensi z jej rozmerov. Pri konstrukcii cyklickej mriezky je to dvojndsobok mensieho

z rozmerov. Takdato konstrukcia existuje.

Dokaz. Na zaklade lemy vieme, ze pre niektord dimenziu existuje stav, kedy pre
kazdu suradnicu je vytvoreny nejaky vrchol a zaroven pre ziadnu nie si vytvorené
vsetky. Z toho vyplyva pre mriezku, ze je otvorenych aspon tolko portov ako je suradnic,
lebo pre kazdu siradnicu existuje vrchol, ktory susedi s uz vytvorenym a este vytvoreny
nie je.

Pre cyklicki mriezku oplati, ze v kazdej stiradnici existuji minimalne dva otvorené
porty. Vrcholy v jednej stradnici totiz tvoria cyklus.

Vo vrchole, kde agent prave stoji, nemusia byt otvorené porty. Kedze vsak za kazdu
sturadnicu, v ktorej nie si vytvorené vsetky vrcholy a nejaké uz ano, su otvorené porty
navyse, tak agent prechddza najprv vrcholy s rovnakou sturadnicou v dlhsej dimenzii,
kym neprejde pre dant suradnicu vsetky a potom prejde do inej. Pri tomto prechode

musi otvorif ten posledny port.
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Mriezku pri konstrukcii agent prechadza po siradniciach dlhsieho rozmeru, pricom
najprv vytvori kraj v kratSom rozmere s najnizsou siuradnicou dlhsieho rozmeru a po-
tom vzdy vrcholy o jedna vicsej suradnice. Ak m <= n, tak ma v momente konstrukcie
druhého vrchola druhej stiradnice otvorenych m portov pre mriezku a 2m + 1 pre cyk-

lickd mriezku. ]



Kapitola 6
N-rozmerna kocka

V tejto kapitole si v ivode pripomenieme niekolko faktov o grafoch - hyperkockéch
dolezitych pre pochopenie zvysku kapitoly. V nom sa venujeme vysledkom vyskumu
konstrukcie grafov z triedy hyperkociek v nasom modeli.

Vrcholy spojené hranou sa lisia prave v jednej suradnici. Kazdej hrane z vrcholu
mozno priradif stradnicu v ktorej sa jej druhy vrchol od tohto odlisuje. Toto priradenie
je vzhladom na hrany incidentné s jednym vrcholom injekcia.

Susedia vrchola sa navzajom lisia v prave dvoch siradniciach. Polohu agenta mozeme
vyjadrit vrcholom, v ktorom sa prave nachadza. Jeho polohe teda zodpoveda binarny
retazec, ktorého hodnoty bitov budeme volat siradnice. Sturadnica v hyperkocke méze
mat hodnotu 0 alebo 1. Po dvoch zmenach je siradnica rovnaké, ako na zaciatku.
Jednym pohybom po hrane meni agent prave jednu siradnicu svojej pozicie. Z tohto
vyplyvaji obmedzenia pre tsporu pohybov zvac¢Sovanim mnoziny znaciek pre porty.
Napriklad pri pouziti dvoch znaciek pre porty potrebuje agent na vytvorenie dvoch
novych portovych hran asponn 5 tahov. Uspora nastdva, ked port pre druhd hranu
otvori uz pocas cesty za otvorenim portu prvej hrany.

Graf indukovany podmnozinou bodov hyperkocky méa pocet hran zavisly na ich
vzajomnej polohe. Ak ma agent dost velkii mmnozinu znaciek pre porty, moze tieto
vrcholy prejst v ITubovolnom poradi a v kazdom otvorit potrebny pocet hran. Agent
nedokaze skonstruovat graf, ktory by nebol stuvisly v nejakej faze svojej konstrukcie.

V tejto kapitole skimame moznosti efektivnej konstrukcie hyperkociek roznych
rozmerov. Agent je pri konstrukcii limitovany velkostou mnoziny znaciek pre porty,
ktort moze pouzit. Pocet hran, ktoré agent vytvori jednotlivymi operaciami je pre dany
graf konstantny, ako sme ukazali vo vSeobecnej kapitole o konstrukcii grafu. Efektivitu
algoritmu meriame poc¢tom krokov, ktoré agent musi pri konstrukcii vykonat. Za krok
sa povazuje zmena vrchola, v ktorom sa agent nachadza a teda zmena polohy agenta.

K hlavnym vysledkom v tejto kapitole patri postupnost vrcholov hyperkocky, ktora

36
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obsahuje najvyssim mozny pocet hran v podgrafe indukovanom takto velkou mnozinou
vrcholov hyperkocky. Zaroven sme dokazali, ze toto plati aj o kazdej podpostupnosti
vrcholov hyperkocky, ktora je jej prefixom.

Ak mé agent k dispozicii dostatocne velkii mnozinu znaciek pre porty, dokaze
skonstruovat hyperkocku tak, ze kazdy vrchol navstivi prave raz - pri jeho vytvoreni.
Velkost mnoziny potrebnych znaciek pri takejto konstrukeii vieme urcit zo spomenutej
postupnosti. Poc¢et hran, ktoré vychadzaji z vrchola hyperkocky je pre kazdy vrchol
danej hyperkocky rovnaky a teda aj pocet portov, ktoré agent musi otvorit pri jeho
navsteve, aby sa don uz nemusel vracat. Akonahle vznikne portova hrana, znacka jej
portov sa uvolni a agent ju moze znovu pouzit. Pocet portov, ktoré musia byt otvorené
v danom momente urcuje pocet potrebnych znaciek, pretoze ziadne dva porty nemozu
maf rovnaki znacku, inak by medzi nimi vznikla hrana. Teda ¢im viac hran vedie
medzi doteraz prejdenymi vrcholmi,tym menej je otvorenych portov a tym menej je aj
pouzivanych znaciek.

Z tejto optiméalnej postupnosti vrcholov pre konstrukciu hyperkocky jednym fa-
hom je mozné zistif aj pocet potrebnych znaciek pre porty. Je nim maximum rozdielu
suctu stupnov prejdenych vrcholov a poc¢tu hran vedicich medzi nimi vo vrcholoch
postupnosti.

Na zéklade vlastnosti tejto postupnosti je tiez mozné skimat moznosti efektivne;j
konstrukcie hyperkocky v modeloch s nizsim poc¢tom znaciek pre porty ako je potreb-

nych na to, aby agent navstivil kazdy vrchol préve raz.

6.1 Vseobecné vysledky

Veta 4. Pri konstrukcii n-rozmernej hyperkocky ma co najmensi pocet krokov, kedy

ontl_1
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navstivi kaZdy vrchol prave raz, potrebuje agent pre nepdrne n
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znaciek pre porty.

Lema 18. Dva vrcholy, ktoré sa navzdjom lisia v prave dvoch suradniciach maji prdave

dvoch spolocnyjch susedov.

Dokaz. Susedné vrcholy sa lisia prave v jednej suradnici. Spolo¢ny sused dvoch vrcholov
sa lisi v prave jednej sturadnici od kazdého z nich. Teda ma vsSetky ostatné sturadnice
rovnaké ako jeden z nich a 1isi sa od neho v jednej z tych dvoch. Teda ma tito siradnicu
rovnaki ako druhy vrchol. Druha z tychto stradnic mé potom odlisni od druhého
vrchola. Cize sa od kazdého z nich 1i§i v prave jednej stradnici. Toto mézu spliiat

prave dva rézne vrcholy, ktoré susedia z oboma. O
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Otazkou ostava, kolko hran vie agent vytvorif pocas jednej navstevy vrcholu otvaranim

portov?

Lema 19. Pri jednej ndvsteve vrcholu po prejdent sledu dizky n vrcholov (vrdtane toho
v ktorom sa prdve nachddza) méze agent vytvorit najviac (fracn — 12) > #dimenzii

hran otvorenim portu.

Poznamka 6. Rdtaji sa hrany, ktoré vznikni pri tejto ndvsteve tj. pri ktorjych agent

otvori druhy port.

Dokaz. Je zrejmé: ze vo vsetkych vrcholoch, kam majua tieto hrany viest, uz agent bol;
medzi dvomi vrcholmi vedie najviac jedna hrana. Z tohto a predoslej lemy vyplyva, Ze
po navsteve n vrcholov moze agent otvorenim portu vytvorit z vrcholu, kde sa nachadza,
najviac (%5%) > #dimenzii hrén. Z tychto (“5*) vrcholov sa od neho kazdy lisi v inej

sturadnici, lebo ak by sa dva liSili v rovnakej, museli by to byt totozné vrcholy. O]
Teraz ukazeme, ze taka postupnost vrcholov existuje.

Lema 20. FEristuje takd postupnost n vrcholov, Ze pri ndvsteve posledného agent vytvori

(25%) > #dimenzii hrdn.

Dokaz. Ak vezmeme takuto postupnost odzadu, vyzerala by az na substiticiu dimenzii
takto: 1,2, 1,3,2,4,3,5,4,6,5, ... O

Avsak Tahko vidief, ze Zziadne iné portové hrany by medzi vrcholmi v tejto postup-
nosti vznikntat nemohli. Taktiez porty st otvorené cely cas az kym agent nepride do
vrcholu, kam vedu vSetky tieto hrany. Teda agent potrebuje vzdy novi znacku. My vsak
hladame takt postupnost konstrukcie vrcholov, kde st porty otvorené ¢o najkratsie,
aby agent mohol potom znovu pouzit ich znacky. Skisme teda néjst postupnost (cestu

v hyperkocke) danej dizky s najvacsim mozny po¢tom hran medzi jej vrcholmi.

Oznacenie 16. O hrane povieme, Ze vedie v dimenzii k, ak sa vrcholy, ktoré spdja,

lisia v prdve tejto dimenzii.

Oznacenie 17. Poloha agenta je vyjadrend suradnicami v jednotlivijch dimenzidch
kocky. v kaZdej dimenzii mozZe nadobudat jednu z dvoch suradnic. Oznacme ich 0 a 1.
Pri prechode po hrane agent preklopi jednu z tychto suradnic v prave jednej dimenzii

na druhi.

Je jasné, ze v akomkolvek stuvislom slede vrcholov povedie hrana medzi dvojicami
nasledujucich vrcholov, ide o hrany po ktorych agent prejde z vrcholu do vrcholu.
Portova hrana moze vzniknit medzi vrcholmi, ktoré sa lisia v prave jednej suradnici,

lebo iné hrany v hyperkocke nie st.
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Lema 21. V [ubovolnej postupnosti hran medzi vrcholmi hyperkocky spojenymi hranou,
sa nachadza parny pocet hran v kazdej dimenzii okrem dimenzie v ktorej sa tieto vrcholy

lisia a teda v nej vedie hrana medzi nimsi.

Dokaz. Takéto dva vrcholy sa lisia v prave jednej dimenzii. Ak agent zmenil pri pohybe
svoju polohu v nejakej dimenzii neparny pocet krat, tak je v tejto dimenzii v inej
polohe ako bol na zaciatku. Ak to nie je dimenzia v ktorej sa lisi koncovy vrchol od
zaciatocného - agent sa nenachadza v koncovom vrchole, lebo polohy agenta a tohto

vrcholu nie st rovnaké. O

Oznacenie 18. Ak viem suradnice vrchola, mozZem postupnost tahov agenta zapisat

ako postupnost zmien jeho suradnic v jednotlivijch dimenzidch.

Pripomeniem, ze hladdme najkratsi sled v hyperkocke, prejdenim ktorého mohol
agent skonstruovat medzi jeho vrcholmi s danou mnozinou znaciek dany pocet por-
tovych hran. Cim viac hran agent skonstruuje pri jednej naviteve vrcholu, tym menej
krat ho bude musief navstivit a tym menej krokov sa zapocita do konstrukcie hyper-
kocky. Hladame najnizsi pocet znaciek pre porty, ktoré agent potrebuje na konstrukciu
hyperkocky, pri ktorej navstivi kazdy vrchol len raz. V kazdom vrchole, ktory agent
navstivi otvori rovnako vela portov. Preto hladame sposob, ako ¢o najviac portov ¢im

skor pozatvarat, aby agent mohol ich znacky opat pouzit.

Lema 22. § kaZdou hyperkockou v ktorej vrchol nelezi ho spaja najviac jedna hrana.

Tdto hrana vedie v inej dimenzii ako su dimenzie tejto hyperkocky.

Dokaz. Kazdy vrchol hyperkocky méa hrany vo vsetkych jej dimenziidch. Vo zvysnych
dimenziach st vrcholy hyperkocky totozné, lebo sa dva susedné lisia prave v jednej.
Vrchol mimo hyperkocky spojeny s vrcholom v nej sa od neho lisi v inej dimenzii
a v tejto sa lisi teda aj od vSetkych ostatnych. Zaroven je vo vsetkych dimenziach
hyperkocky totozny s vrcholom z nej a teda sa 1isi v aspon jednej dimenzii hyperkocky
od jej ostatnych vrcholov a mé teda s nimi aspon dve rozdielne dimenzie. Nemdze ho

preto s nimi spajat hrana. O]

Lema 23. Bijektivna substiticia dimenzii na vsetkych vrcholoch podgrafu hyperkocky
zachovdva hrany medzi vrcholmi tohto podgrafu. Rovnako aj preklopenie siuradnic v

niektorej dimenzii.

Dokaz. Ak sa dva vrcholy lisia prave v jednej dimenzii, budi sa v prave jednej dimenzii
lisit aj po tejto substiticii, lebo dimenzie v ktorych boli rovnaké sa zobrazia na rovnaké
a ta v ktorej sa lisili sa u oboch zobrazi na rovnaka a budu sa v nej lisif aj nadalej;
teda medzi nimi povedie hrana. Pri preklopeni stradnic sa medzi vrcholmi zachovaju

rovnosti a rozdiely v danej dimenzii, teda aj hrany. O]
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Lema 24. Vircholy suvislého podgrafu hyperkocky s poctom wvrcholov m sa mnavzdjom

lisia v najviac m-1 suradniciach.

Dokaz. Vezmime kostru tohto podgrafu. Tato ma m-1 hran. Kazda vedie v niektorej
dimenzii. Cesta v tejto kostre udava v ktorych dimenziach sa dana dvojica jej koncovych
vrcholov 1isi. VSetky cesty v tejto kostre idu cez najviac m-1 réznych dimenzii, ¢o je jej
pocet hran. V ostatnych dimenziach sa dané vrcholy nelisia, maju v nich teda navzajom

rovnaké sturadnice. O

Nasledujtica lema hovori, Ze mnozina vrcholov hyperkocky je suvisla. Z toho vy-

plyva, ze agent je schopny skonstruovat indukovany graf tychto vrcholov.

Lema 25. PodmnoZina m vrcholov hyperkocky, ktoré indukuji graf s najvyssim poctom
hran je suvisld.

Dokaz. Nech existuju dva komponenty. Na jednom z nich urobime postupné poprek-
lapanie suradnic tak, aby susedil niektory jeho bod s bodom v druhom komponente
a teda medzi nimi viedla hrana. Cize vyberieme jednu dimenziu v ktorej sa lisia a vo
vsetkych ostatnych dimenziach, kde maju rozdielne suradnice prekldpame postupne
sturadnice jedného z vrcholov. V pripade, Ze pocas tohto postupu vznikne hrana spa-
jajuca vyhrané dva komponenty, skon¢ime skér. Pévodné hrany sa zachovaji a jedna
nova pribudne, ¢o je spor s najvyssim poc¢tom hréan. Tieto kroky moézeme urobit bez
toho, aby sa dva vrcholy zobrazili na seba. Ak budeme robif preklapanie sturadnic
po jednotlivych dimenziach, v tom pripade, ak by sa nejaky vrchol transformovaného
komponentu podgrafu zobrazil na niektory vrchol druhého komponentu, musela by
medzi nimi viest predtym hrana, teda stav v ktorom by boli komponenty prepojené a

prekldpanie by teda uz nepokracovalo. O

Potrebujeme zistit ako vybrat m vrcholovy indukovany podgraf hyperkocky tak,
aby pocet hran v nom bol maximélny mozny. Po konstrukcii tohto podgrafu, bude
totiz otvoreny najnizsi mozny pocet portov pre dané m, ak sa agent uz nebude vracat
do jeho vrcholov.

Teraz ukazeme, ze vieme z vrcholov hyperkocky vybrat pre kazdé m m-vrcholovi
podmnozinu, ktorej indukovany graf obsahuje pre dané m najvyssi mozny pocet hran
tak, aby obsahovala lubovolnej podmnoziny s touto vlastnostou.

Dalej ukéZeme, Ze agent moze vrcholy tejto mnoziny prechddzat v takom po-
radi, aby prejdené vrcholy vytvarali v kazdom momente taktito mnozinu. Pri takomto
prechadzani vrcholov pocas konstrukcie bude vzdy pouzity najmensi mozny pocet
znaciek pre porty. Pocet portov, ktoré agent dovtedy otvoril je pre dani hyperkocku
a pocet uz prejdenych vrcholov vzdy rovnaky a teda otvorené su tie, ktoré sa este

nezavreli, teda ktoré nepatrili hrane medzi doteraz prejdenymi vrcholmi.
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Lema 26. Vrcholy podgrafu hyperkocky sa daji rozdelit na dve mnoziny A,B podla
suradnice vo vybranej dimenzie. Pocet hran vedicich z vrcholov v jednej mnozine do

vrcholov v druhej mnoZine je rovny alebo mensi ako mohutnost mensej z nich. CliZe

[{ele = (a,b);a € A;b € B} <= min{|A|,|B|}

Dokaz. Kazdy vrchol ma v jednej dimenzii najviac jednu hranu a hrana vedie v danej
dimenzii medzi dvomi vrcholmi vtedy ak je to jedina dimenzia v ktorej maju rozdielne
sturadnice. V inej dimenzii medzi A a B hrana viest nemdze, lebo by musela viest medzi
vrcholmi lisiacimi sa v najmenej dvoch dimenzidch - v dimenzii hrany a v dimenzii
podla saradnic ktorej st A a B vytvorené. Teda hrany medzi A a B mdzu viest len
v jednej dimenzii a do mensej z A,B moze viest najviac tolko hran v jednej dimenzii,

kolko mé vrcholov. OJ

Lema 27. Ked vezmeme z podgrafu hyperkocky len vrcholy, ktoré maji hranu v jednej
vybranej dimenzii a oznacime nimi indukovany podgraf G. Vieme vrcholy G rozdelit na
dva izomorfné indukované podgrafy hyperkocky G1 a Go podla suradnice vrchola v tejto

dimenzii.

Dokaz. Vrcholy, medzi ktorymi vedie hrana sa lisia v prave jednej dimenzii, v ostatnych
dimenzidch su rovnaké. Ked teda vezmeme hrany vedice medzi GG; a G5 a vytvorime
podla nich bijektivne zobrazenie medzi tymito podgrafmi tak, aby sa dva vrcholy medzi
ktorymi vedie hrana vo vybranej dimenzii zobrazili na seba, dostaneme izomorfizmus.
Ak totiz viedla medzi dvomi vrcholmi hrana, bude hrana viest aj medzi ich obrazmi,
lebo tieto maji rovnaké sturadnice ako ich vzory vo vsetkych dimenzidch okrem jednej,
kde sa oba obrazy od svojich vzorov lisia a teda majui siradnicu v tejto dimenzii
rovnaki; obaja st v komponente, kde maji tuto stradnicu rovnaka vsetky vrcholy.
Ak sa teda lisili v jednej stradnici vzory, budi sa aj obrazy a ak sa lisili vzory vo
viacerych suradniciach, buda sa v rovnakych suradniciach lisit aj obrazy. Zobrazenie

je teda izomorfizmus. m

Lema 28. Ezistuje indukovany podgraf G hyperkocky na m vrcholoch, ktory je mozné
postupne rozdelit podla dimenzii aZ po jednovrcholové indukované podgrafy tak, Ze v

kazZdom kroku rozdelime vrcholy kaZdého podgrafu s poctom vrcholov aspon dva do dvoch
podmnozin A a B. Takijch, Ze |A| — |B| <= 1.

Dokaz. Dokaz bude konstrukény. Budeme postupne delit m vrcholovii mnozinu i dalsie
z nej vzniknuté mnoziny na mensie, az kym nedostaneme m jednoprvkovych mnozin
vrcholov. Pritom budeme postupne urcovat siradnice jednotlivych vrcholov.

Budeme postupovat postupne po dimenziach, az kym budu vsetky mnoziny jedno-

prvkové. Vezmeme mnozinu M, rozdelime ju na dve ¢asti My, My také ze | My |—|My| <=
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1. Vrcholy v M; budd mat v tejto dimenzii stiradnicu 1 a vrcholy v My budi mat v
tejto dimenzii stiradnicu 0. Ak je mnozina jednoprvkova a delenie niektorych inych este
pokracuje, dostane v kazdej dalsej dimenzii stiradnicu 1. Ak mé kocka viac dimenzii
ako je potrebnych, aby obsiahla vSetkych m vrcholov podgrafu, tak mozu dostat ti-
eto vrcholy v tychto zvysnych dimenziach Tubovolné siradnice, ale pre vSetky vrcholy
musi byt stradnica v kazdej z tychto dimenzii rovnaka. Tym sme zistili suradnice vr-
cholov vo vsetkych dimenziach, podla ktorych podgraf delime. Pre tcely tejto vety na

sturadniciach ostatnych dimenzii nezalezi a mozu byt lubovolné. O

Lema 29. Pri deleni z lemy[2§ vedie medzi mnoZinami vrcholov My a My, ktoré vznikli
rozdelenim jednej mnozZiny M podla tohto delenia, prave tolko hrdin, ako je mohutnost
mensej z tychto mnozin. Pokial, ak md kocka viac dimenzii ako je potrebnich, aby
obsiahla vsetkych m vrcholov podgrafu, tak mozu dostat tieto vrcholy v tijchto zvysnych
dimenziach lubovolné suradnice, ale pre vSetky vrcholy musi byt, na rozdiel od predosiej

vety, suradnica v kaZdej z tyjchto dimenzii rovnaka.

Dokaz. Staci ukéazat, ze mensi z indukovanych podgrafov ma vo vacsom izomorfny
obraz podla vety [27 Vtedy vedie z kazdého vrchola v menSom podgrafe hrana do
nejakého vrchola vo viac¢som podgrafe a tychto hran je presne tolko, kolko je vrcholov
mensieho podgrafu. Teda potrebujeme dokazaft, ze vo vacsom podgrafe existuje skupina
vrcholov, ktorej budi siradnice v dimenziach pridelené rovnako ako vrcholom v mensom
podgrafe. Pridelovanie stradnic je deterministické, teda rovnako velkym mnozinam vr-
cholov v rovnakej faze budu popridelované stradnice vo zvysnych dimenziach rovnako.
Na mensi a vacsi podgraf sa rozdelia grafy s neparnym poctom vrcholov. Pouzijeme
uplnt indukciu. Béza indukcie bude mnozina velkosti tri. Mensie podgrafy st uz len
velkosti dva a jedna. Jednovrcholovy sa uz dalej nedeli a dvojvrcholovy sa rozdeli na
dva jednovrcholové. Predpokladame, Ze pre delenie mnozin s mohutnostou mensou ako
n plati veta. Dokdzeme, Ze potom musi platif aj pre mnozinu M mohutnosti n: Ak je n
parne, da sa mnozina rozdelif na dve mnoziny rovnakej mohutnosti, ktorych vrcholom
sa zvySné dimenzie poprideluju rovnako. Teda kazdy vrchol v jednej bude mat iny vr-
chol v druhej mnozine s ktorym sa bude liSit v prave jednej dimenzii a to v tej podla
ktorej sme M rozdelili. Ak n je neparne, vznikni dve mnoziny My, Ms. Obe z nich uz
podla IP spiﬁajﬁ tvrdenie vety. Rozdelia sa kazda na dve mnoziny, pricom z mnoziny
s parnou mohutnostou vznikni dve rovnako velké mnoziny Mi,,My5 a mnozina My
tejto velkosti vznikne aj z mnoziny s neparnou mohutnostou. Druhd mnozina My, 7
tejto mnoziny bude mat o prvok viac alebo menej. Prvé tri mnoziny sa uz budu delit
rovnako, teda viem povyberat trojice vrcholov, kazdy z inej mnoziny, ktoré budta mat
vo zvysnych dimenziach rovnaké sturadnice. Medzi dvomi vrcholmi z Myy,M;, ozna¢me

ich my1,m19, povedie hrana, lebo sa lisia prave v jednej dimenzii. Treti vrchol, ozna¢me



KAPITOLA 6. N-ROZMERNA KOCKA 43

ho ms; bude spojeny hranou s niektory z tych dvoch, pretoze pri druhom deleni jeden
z nich dostal rovnaku stradnicu ako on v dimenzii druhého delenia a teda sa lisia iba
v dimenzii prvého delenia mnoziny M. Ak je prvok ms; spojeny s prvkom z Mas, 0z-
na¢me ho mas, potom je moy spojeny aj s tym prvkom z dvojice mqq,mq2, s ktorym nie
je spojeny ma;. Prvok mgs neexistuje iba vtedy, ak |[Mao| < |May|. Ak [Mag| > | Mo
potom v My, maji vSetky vrcholy z My, izomorfny obraz a teda aj prislusna cast z
parnej mnoziny. Z horeuvedeného vyplyva, ze mensia mnozina z prvého delenia ma
obraz, izomorfny a spliiajici podmienky vety , vo vacsej mnozine vzniknutej z tohto

delenia a kedZe medzi vzorom a obrazom vedie hrana, veta plati. O

Teraz dokézeme, 7ze neexistuje podmnozina vrcholov hyperkocky, vnutri ktorej by
viedlo viac hréan, ako v nami predstavenej mnozine. Snahou je najst pre danti mohutnost
takd mnozinu vrcholov hyperkocky, z ktorej odchaddza najmensi pocet hran. Vtedy
totiz vedie najvacsi mozny pocet hran vnutri nej a agent ma potom k dispozicii viac

nepouzivanych znaciek.

Veta 5. Mazimdlny pocet hrdn, ktoré mézu viest v podgrafe hyperkocky indukovanom m

bodmi je dany postupnostou a,,, kde ay = 0;a9 = 1; a pre Vi < 2;a; = L%J +aji apg

Dékaz. V dokaze pouzijeme uplnt indukciu. Baza indukcie je ocividnd: hyperkocka
nema slucky a teda v jej jednovrcholovom indukovanom grafe nevedie hrana a hyper-
kocka nema nasobné hrany, teda v jej indukovanom dvojvrcholovom podgrafe moze
viest najviac jedna hrana. Predpokladame, ze pre vsetky cleny s indexom mensim ako
m plati, ze udavaji najvacsi mozny pocet hran v indukovanom podgrafe hyperkocky
zo vSetkych mnozin jej bodov, ktorych mohutnost je rovna indexu daného ¢lena pos-
tupnosti. dalej predpokladame, ze pre kazdého c¢lena postupnosti s mensim indexom
plati tvrdenie vety. Ukazeme, ze existuje indukovany podgraf hyperkocky s m bodmi
s najvyssim moznym poc¢tom hran G taky, ktory niektora dimenzia deli na polovice
G1 a (G, teda na mnoziny vrcholov, ktorych mohutnosti sa liSia najviac o jedna. To
vyplyva z toho, Ze neexistuje taky podgraf hyperkocky, ktory by delila inak a mal by
zaroven vyssi pocet hran. Nech taky podgraf GG> existuje. Potom ho vybrana dimenzia
deli na podgrafy s poc¢tom bodov a;, a;. KedZe si obe neprazdne, st mensie ako m a
teda pre ne plati indukény predpoklad. a; = 4] + aji+apiy aa; = 1]+ a3y +ag,
Bez ujmy na vsSeobecnosti, nech i < j. Aby sme zjednodusili indexovanie ozna¢me
Qij = @i3ari) = QiQpp = Gj1a Ay = G Je zrejmé, ze a;p — a; <= 1 a
ajo —aj; <= 1. Ak teda rozdelime G podla dimenzie, ktora ho deli na G a G, ich mo-
hutnosti buda bez ujmy na vseobecnosti a; + a;1; ajo + a;1. Z IP zaroven plati, Zze G, a
G maju aspon tak dobré rozdelenie ako na mnoziny velkosti a2, a;1 respektive ajo, a;i.

Pocet hrén, ktoré vedd vo podgrafe G- je teda a,, =i+ | 2] + L%J + a1 + aio +aji + ajo.
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Je zrejmé, ze mensia z mnozin na ktoré sa rozdeli G bude maft velkost |%| a v
tychto podmnozinach vedie aspon a; + a;o + L%J respektive aj; + a;2 + [%1 hran. Cize
am >= | 2] 4+ ain +ajp+ | 5] +aj +an + [4] Z toho si lahko ukdzeme, Ze @, >= .
U — Qe >= 2]+ [3] —i— [1] akedZe | 2] = |ZL] >= |L| + |1] potom plati,
7€ Uy — Q. >= 0. Tym sme dokéazali, Ze neexistuje lepsie rozdelenie podgrafu hyper-
kocky indukovaného m vrcholmi po dimenziach ako ked sa rozdeli na polovice. Lepsie
sa berie s ohladom na pocet hran, ktoré vedid medzi jednotlivymi mnozinami vrcholov

v kazdom uzle delenia. Z predoslych viet vyplyva, ze takéto rozdelenie mozné je. [

Lema 30. Zoberme jednu dimenziu a rozdelme body na dve mnoZiny, podla toho, ¢i v
nej maji 1 alebo 0. Platia dve veci: medzi tymito dvomi mnozZinamsi vedie najviac tolko
hran, kolko md mensia z nich vrcholov; v inych dimenzidch uz medzi tymito vrcholmi

hrany nevedii.

Dokaz. Prva vec vyplyva z toho, ze kazdy vrchol ma v jednej dimenzii najviac jednu
hranu (pri nekompletnej hyperkocke, pri kompletnej prave jednu). Druhd vyplyva z
toho, ze hrana spaja vrcholy, ktoré sa lisia prave v jednej stiradnici a vedie v dimenzii
tejto suradnice. Ak by mala viest medzi tymito dvomi mnozinami hrana v nejakej
inej sturadnici, musela by spajat vrcholy, ktoré sa lisia v najmenej dvoch sturadniciach
(v tej ktord rozdeluje vrcholy na dve mnoziny a v tej v ktorej vedie tato hrana), co

nemoze. O]

Uz sme nasli spésob, ako zostrojit mnozinu vrcholov hyperkocky, vnutri ktorej
povedie najvyssi mozny pocet hran. Teraz este ostava najst sposob, ako ju ma agent
vznikali portové hrany ¢o najskér od otvorenia ich prvého portu. Teraz si ukazeme
ako vyzera postupnost vrcholov medzi ktorymi vedie najvyssi mozny pocet hran a

zaroven to plati aj o kazdom jej prefixe, teda podpostupnosti z jej prvych k& prvkov.

Lema 31. Pre Vn,k : n < k plati, Ze existuje takd postupnost n vrcholov hyperkocky,
medzi ktorymi vedie najvuyssi mozny pocet hran, Ze medzi prvymi k vrcholmi tejto pos-

tupnosti vedie najvyssi mozny pocet hrdan.

Doékaz. Vetalf|a predoslé vety hovoria, ako vyzeraji mnoziny vrcholov, v ktorych vedie
najvyssi mozny pocet hran. Veta hovori o pocte hran, ktoré vedd medzi dvomi
mnozinami vrcholov rozdelenymi podla nejakej dimenzie. Veta [27| zas hovori, Ze mensia
mnozina ma vo vacsej izomorfny obraz, v ktorom ma kazdy vrchol mensej dvojice vo
vacsej susedny vrchol, s ktorym mé vSetky ostatné dimenzie rovnakeé.

Potrebujeme néjst takta postupnost prechadzania tejto mnoziny vrcholov agentom,

ze v kazdom momente bude medzi dovtedy prejdenou mnozina vrcholov najvyssi mozny
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pocet hran pre dani mnozinu vrcholov. Teda potrebujeme, aby prejdend mnozina
spliiala tvrdenie vety [28 a vety , teda aby sa dala rozdelit po dimenzidch na polovice
+/- 1 vrchol a pritom, aby medzi tymito polovicami viedol poc¢et hran rovny mohut-
nosti mensej z nich.

Majme mnozinu n vrcholov z vety [ teda v jej indukovanom grafe vedie najvyssi
mozny pocet hran. Ked ju delime podla vety 29, tak ziskame strom delenia. Pri kaz-
dom vetveni bola od vrchola v nom "odrezana” najviac jedna hrana; ak bol v mensej
mnozine, tak prave jedna. Ak je jedna mnozina vacsia, tak v nej existuje vrchol, ktory
nebol spojeny s vrcholom v mensej. My potrebujeme najst vrchol, po ktorého odobrati
ziskame opéaf mnozinu s najvyssim poc¢tom hran pre dani mohutnost.

Suradnice vrchola st presne urcené jeho polohou v strome delenia podla dimenzii,
kedze vo vete [29[sme urcili vSetky siradnice, na ktorych zalezi (tie ktoré nemaju vsetky
vrcholy rovnaké). Budeme tento vrchol hladat prechddzanim stromu delenia a cesty k
nemu urc¢ime jeho suradnice v relevantnych dimenziadch. Za¢neme na najvyssej urovni
a pojdeme vzdy po niektorej hrane nizsie. Vyberieme si vzdy vetvu s va¢Sou mnozinou,
ak budi obe mnoziny rovnaké, tak tu ktord ma v danej dimenzii stiradnicu 0. Tymto
sme jednoznacne urcili vyber vrchola.

Tvrdime, Ze po jeho odobrati bude mat mnozina vrcholov tento strom delenia
izomorfny so stromom delenia mnoziny danej mohutnosti s najvyssim moznym poc-
tom hran v indukovanom podgrafe.

Dve rovnako velké mnoziny maju rovnaky podstrom delenia podla dimenzii, ¢o
sme uz ukazali. Ked sa pozrieme na strom odvodenia po odobrati vybraného vrchola,
zistime, Ze nebola porusend veta [28) o rozdiele velkosti dvoch mnozin. KedZe st v
kazdom vetveni mnoziny bud rovnaké alebo je mensia ta s vrcholmi so stradnicou 0 v
danej dimenzii, zostava zachované priradenie siradnic z vety 29,

Nasli sme teda spbsob, ako urc¢it odzadu poradie prechadzania vrcholov agentom
tak, aby prejdena mnozina vrcholov obsahovala najvyssi mozny pocet hran v induko-
vanom podgrafe. Pre uplnost treba dokazat, Ze agent moze vrcholy v tomto poradi
navstivit. Teda, ze odobraty vrchol susedi s vrcholom, ktory bude odobraty najblizsie.

V pripade, Ze st obe mnoziny rovnako velké bude najprv odobraty prvok z mnoziny
so suradnicou 0, ¢im sa tdto mnozina zmensi a nasledne bude odobraty prvok z mnoziny
so suradnicou 1 v prvej dimenzii delenia. KedZe obe mnoziny maji rovnaka velkost
vyber stradnic vo zvysnych dimenzidch dopadne zhodne pre oba vrcholy. Lisia sa teda
prave len v suradnici prvej dimenzie a teda ich spaja hrana. Vyplyva to aj z toho, Ze
mensia mnozina ma izomorfny obraz vo vacse;j.

V pripade, Ze jedna mnozina vrcholov je vacsia, tak to nemusi nutne platit. Preto

urobime tupravu v postupe vyberu vrchola. Ako sme ukazali vo vete 7?7 substiticia
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sturadnic v niektorej dimenzii nemé vplyv na pocet hran vedtcich medzi vrcholmi danej
mnoziny, ak sa vymenia vsetky siradnice v danej dimenzii na opac¢né. Ak preklopime
suradnice vo vsetkych dimenziach, v ktorych ma odoberany vrchol suradnicu 1, tak
nasledujucim vybranym v takto substituovanych stradniciach bude jeho sused na na-
jnizsej urovni stromu.

Na konci mozeme spatne vypocitat skutocné suradnice vrcholov postupnosti. [

Dékaz. hlavnej vety [

Otéazkou ostava ako optimalna postupnost konstrukcie hyperkocky vyzera. Ked sa
na strom delenia pozrieme odspodu, uvidime, zZe agent vlastne prechadza vrcholy vzdy
vacsej a vacsej hyperkocky. Po skonstruovani kazdej hyperkocky zrkadlovo opakuje
svoje predoslé pohyby. Najprv vytvori jednorozmerni kocku podla dimenzie, podla
ktorej sa prvy raz deli mnozina vrcholov. Nasledne sa pohne v druhej dimenzii a tam
zopakuje konstrukciu jednorozmernej kocky. Vzniknu Styri vrcholy, ktoré maju hrany
len v dvoch dimenziach a siradnice v ostatnych dimenzidch maja rovnaké - 1. Teda
tvoria dvojrozmernt kocku. Ked sa pozrieme na strom delenia tak v kazdom vetveni
prida agent vrchol najprv do pravého a potom do lavého podstromu pre kazdy podstrom
- najprv so suradnicou 1 v danej dimenzii a potom so sturadnicou 0. Odzadu potom
odoberame najprv vrchol so suradnicou 0 (pri rovnosti mohutnosti mnozin na oboch
strandch) a potom so stradnicou 1.

Ukazali sme, ze vrchol s hyperkockou, do ktorej nepatri, spaja najviac jedna hrana.
Ideme zistit, kde v postupnosti konstrukcie n-rozmernej hyperkocky, optimdlnej na
pocet krokov a néasledne optimalnej na potrebu znaciek pre porty, potrebuje agent
najviac portov otvorenych sucasne. Teda zistif kde postupnost vrcholov z optimalnej
konstrukcie n-rozmernej hyperkocky rozdelit na dve casti tak, aby medzi nimi viedol
najvacsi pocet hran.

Kazd4 i-rozmernd hyperkocka sa dé rozdelit na dve (i-1)-rozmerné hyperkocky.
Medzi nimi vedie 2°~! hrdn v dimenzii, ktori ozna¢ime ako prva. Pokial toto nie je
maximum, nachadzaju sa maximé symetricky daleko odtialto v zaciatku aj konci pos-
tupnosti, pretoze postupnost je symetricka. Ak odhliadneme od hréan v prvej dimenzii
a rozdelime prvi (n-1)-rozmerntt hyperkocku opét v polovici, dostaneme rovnaky pri-
pad symetrie. Ked opéf zaratame hrany aj v prvej dimenzii, zistime, ze v prvej polovici
postupnosti lezi maximum v jej druhej polovici - teda druhej stvrtine celej postupnosti.
Vrcholy tejto stvrtiny spaja po jednej hrane v druhej dimenzii s prvou stvrtinou a po
jednej hrane v prvej dimenzii s trefou stvrtinou postupnosti. Pri konstrukcii Stvrtiny
postupnosti sa teda siicet hran v prvych doch dimenziach odchadzajucich z prefixu pos-
tupnosti a teda aj pocet im zodpovedajtcich portov nemeni. Na tieto mdézeme teda na

cas zabudnut a zuzit hladanie jedného z maxim na vrcholy druhej stvrtiny postupnosti,
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¢o je postupnost konstrukcie (n-2)-rozmernej hyperkocky, ¢im sme ziskali rekurzivny
sposob hladania maxima. Hran, na ktoré sme "zabudli'v prvej rekurzii je 27!,

Ak je n péarne skonc¢ime pri Styroch O-rozmernych hyperkockach, kde maximum
otvorenych portov sa bude dosahovat v prvom alebo druhom vrchole. Pri neparnom
n skonc¢ime pri 1-rozmernej hyperkocke, kde maximum bude v jej prvom vrchole, lebo
vtedy je otvoreny este aj port do druhého z jej vrcholov. Teda pre neparne n potrebuje

12

antl_g < e
agent =—— a pre parne n potrebuje =—5—=

5— znaciek pre porty. O

6.2 2-rozmerna kocka

Jednorozmerna kocka mé len jednu hranu, ktoré je zaroven sicastou kazdej jej kostry.
Jej konstrukcia je v nasom modely trividlna a stoji jednu operaciu - vytvorenie novej
hrany s vrcholom na konci z pociatocného vrchola.

Dvojrozmerné kocka je najmensia kocka, pri konstrukeii ktorej agent vytvori por-
tovi hranu. Je to elementarny pripad. Agentovi staci jedna portova znacka a vykonat
tri kroky pohyby - operacie NH. Port otvori v po¢iatoénom a poslednom vrchole, ¢im

vznikne posledna potrebna hrana.

6.3 3-rozmerna kocka

6.3.1 1 znacka

Pri pouziti jednej znacky pre porty vie agent trojrozmerni kocku zostrojit na 15 krokov:
OP, NH, NH, NH, OP, OP, S1, NH, NH, OP, OP, S2, S2, NH, OP, OP, S1, S1, NH,
OP, OP, S1, S2, S3, OP. Na menej to nie je mozné. Agent potrebuje skonstruovat 5
mimokostrovych hran a na kazdu potrebuje aspon 3 kroky - pohyby medzi otvorenim

jej prvého a druhého portu.

6.3.2 2 znacky

Veta 6. Trojrozmerni kocku pri pouZiti dvoch znaciek na porty dokazZe agent zostrojit

na 11 pohybov a menej sa nedd.

Dokaz. Operacie agenta: OP1, NH, NH, OP2, NH, OP1, NH, OP1, NH, OP2, NH, OP2,
NH, OP1, OP1, S1, S1, S2, OP1, S1, OP2 Na menej sa neda, pretoze porty treba otvorit
medzi dvojicou vrcholov lisiacich sa v prave jednej siradnici. Teda medzi otvorenim
portov jednej hrany potrebuje agent aspon dve preklopenia na rovnakej siradnici a
jedno na inej. Vie vyuzit najviac jedno preklopenie, ktoré nastalo pri konstrukcii pre-

doslej hrany (pretoze na dvojici stiradnic ktoré preklapal uz existuje pre vrchol v ktorom
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sa nachadza dvojrozmernd kocka - prave ju vytvoril), ¢ize na konstrukciu hrany potre-
buje najmenej dva dalsie pohyby. Na konstrukciu prvej hrany potrebuje tri pohyby.
3+2x8=11 O

6.3.3 3 znacky

Veta 7. Trojrozmerni kocku agent za pouZitia troch portovych znaciek zostroji na 9

pohybov. Na menej sa nedd.

Dokaz. Operacie agenta: OP1, OP3, NH, NH, OP2, NH, OP1, NH, OP1, NH, OP2,
NH, OP2, NH, OP1, OP3, S3(7), S1, OP2 S pouzitim mensicho mnozstva pohybov to
agent urobif nemoze. Kym vznikne prva portova hrana - znacka sa uvolni na dalsie
pouzitie,vytvori agent tri nové vrcholy. Teda je vo Stvrtom vrchole. Sucet stupnov
predoslych troch je devét, z ¢oho pat zabert nové hrany. To znamena, ze do jedného
z tychto vrcholov sa agent bude musief vratif otvorit port alebo z neho vytvorit nova
hranu. Keby tento vrchol bol treti podla vzniku, tak sa don agent moze vratif na jeden
tah. Tu mézu nastat dve moznosti: p6jde tam otvorit port alebo vytvorif novi hranu.
Ak otvorif port, bude mu chybat znacka na Stvrtom vrchole podla vzniku a bude sa
musiet vratit aj do neho. Ak otvori port s novouvolnenou znackou na stvrtom vrchole a
z tretieho urobi NH. Ocitne sa vo vrchole v ktorom nemdze otvorit port, lebo sa nelisi
v prave jednej suradnici od Ziadneho z vrcholov v ktorych si porty pootvarané. Teda v
oboch pripadoch potrebujem dalsie dva pohyby, ktoré nie st operaciou NH. Ak sa agent
nevrati hned do vrchola, v ktorom neotvoril port, bude musiet prejst do niektorého z
jeho dvoch susedov (lebo z nich uz odisiel a z iného vrchola sa tam nedostane). To
st dva pohyby okrem operacii NH. Pocet operacii NH je konstantny pre dany graf a
rovna sa poctu hran kostry. V tomto pripade je to sedem. Teda agent vybaveny tromi
roznymi znackami na porty potrebuje aspon devéit krokov na konstrukciu trojrozmerne;j
kocky:. [

6.3.4 4 znacky

Veta 8. 4 rozne znacky pre porty agentovi na konstrukciu trojrozmernej kocky stacia.

Dokaz. OP1, OP2, NH, OP3, NH, OP4, NH, OP1, NH, OP1, NH, OP4, NH, OP3,
NH, OP2, OP1 Agent vykona sedem pohybov pri konstrukcii kostry, ¢o je nevyhnutné.

Pridanie dalsich znaciek uz teda ni¢ nevylepsi. O
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6.4 4-rozmerna kocka

1 znacka Ak ma agent skonsStruovat portové hrany pouzitim troch pohybov na hranu
a ziadne dalsie pohyby, tak musi vo vrchole, kam otvorenim portu vznikne nova portova
hrana, otvorif port znovu, inak by musel vykonat krok navyse. Portové hrany teda
musia tvorit suvisly tah.

Vsetkych hran v stvorrozmernej kocke je 32, pricom kostrovych je 15. Portovych
hréan je teda 17. Sled portovych hran sa nemdze pretinat, pretoze nemoze existovat
vrchol do ktorého nevedie kostrova hrana a kazdy vrchol ma stupen 4. Kedze stupen
vrcholov je parny, kostra z hran vzniknutych operaciou NH musi byt taka, aby dva z
nich mali neparny stupen a zvysné parny; teda aby tvorila cestu po vsetkych vrcholoch
v grafe. Co je nutna podmienka zostrojenia jediného tahu zo vSetkych zvysnjch hran -
portovych hran. Kostra méa aspon dva listy a stupen listov je neparny. Ak teda kostra
nemd maft vacsi pocet listov, musia mat zvysné vrcholy stupen dva. Kostra je teda tiez
cesta. Ukazeme, Ze je mozné zostrojif stvorrozmernu kocku na 3 % 17 = 51 pohybov s

jedinou znackou pre porty.

Veta 9. Exzxistuje konstrukcia Stvorrozmernej kocky, pri ktorej agent vykond 51 krokov

a pouZije tri rozne znacky pre porty.

Dokaz. Aby sme skratili zapis, oznacime dimenzie - rozmery prirodzenymi ¢islami od
1 po 4 a uvedieme len v ktorej dimenzii agent preklopil stiradnicu svojej polohy pri
pohybe. Pre lepsiu prehladnost zoskupime zmeny dimenzii tykajice sa konstrukcie
rovnakej hrany do zatvoriek po troch: (121), (343), (121), (242), (434), (323), (212),
(131), (141), (414), (313), (323), (212), (232), (141), (131), (343).

Cize postupnost operacii by vyzerala takto: OP, 3 x NH, OP, OP, 3 x NH, OP,
OP, 3 x NH, OP, OP, S2, S2, S2, OP, OP, S2, NH, NH, OP, OP, ... [

6.5 Konstrukcie kociek vyssich rozmerov

Ako sme uz spominali, z postupnosti konstrukcie hyperkocky na jednu navstevu v
kazdom vrchole - oznac¢me ju P, vieme odvodit pravidla aj pre efektivnu konstrukciu
hyperkocky v pripadoch, ked treba niektory vrchol navstivit viackrat ako raz. Tato
postupnost totiz urcuje aj to, kolko krokov musi agent vykonat na to, aby vytvoril
dany pocet portovych hran. Jedna z moznosti pre agenta je opakovane prechadzat tito
postupnost a otvorif port v pripade, ze ma volni znacku az kym nebudt vsetky portové
hrany skonstruované. Ako vSak ukazuju konstrukcie hyperkociek malych rozmerov, nie

je to vzdy optimalne rieSenie.
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Limitujiacim faktorom je pre agenta mohutnost mnoziny znaciek, ktori ma k dis-
pozicii. Pre nu nasledne hlada ¢o najkratsiu postupnost R prechadzania vrcholov a
otvarania portov pri konstrukcii danej hyperkocky. Postupnost P je optimalna, teda
nie je mozné na k krokov zostrojit viac portovych hran ako je medzi prvymi k vrcholmi
postupnosti P. Ziadny suvisly tsek postupnosti R preto nemoze obsahovat vrcholy s
Vacsim poctom hran medzi nimi, ako obsahuje prefix postupnosti P danej diiky. Mohut-
nost mnoziny znaciek tiez urcuje, kolko moze vzniknit hran v postupnosti R na danom
useku. Ona limituje pocet portov, ktoré mozu byt otvorené naraz, teda aj to ako dlhy
prefix postupnosti P sa moze v postupnosti R opakovat. Ten je dany maximom naraz
otvorenych portov. Toto maximum moéze byt nanajvys rovné poctu znaciek, ktoré ma

agent k dispozicii.

Dalsim délezitym prvkom na postupnosti P je ¢as po kolkych krokoch sa uvolfuji
znacky portov na dalsie pouzitie. Vo vrcholoch, ktoré st pred poslednym maximom
potrebného poctu znaciek ich agent musi mat k dispozicii, ale po nom ich moze pouzit
na konstrukciu hran, ktoré uz nepatria danému prefixu postupnosti P. Takto sa mozu
napajat Dalsie postupnosti, ktoré si optimélne na poc¢et hran medzi ich vrcholmi. Prik-
ladom je konstrukcia trojrozmernej kocky s dvomi znackami pre porty. Kde sa na seba
napajali patvrcholové tseky postupnosti P s dvomi vnitornymi hranami.

Aby vytvoril prvé dve portové hrany, musel agent prejst aspon péft vrcholov. Po
troch krokoch sa mu uvolnila znacka a pri ceste do piateho vrchola ju mohol opat
pouzit v tretom alebo stvrtom vrchole. Tym zacal konstruovat dalsiu postupnost s
dvomi vnatornymi hranami v case, ked este dokoncoval prvia. Aj od otvorenia druhého
portu v tejto konstrukeii vieme néajst dalsiu patvrcholovi postupnost s dvomi hranami.
Tymto spoésobom sa mozu rozne prekryvat, nikdy vsak nemdze byt postupnost s vac¢sim

po¢tom vnitornych portovych hran ako prefix postupnosti P rovnakej dlzky.



Zaver

V nasej praci sme navrhli a skimali novy model konstrukcie grafov. V navrhnutom
modely zacina agent v pociatocnom vrchole a vykonanim konecnej postupnosti op-
eracii konstruuje dany graf. Operacie vykonava agent sekvencne. V kazdom momente
konstrukcie moze agent vykonaf jednu z tychto troch operacii: presun po hrane do
susedného vrchola, konstrukcia novej hrany s vrcholom na konci, otvorenie portu s
danou znackou. Pocet znaciek portov, ktoré ma agent k dispozicii je obmedzeny. Medzi
dvomi naraz otvorenymi portami s rovnakymi znackami vznika okamzite hrana.

V nasej praci sme hladali vSeobecné pravidla konstrukcie grafov v nasom modely.
Nasledne sme sa zamerali na hladanie efektivnej konstrukcie vybranych tried grafov.
Skumali sme hyperkocky, ktoré su v praxi casto pouzivanymi grafmi pre svoje zaujimavé
vlastnosti. Tiez sme skimali mriezku rozmeru n x m (P, x P,,) a cyklicki mriezku
rozmeru n X m (C, x Cp,). Konstrukciu sme optimalizovali na pocet zmien polohy
agenta - pocet krokov v grafe. Skiimali sme dolné a horné hranice poc¢tu krokov pri
ur¢enom pocte znaciek portov, ktoré mohol agent pouzit. Vo vacsine pripadov sme sa
zamerali na hladanie optima.

Pri vSetkych troch vybranych triedach grafov sme urcili optimélny pocet znaciek
portov, ktoré agent potrebuje, aby mu stacila jedna navsteva kazdého vrcholu. V nasom
modely musi agent navstivit kazdy vrchol aspon raz.

Dalej sme hladali hranice po¢tu krokov, ktoré agent pri tychto grafoch potrebuje
v pripade, ze ma k dispozicii len jednu znacku pre porty. Prva spodnd hranica sa da
urcit pomerne Tahko - na kazda hranu vytvoreni otvorenim portov potrebuje agent
aspoti tolko krokov, ako je dizka najmensieho cyklu v grafe, ktory tito hranu obsahuje.
Thato hranicu sa nam podarilo posunuf pri mriezke aj pri cyklickej mriezke. Pri mriezke
sme vyslovili hypotézu, ktora postuva tito hranicu linearne avsak nepodarilo sa nam ju
uplne dokazaf.

Na hyperkockdah sme hladali optimé poctu krokov pri rozne velkych mnozinach
portovych znaciek pre konstrukciu malych pripadov. Pri konstrukcii hyperkocky na
jednu navstevu kazdého vrchola sme nasli postupnost navstevy, ktora je optimélna a

rekurzivna. Na jej zdklade sme ukazali niekolko pravidiel pre pocty krokov potrebné
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na konstrukciu hyperkocky s nizsim poc¢tom znaciek portov, ako je pocet potrebny na
konstrukciu s jedinou navstevou v kazdom vrchole.

Nasledujuci vyskum na nasom modely by sa mohol venovat najmé lepsiemu defi-
novaniu dolnych hranic pri konstrukcii mriezky a cyklickej mriezky s jedinou znackou
pre porty. Dalej by mohli nasledovat vysledky o vztahu minimalneho po¢tu krokov na
konstrukciu hyperkocky a velkosti mnoziny znaciek portov.

Oblastou, ktorej sme sa vobec nevenovali a mohla by byt zaujimava, je pamétova
naroc¢nost jednotlivych algoritmov konstrukcie. Uzitoénym by mal byt vyskum pouzitia
tohto modelu na riesenie dudlnych problémov k prehladavaniu i jeho vztah ku grafovym

gramatikdm a moznosti vzajomnej simulacie.
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