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Abstrakt

Skumali sme moderné regularne vyrazy Specifikované v jazyku Python z hladiska
teorie formalnych jazykov. Nové konstrukcie rozsirujuce klasické reguldrne vyrazy
st spétné referencie, pozitivny a negativny lookaround. Praca navazuje na vysledky
o spatnych referenciach a pozitivnhom lookarounde a doplnuje vysledky do hierarchie
tried regexov nad rdoznymi mnozinami operécii, ako napriklad neporovnatelnost
s bezkontextovymi jazykmi. Dalej ukazujeme, 7ze uzavretost triedy s pozitivnym
lookaroundom na zrefazenie nie je trividlne a dokazali sme vlastnosti negativneho
lookaroundu podobné ako pri pozitivnej verzii. V oblasti priestorovej zlozitosti sme
zistili, Ze regexy s pozitivnym lookaroundom potrebuju priestor NSPACE(logn) a s
pridanym negativnym lookaroundom dosiahneme DSPACE(log®n). Pokial na vstup
dostavame zaroven regex aj slovo, zlozitost pre triedu s pozitivnym lookaroundom
je NSPACE(nlogn) a vysledok DSPACE(nlog?n) plati iba ak je zarucené kon-
Stantnd hibka vnorenia lookaroundov. K dékazom sme zaviedli novy formalny model

s konfiguraciami a krokom vypoctu inSpirovany Turingovym strojom.

Klicové slova: regex, spétné referencie, pozitivny a mnegativny lookaround,

lookahead, lookbehind, priestorova zlozitost



Abstract

We study modern regular expressions specified in programming language Python as
formal model in theory of formal languages. New constructions extending basic regular
languages are backreference, positive and negative lookaround. There are already
known results about backreference and positive lookaround. We fill in the hierarchy
of classes of regexes over different sets of operations with new results, e.g. incompa-
rability with context-free languages. We show that closure under concatenation of
class of regexes with positive lookaround is not trivial. Then we prove properties of
negative lookaround similar to results about the positive version. In the field of space
complexity we show that regex with positive lookaround needs NSPACE(logn) and
with added negative lookaround there is needed DSPACE(log®n). If we get on input
together regex and word, for class with positive lookaround we show space complexity
NSPACE(nlogn) and result DSPACE(nlog®n) holds only if we can assure that
there is only constant depth of nested lookarounds. For proving last few results we
defined new formal model with configurations and step of computation inspired by

Turing machine.

Key words: regex, backreference, positive and negative lookaround, lookahead,

lookbehind, space complexity
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Uvod

Regularne vyrazy vznikli v 60-tych rokoch 20. storocia a ukéazalo sa, ze st dalSim
modelom na vyjadrenie regularnych jazykov. Vdaka ich jednoduchosti boli implemen-
tované ako nastroj na vyhladavanie v textovom editore a neskor pribudli aj do prog-
ramovacich jazykov. S postupom casu, ako sa produkty vyvijali, do vyrazov pribudali
konstrukcie, ktoré prax povazovala za uzitocné. Teraz tento model vraciame naspét do
teorie formalnych jazykov pod nadzvom moderné regularne vyrazy alebo aj regexy.

Vécsina novych operacii umoznuje kratsi zapis niektorych regexov, ale novi funkcio-
nalitu neprinasa, pretoze ich vieme rozpisat pomocou klasickych regularnych vyrazov.
Nové jazyky vieme zapisat vdaka zopar zlozitejsim konstrukciam, menovite st to spatné
referencie, pozitivny a negativny lookaround.

Koncept spatnych referencii uz bol skiimany, v praci sa odvolavame na viaceré ¢lanky.
My sme sa zamerali na operacie pozitivny a negativny lookaround, o ktorych sme
doposial vysledky nenasli. Touto témou sme sa zacali zaoberat v bakalarskej praci
[T613], kde sa ukézalo, ze model so spatnymi referenciami rozsiruji. Doraz bol kladeny
na pozitivny lookahead a lookbehind, stidium vlastnosti tychto operacii a vlastnosti a
zaradenia rozsirenej triedy regexov.

V tejto praci doplnime vysledky o negativhom lookarounde, doplnime hierarchiu
tried regexov o nové vysledky a definujeme novy formalny model pre moderné regularne
vyrazy. Budeme sa venovat aj novej oblasti — priestorovej zlozitosti. V tomto smere sa
priblizime praxi tym, ze zistime, kolko pamaéte treba, ak dostavame na vstup zaroven

regex aj slovo.



Pouzité pojmy a skratky

€ — prazdne slovo

N, Ny — prirodzené ¢isla (bez nuly, s nulou)

LyLo, — zretazenie jazykov Ly a Lo

L* — Kleencho iterdcia (L* = UX, LY kde L° = {e}, L' = L a L' = ')
R — trieda regularnych jazykov

Zor — trieda bezkontextovych jazykov

ZLcs — trieda kontextovych jazykov

DKA/NKA - deterministicky/nedeterministicky kone¢ny automat

LBA — linearne ohrani¢eny Turingov stroj

TS — Turingov stroj

matchovat — ked regex a matchuje slovo w (vyhlasi zhodu), znamena to, ze w € L(«)
lookaround — spoloc¢ny nazov pre lookahead a lookbehind

Regex — regexy nad mnozinou operacii, ktorymi vieme popisat iba regularne jazyky

(zékladna definicia)
Eregexr — Regex so spatnymi referenciami
LFEregex — Eregex s operaciami lookahead a lookbehind
nLFEregexr — LEregex s operaciami negativny lookahead a negativny lookbehind
ZLrEe — trieda jazykov nad Regex, ekvivalentnd R
ZLrre — trieda jazykov nad Eregex
Z1ere — trieda jazykov nad LEregex

%, LerE — trieda jazykov nad nLEregex



1 Uvod do sucasneho stavu

problematiky

Myslienka regularnych vyrazov bola prvykrat spomenuta v teérii formalnych jazykov
a automatov ako iny sposob popisu regularnych jazykov. Vtedy pozostavali z opera-
cii zjednotenia, zretazenia a Kleeneho uzaveru. Z takéhoto zapisu bolo lahsie vidiet,
o aky jazyk ide, nez z konecnych automatov alebo regularnych gramatik. Vdaka jed-
noduchosti boli implementované ako nastroj na vyhladavanie slov zo Specifikovaného
racie. Niektoré boli len skratkou k tomu, ¢o sa uz dalo zapisat — umoznili zapisat to
isté, ale menej znakmi — ostatné otvarali dvere k popisu dovtedy nedosiahnutelnych
jazykov.

Zmes tychto operacii nazyvame moderné regularne vyrazy alebo regexy. Tento model
opét vraciame do tedrie jazykov a skiimame jeho vlastnosti, zaradenie v . Chomského

hierarchii a zloZitost.

1.1 Zakladné definicie

Kazdy regularny vyraz sa sklada zo znakov a metaznakov. Znak je regularny vyraz
reprezentujici sam seba, teda L(a) = {a}. Metaznaky popisuji operaciu nad regulér-
nymi vyrazmi. Ak potrebujeme pouzit metaznak ako znak, staci pred neho dat \, teda
L(\z) = {z}. Ak metaznak vyzaduje vstup, je nim posledny znak/metaznak/uzatvor-
kovany vyraz nalavo od neho.

Nech «, 3 st regexy. Zakladné operacie su:

e zretazenie (a)(3)

e alternicia («a)|(B)



1.1. ZAKLADNE DEFINICIE KAPITOLA 1. SUCASNY STAV PROBLEMATIKY

e Kleeneho uzaver ()

Plati L((a)(8)) = L(@)L(8), L((@)|(8)) = L(a) U L(8) a L((a)*) = L(a)".

Aby sme Specifikovali pole posobnosti operécii, pouzivame v regularnych vyrazoch
okrtihle zatvorky (). Je mozné ich vynechat, potom sa operdcie budu vyhodnocovat
podla priorit — tie uvedieme po definovani vSetkych operacii.

Regularny vyraz je vykonavany zlava doprava. Ked sa dostaneme na koniec vyrazu
aj slova (za posledny znak), hovorime, Ze vyraz matchujd| (z angl. match — zhoda)
slovo, vyraz vyhovuje slovu, alebo slovo vyhovuje vyrazu.

Jazyk vyhovujici regexu « je mnozina slov matchovanych tymto regexom. Hovorime

aj, ze regex generuje tento jazyk.

1.1.1 Nové konstrukcie

Najprv si uvedieme konstrukcie, ktoré su len ,kozmetickou tupravou” zakladnych
regularnych vyrazov. Vsetky sa daju zapisat pomocou zakladnych operacii, ale novy
zapis je strucnejsi a prehladnejsi. Pre formalnejsiu definiciu starsich aj novsich operacii

odporicame siahnut po [T613].

e + —opakuj 1 alebo viackrat: (a)+ = a(a)*

o {} —zlozené zatvorky si pouzivané ako {n,m} (opakuj aspon n a najviac m-krat)

a {n} = {n,n} (opakuj n-krat)

[ | — predstavuje lubovolny znak, z tych, ktoré méa vnitri zapisané. Vieme pouzit
aj intervaly, napr. a—z, A—7Z, 0-9, ... a kombinovat ich. Vsetky metaznaky vnutri

[ | sa povazuji za normélne znaky.

[ | — predstavuje Tubovolny znak, ktory nepatri medzi zapisané. Ostatné ako [ |.

e 7 — ak samostatne: opakuj 0 alebo 1-krat
ak za operaciou: namiesto greedy implementacie pouzi minimalistick1, t.j. zober

¢o najmenej znakov (plati pre *, 4,7, {n,m})ﬂ

Preklad ,regex sa zhoduje so slovom” nevyjadruje presne to, ¢o je vyjadrené v angli¢tine. Znie to,
akoby regex bol to isté, ¢o slovo. Preto sme sa rozhodli zostat pri slove match a slovese matchovat.
2Vsetky spomenuté operacie berti vietky znaky, ¢o mozu, a na ich implementéciu bol pouZity greedy

algoritmus.
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e . — predstavuje lubovolny znak
e = — metaznak oznacujuci zaciatok slova

e $§ — metaznak oznacujuci koniec slova

Okrem operacii oznacenych metaznakmi vznikli aj zlozitejsie operécie, na popis kto-
rych treba dlhsie konstrukcie. V prvom rade sa zaviedlo ¢islovanie okriihlych zatvo-
riek. Cisluje sa zlava doprava podla poradia Iavej (otvaracej) zatvorky, ale konstrukcie
tvaru (7...) sa vynechavaji. Toto ¢islovanie sa deje automaticky pri kazdom mat-
chovani, teda uz pri pisani vyrazu ho mozeme vyuzivat. PopiSme si teraz zlozitejsie

operacie:

e komentar ozn. (?#text komentaru) — klasicky komentér, uréeny ¢itatelom kodu;

nemé vplyv na vyraz, pri matchovani sa ignoruje

e spitné referencie ozn. \k, k € IN — mdze sa nachadzat na lubovolnom mieste vo
vyraze ZA k-tou pravou (zatvaracou) zatvorkou. Odkazuje sa na k-te zatvorky a
presny vyznam sa urcuje az pri hladani zhody na konkrétnom vstupe. Algoritmus
si zapaméta aké podslovo zo vstupu matchoval vyraz vnutri k-tych zatvoriek a
presne toto podslovo matchuje konstrukcia , ked dalej vo vyraze narazi na \k.
Poc¢as matchovania moézu k-te zatvorky matchovat viackrat. V. momente, ked
ideme vykonévat \k si vyberdme doteraz posledné z nich.

Ukazeme si to na priklade, ako regex o (5)v\kd matchuje slovo w:

k k
Wi Wi
—— ——
W=x1...Li-1%4.-.Tj1Tj...T1-1L[-.-Tm;m—1TLm ---Tp
a k §
(8) ! )

ko k

musi platit wy, = x;...2;_1 = 2;... 2,1 a zaroven wy, je posledné matchované

podslovo k-tych zatvoriek v momente, ked sme narazili na konstrukciu \ k.
Predpokladame, ze ¢islo k je zapisané znakmi z inej abecedy ako zvysok regexu

~ t.j. je jednoznacne urcitelné, kde konéi zépis kfJ

3V implementovanych regexoch vieme deterministicky uréit, kde konéi &islo k — st povolené maxi-
maélne trojciferné ¢isla. My chceme vseobecnej$i model, bez obmedzeni na velkost k, a prave preto
je tento predpoklad opravneny. Zaroven si to mozeme dovolit, lebo ak mame k zapisané ako ¢islo
v desiatkovej sustave, v teorii je jednoduché zasubstituovat hladany jazyk tak, aby neobsahoval

znaky 0,...,9. Viac informécii o obmedzeniach regexov v praxi ndjdete v [T613, kapitola Prax].
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e lookahead — nazeranie dopredu.

— pozitivny ozn. (?=a), kde « je nejaky moderny reguliarny vyraz

V momente, ked na lookahead narazime, zapamatame si aktualnu poziciu
v slove. Od tejto pozicie zacneme hladat zhodu s vyrazom «. Akondhle «
vyhlasi zhodu (nemusi ani docitat slovo do konca), vratime sa naspét na
zapamatané miesto a odtial pokracujeme v slove vykonavanim regexu za
lookaheadom — akokeby tam lookahead nikdy nebol. Inak povedané look-
ahead neberie pismenka zo vstupu — lebo sa vratime na miesto, kde sme
zacali — a na nejakom mieste vypoctu predstavuje podmienku, ktora musi
byt splnend — robi akysi prienik. Ak nendjde zhodu na ziadnom prefixe
od zapamataného miesta, znamena to nezhodu pre cely regex — ak sa da,
musime sa vo vypocte vratit naspat a vyskisat ini moznost predoslych
operacii[] Pokial chceme, aby lookahead slovo docital do konca, pouZijeme
metaznak $, ktory matchuje koniec slova.

Uké&zme si priebeh matchovania regexom «(?=/3)v na slove w. Vidime, ze

[ a v zacinaji na rovnakom mieste v slove.

B
— ¢ N
W=xy...Li-1Tj---TjTjq1...Tp

a b
— negativny ozn. (7! a), kde « je nejaky moderny reguldrny vyraz
Nesmie najst slovo z jazyka L(«). Postup je ako pri lookaheade, ale konéi

uspesne len ak by lookahead zamietol.
e lookbehind - nazeranie dozadu.

— pozitivny ozn. (7<=«), kde «a je nejaky moderny regularny vyraz
Hlad4 slovo z L(«) nalavo od aktudlneho miesta v slove (musi konéif na
susediacom policku vlavo od aktudlnej pozicie v slove). Opét nie je uréena
hranica slova, moze zacinat kdekolvek, ak nie je vynuteny zaciatok slova
znakom .
Ak by sme chceli deterministicky algoritmus, vyzeral by nasledovne: od-
teraz do konca vykonavania lookbehindu bude na pozicii, na ktorej v slove

sme, Specidlny znak pre koniec slova — endmarker (nie $). Najprv vyskasame

4V praxi je lookahead atomicka operécia, ale my opit chceme model v plnej sile.
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1 susedny symbol nalavo, ¢i patri do jazyka. Ak nie, skisime citat o jeden
znak viac (2 symboly nalavo), ked neuspejeme, opat posunieme pomyselny
zaciatok slova dolava. Ak akceptujeme, méze to byt len na endmarkeri. Ak
sme neakceptovali a zaciatok slova nejde viac posunit, zamietneme.

Opét to bude dobre vidiet na priklade, vypocet regexu a(?<=[)~ na slove

w. Podslova «, § koncia na tej istej pozicii.

B
—
W=T1...0i-1T;...TjTjqy1...Tp

a v
— negativny ozn. (7<! «), kde « je nejaky moderny reguldrny vyraz
Hlada ako pozitivny lookbehind, ale akceptuje, len ak neexistuje slovo

z jazyka L(a) vyskytujice sa nalavo od aktudlnej pozicie.

Pre posledné 2 operacie zostaneme pri ich anglickych nazvoch, pretoze st struc¢nej-
Sie a zvucnejsie. Existuje pre ne aj spolo¢ny nazov lookaround, takisto s privlastkom
pozitivny /negativny, ak myslime iba ich pozitivne/negativne verzie. Bude nasim zvy-
kom ponechavat pozitivny lookaround/lookahead/lookbehind bez privlastku. Pokial
budeme myslief negativnu verziu alebo to nebude z kontextu jasné, explicitne to napi-

Seme.

Moderné regularne vyrazy sa skladaji z konecného poc¢tu znakov, meta-

znakov a zlozitejsich operacii.

Checeli by sme c¢itatela upozornit na kombinacie operacii a ich spravanie, ktoré ne-
musia byt z modelu zrejmé:

Spdtné referencie a pozitivny lookaround — Je zakazané odkazovat sa na konstrukcie
typu (?7...), ¢o spliia lookaround. Aviak vnitri lookaroundu je regex, ktorého sucastou
mozu byt aj zatvorky. Tieto zatvorky su ¢islované a je povolené sa na ne odkazovat.

Spdatné referencie a negativny lookaround — Ak negativny lookaround uspeje, on ani
zatvorky v jeho vnitri nematchuju ziadne podslovo. Preto nema zmysel sa na ne odka-
zovat a ani to nie je dovolené. Avsak pokial sa nachadzame vo vypocte niekde v regexe
vnutri negativneho lookaroundu, ten ma povolené pouzivat spatné referencie, takze

v tomto momente je mozné sa odkazovat na tieto vnutorné zatvorky a takisto je mozné
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odkazovat sa na zatvorky mimo negativneho lookaroundu, v regexe nalavo od neho
(t.j. také, Co uz matchovali). Vseobecne povedané pre niekolko vnorenych negativnych
lookaroundov: v danom momente vypoctu je mozné odkazovat sa na vSetky zatvorky
hlavného regexu (nenachadza sa vnutri negativneho lookaroundu) a vsetky zatvorky
obsiahnuté v negativnych lookaroundoch, v ktorych sme vnoreni (t.j. ktoré st v tomto
momente vypoctu aktivne). Stale plati, ze tieto zatvorky sa musia nachadzat v regexe
nalavo od nés.

Poz.,neg. lookaround a * — Je zakdzané obalovat samotny lookaround do zatvoriek
(to reprezentuje iba prazdne slovo) a tiez nie je dovolené uplatiiovat nan operaciu * —
nema to zmysel, pretoze pokial lookaround uspel, uspeje Iubovolne velakrat, lebo jeho
vypocet sa bude spustat stale z toho istého miesta v slove. M6ze vsak byt skonstruovany
regex, ktory bude obsahovat lookaround (myslime Iubovolni zo 4 operécii). Tento regex
bude obaleny zatvorkami, na ktoré je uplatnena operécia . Predstavme si, ze % sposobi
niekolko iteracii. Potom lookaround bude podla definicie spustany kazdu iteraciu spolu
s celym tymto regexom. Bez tjmy na vseobecnosti, nech je to pozitivny lookahead.
Teraz si predstavme, ze obsahuje $ tak, Ze zakazdym je niteny matchovat slovo az
do konca. Uvedomme si, zZe toto zac¢ina byt pomerne silnou podmienkou — v kazdej
iteracii pozitivny lookahead musi matchovat zvysok slova na vstupe, teda nejaky jeho

sufix. Takato konstrukcia uz je na predstavu pomerne naroc¢na.

Priotity operacii

Ako sme uz spominali, pre korektné matchovanie regexom potrebujeme vedief pri-
ority operacii. Zaroven nam to umozni niekedy vynechat zatvorky a regex tak bude
prehladne;jsi.

Nové konstrukcie lookahead a lookbehind nebert zo slova ziadne pismenkéa. Mézeme
si ich predstavit ako overenie nejakej podmienky, je to taka odbocka od vypoctu. Preto
nemd zmysel na ne aplikovat operécie ako *, 4+, 7, {}, | a teda taky regex nebude validny.
Je mozné ich uzavriet do dalsich lookaroundov, je mozné sa odkazovat na zatvorky,
ktoré maju vnutri (iba ak sa jednd o pozitivny lookaround, odkazovat sa dovnitra
negativnejho lookaroundu nemé zmysel). Pokial vSak aplikujeme operdciu na nejaky
regex obsahujuci lookaround, prirodzene je lookaround vykonany zakazdym, ked nan

pride rad.
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Niektoré operdcie sa spravaju ako znak — [|, [T ], ., 7, $, \k — teda je s nimi
mozné nardbat ako s obycajnym znakom (okrem “a $, tieto nemd zmysel iterovat
(napr. $x) — existuje vzdy prave 1 zaciatok a 1 koniec slova). Ostatné kombinuju znaky

s nasledovnymi prioritami:

priorita || najvyssia najnizsia

operéacia () x + 7 {} | zretazenie |

Mame velkd mnozinu operacii a budeme chciet rozliSovat regexy pouzivajice rézne
operacie. Preto si zavedieme triedy regexov nad konkrétnymi mnozinami operacii. Re-
gex 7z takejto triedy bude obsahovat iba operéacie z povolenej mnoziny, v Tubovolnom
pocte (stale vsak plati, Ze regex je konecnej diiky). Mnoziny regexov Regex, Erege
LFEregex, nLEreger sa lisia o pridané operacie, triedy jazykov nad tymito mnozinami
sU Lre, LErE, L1LERE, ZarerE- Definiciu mnozin a tried ndjdete na strane s pojmami

a skratkami.

1.2 Vlastnosti a sila modernych regularnych vyrazov

Ked sme hladali ¢lanky o modernych regularnych vyrazoch, nasli sme vysledky pre-
vazne o regularnych vyrazoch schopnych generovat iba regularne jazyky a prestudo-
vand bola trieda Eregex [CSY03], [CNO9| (v ¢lankoch pomenovanid EREG). Tému
modernych reguldrnych vyrazov sme rozvinuli v bakalarskej praci [T613], v tejto préci
naviazeme na tieto vysledky. Popisme si teraz poznatky nadobudnuté v oblasti nasho
zaujmu.

Kedze operécie lookahead a lookbehind st v regexoch nové, na pociatku sme skiamali

ich vlastnosti. Uzaverové vlastnosti tried Chomského hierarchie dopadli nasledovne:

Veta 1.2.1. [T613], Veta 2.2.5.]

Trieda R je uzavretd na pozitivny lookaround.

Trieda Zcs je tiez uzavreta a trieda Zop nie je.
Zakladnou vlastnostou pozitivneho lookaheadu je, ze do jeho vnutra sa oplati davat
iba prefixové jazyky. Vyplyva to z toho, ze lookahead matchuje tak skoro, ako len méze

— akondhle najde prvé slovo patriace do jeho jazyka, zvysok vstupu uz neskiima. A

°E je od anglického extended.
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tym padom moézeme z daného jazyka vyhodif vsetky slova, ktorych prefix don tiez
patri. Analogicky to plati pre pozitivny lookbehind a sufixové jazyky. Dosledkom je,
ze pokial jazyk v pozitivnom lookarounde obsahuje prazdne slovo (¢), potom je mozné
cely lookaround vynechat. Dévodom je to, ze lookaround neberie zo vstupu pismenka,
preto si moze zakazdym zvolit matchovat € a automaticky vzdy akceptovat.

Prejdime teraz k regexom. Pridanim pozitivneho lookaroundu k triede Regez zis-

kame novy model. Avsak silnejsi ako Regex nie je:

Veta 1.2.2. [T613, Veta 2.2.10.]

Trieda jazykov nad Regex s pozitivnym lookaroundom je R.

Skimanim modelu so spatnymi referenciami aj pozitivnym lookaroundom vznikla

hierarchia:

Veta 1.2.3. [T613, Vety 2.2.13 a 2.2.14.]
Lere © ZLLerE C Zos

7 viet a vyplyva dolezité pozorovanie, ze sice lookaround samostatne
regexom silu nepridava, ale ak ho priddme k modelu so spatnymi referenciami, prida
do triedy nové jazyky. Z tohto hladiska nabera na vyzname a vidime dovod, preco sa
nim zaoberat.

Je to sposobené tym, ze trieda ZrrEp nie je uzavretd na prienik [CN09| a pozitivny
lookaround je nastroj na zapisanie prieniku 2 jazykov. Navyse pridanim negativneho
lookaroundu je zarucena aj uzavretost na komplement. Avsak to, ¢i je nan uzavreta aj
21 ErE je otvoreny problém.

Zaujimava vlastnost triedy Zrrp je, ze obsahuje jednoduché jazyky a to v tom
zmysle, Ze pre nu existuje pumpovacia lema ([CSY03] aj [CN09]). Pridanim look-
aroundu tato vlastnost mizne — do triedy £ pre patri jazyk vsetkych platnych vy-
poctov Turingovho stroja [T613, Veta 2.2.16.]. Pre unarne jazyky z £ pre bola do-
kazana kvazi-pumpovacia lema. Kvazi preto, ze plati len pre mnozinu regexov, ktoré
vnutri Kleeneho * neobsahuji ziadnu konstrukciu lookaheadu obsahujiceho metaznak
$ alebo lookbehindu obsahujiceho metaznak ~ (t.j. lookaround sptstany niekolkokrat

v iterdcii, vzZdy potencidlne z inej pozicie je problém).
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1.3 Popisna zlozitost regularnych vyrazov

V cieloch tejto préace je skimat aj zlozitost modernych regularnych vyrazov. Opét sa
odvolavame na to, ze k nasej téme sme nenasli ¢lanky. Je zrejmé, ze skimat NSPACE a
DSPACE zakladnych regularnych vyrazov nema zmysel — st konstantné. Preto zostala
popisna zlozitost.

7 oblasti popisnej zlozitosti st zname len vysledky pre regularne vyrazy s operaciami
zjednotenia, zrefazenia a Kleeneho * (RE), pripadne este prieniku a komplementu
(GRE). NavysSe mali eSte znak pre prazdny jazyk () a prazdne slovo e.

Spomenme si najprv ako mozno zadefinovat popisnu zlozitost [EKSW04] [EZ76]:

Nech E je regularny vyraz, potom
e |E| je jeho celkova dlzka

e rpn(E) je jeho celkovd dizka v reverznej polskej notdcii. Tato notécia oproti
klasickej neobsahuje okrithle zatvorky a pouziva explicitny metaznak pre zretaze-
nie . Napriklad reguldrny vyraz (a|ab) * (¢|d) mé 12 znakov a v reverznej polskej

notacii aab e | x cd|e ma 10 znakov.

Uvedomme si, 7e dizka reverznej polkej notécie je rovnaké ako pocet vrcholov v
syntaktickom strome pre dany vyraz. Preto mozno vernejsSie popisuje skutocnu
zlozitost reguldarneho vyrazu (ziadne pomocné symboly, len znaky a operacie).
Nakolko vsak nie je velmi prehladna a tazko sa v nej hladaja chyby, nie je tak

casto pouzivana.
e |alph(E)| = N(F) je pocet alfabetickych symbolov v E
e H(E) je hibka vzhladom na #, pocet vnoreni x
e L(E) je dlzka najdlhSej neopakujiicej sa cesty cez viraz

o W(FE) je sirka, pocet zjednotenych symbolov. Za touto mierou zlozitosti nie je
ziadna intuitivna predstava. Ako vidief neskor v definicii, dévodom jej vzniku
bola dudlnost k L.

V nasledujicej tabulke st uvedené induktivne definicie jednotlivych mier zlozitosti.
Zlozitost regularneho jazyka vzhladom na Iubovolni z tychto mier zlozitosti je mini-

malna miera cez vsetky regularne vyrazy pre dany regularny jazyk.

11
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Alphabetical Symbol EUF E-F E*
N NE)+N(F) | NE)+NEF) | NE)
H max(H(E), H(F)) | maz(H(E),H(F)) | HE)+1
L 1 mazx(L(E), L(F)) L(E) + L(F) L(F)
W 1 W(E)+W(F) | max(W(E),W(F))| W(E)

Ako pri mnohych inych modeloch, aj do regularnych vyrazov vieme zakomponovat
Casti, ktoré ni¢ nerobia (okrem toho, ze zaberaji miesto). V ramci skiimania najjedno-

duchsich vyrazov sa prislo k nasledujicim definicidam [EKSWO04]:

Definicia 1.3.1. Nech E je reqularny vijraz nad abecedou 3 a nech L(E) je jazyk speci-
fikovany vyrazom E. Hovorime, Ze E je zmenSitelny, ak plati nejakd z nasledujicich
podmienok:

1. F obsahuje ) a |E| > 1

2. E obsahuje podvyraz tvaru FG alebo GF, kde L(F)=¢

3. E obsahuje podvyraz tvaru F|G alebo G|F, kde L(F') = {e} a e € L(G)

Inak, ak Ziadna z nich neplati, F nazyvame nezmensitelnym.

V origindle sa pouzivaju vyrazy collapsible a uncollapsible. Tato definicia neodhali
vSetky zbytocne zopakované Casti, napriklad a|a je nezmensitelny, aj ked by sa dal za-
pisat jednoduchym a. Problém je, Ze identity vyrazov nie si konecne axiomatizovatelné
(ani nad unarnou abecedou)[EKSWO04]. Teda nie je redlne urcit také pravidld, aby sme

dosiahli kone¢né zjednodusenie.
Definicia 1.3.2. Ak E je nezmensitelny requldrny viyraz taky, Ze

1. E nemd nadbytocné (); a zdroven

2. E neobsahuje podviyraz tvaru F' * x
potom vravime, Ze E je neredukovatelny (irreducible).

Moézeme vyvodif, ze minimalny regularny vyraz pre dany jazyk bude nezmensitelny
a neredukovatelny, naopak to vsSak nemusi platit. S takymto zakladom mozno do-
kézat napriklad tvrdenie: Ak E je neredukovatelny a |alph(FE)| > 1, potom |E| <
11|alph(E)| — 4

12
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Iné spbésoby na ohranicenie regularnych vyrazov poskytuje nasledujice pozorovanie

a veta.

Veta 1.3.3 (Proposition 6 [EKSWO04]). Nech L je neprazdny requldrny jazyk.

(a) Ak dZka najkratsieho slova v L je n, potom |alph(E)| > n pre lubovolnyj requldrny
vyraz E, kde L(E) = L.

(b) Ak naviac L je konecny a dizka najdihsieho slova v L je n, potom |alph(E)| > n
pre lubovolny requldrny vyraz, kde L(E) = L.

Definicia non-returning NKA hovori, Ze sa nevracia do pociatoc¢ného stavu, t.j. ziadne

prechody nevedi smerom do ¢q.

Veta 1.3.4 (Theorem 10). Nech E je reguldarny jazyk s |alph(E)| = n. Potom ezistuje
non-returning NKA akceptujici L(E) s < n+ 1 stavmi a DKA akceptujici L(E) s
< 2n+ 1 stavmi.

Rozbehnutych je viacero oblasti skimania. Regularne vyrazy si zaujimavé hlavne
preto, Ze tvoria strucnejsi popis jazyka a su ekvivalentné automatom. S tym suvisi
prva oblast. Skiima sa stavova zlozitost automatu ekvivalentného konkrétnemu vyrazu
a naopak tiez popisna zlozitost vyrazu ekvivalentného konkrétnemu automatu. Da sa
to zhrnit ako problémy konverzii medzi modelmi. Niektori autori siahaju po vacsej
abstrakcii a namiesto automatov uvazuju iba orientované grafy s hranami oznacenymi
symbolmi. Urc¢ia si parametre grafu a snazia sa napriklad ¢o najlepsie popisaf cesty
medzi vrcholmi.

Dalsia oblast zahfiia operacie nad reguldrnymi vyrazmi. Jeden z problémov je napri-
klad vztah popisnej zlozitosti vyrazu pre jazyk L a L°. Pre automaty existuje konstruk-
cia pre vyrobenie komplementu jazyka. AvSak pre komplementarny regularny vyraz to
nie je také jednoznac¢né.

Ako posledny by sme spomenuli problém najkratsieho slova nespecifikovaného regu-
larnym vyrazom. Predpokladajme regularny vyraz E, kde |alph(E)| = n nad konecnou
abecedou X, pricom L(E) # ¥*. Aké dlhé mdze byt najkratsie slovo NEspecifikované
vyrazom E7 Najzaujimavejsi vysledok je pre vyraz s |alph(F)| = 75n + 361, kde naj-
kratsie nespecifikované slovo je dlzky 3(2n — 1)(n + 1) + 3.

13



2 Nase vysledky

2.1 Sila negativneho lookaroundu

V bakaléarskej praci bol skiimany hlavne pozitivny lookaround. Teraz si pozrieme na
vlastnosti negativneho lookaroundu. Budu to vety s podobnym znenim ako v pripade
pozitivnej verzie.

Pripomenieme, ze negativny lookahead skusa vsetky prefixy a pokial ziadny z nich
nepatri do jeho jazyka, akceptuje a hladanie zhody méze pokracovat v regexe dalej. Co
je jednoduché pri pozitivnej verzii — staci si nedeterministicky tipnit ten spravny pre-
fix patriaci do jazyka — to je komplikované pri tej negativnej. Aby sme mohli s istotou
povedaft, ze akceptuje, potrebujeme deterministicky algoritmus, ktory vyskusa vsetky
moznosti. Preto velakrat budeme budovat negativny lookaround tak, Ze vezmeme ne-

jaky deterministicky model akceptujici jeho jazyk a upravime akceptaciu.
Lema 2.1.1. Trieda R je uzavretd na negativny lookahead.

Dékaz. Nech Ly, Lo, Ly € R. Ukdzeme, ze L = L(?! Ly)L3 € R.

Jazyky Li, Lo, L3 st regularne, teda existuju DKA A; = (K;, %, 0;, qoi, F;) také, ze
L(A;) = L;, 1 € {1,2,3}. Zostrojime NKA A pre L.

Konstrukcia bude velmi podobna ako v obdobnej vete pre pozitivny lookahead v
[T613], ked si spravne predpripravime A,. Negativny lookahead sa snazi za kazdu cenu
ndjst slovo z Ly (t.j. uspiet s As) a ak sa mu to nepodari, akceptuje. Preto musime
zarucit, ze sa A, bud zasekne alebo prejde az do konca slova]l] Akonahle A, dosiahne
akceptacny stav, negativny lookahead musi zamietnut.

Dalsie pozorovanie nam hovori, e negativny lookahead akceptuje vzdy nejaké slovo z

komplementu Lo. Ale komplement vzhladom na akt abecedu? V skuto¢nosti nekonecnu

! Ak sa zasekne, slovo z Ly tam uréite nebude, lebo A, je deterministicky a teda neexistuje akceptaény

vypocet. Ak sa nezasekne, nevieme povedat o tom slove ni¢, pokial ho neprejdeme celé.

14
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— Tubovolny znak, ktory nepatri do Y5, znamena zaseknutie A, t.j. akceptaciu. Ak sa
na to pozrieme z vicsej dialky, uvidime L3, s ktorym robime prienik. As musi docitat
slovo do konca a na tplne neznamom znaku sa zasekne, takze z pohladu vyslednej
akceptacie slova nevadi, ak by kvoli tomu znaku zamietol uz negativny lookahead.
Preto staci urobit komplement vzhladom na Y5 U Y3.

Podme upravovat Ay, za¢neme vytvaranim komplementu. Ak 33\ 3y # (JZL potom
vytvorime A, = (K}, 05, qo, Fy) tak, ze pridame nové znaky ) = ¥ U X3, jeden
novy stavﬂ K} = Ky U{qzrE} a prechody na nové znaky z kazdého stavu:

Vg € Ky, Va € Yy : 05(q,a) = d2(q, a)
Vq € Kg, V(I € 23 \ 22 . 5;((],&) = d4zLE

Va € X3, : 05(qzLE. @) = qzLE

F} = F5. Do vsetkych stavov sme pridali prechody na nové znaky a qz,g méa 1 prechod
na kazdy znak, takze A} je stale deterministicky. Zaroven nové znaky vedu do stavu, z
ktorého sa nedd dostat do ziadneho akceptacného, z ¢oho vyplyva L(A}) = L.

Teraz A, zmenime na AJ tak, aby akceptoval prave vtedy, ked (?! Ly). Najprv si
skonstruujeme mnozinu stavov, z ktorych sa vieme dostat do akceptacného stavu:

H={¢qe K} |JweX, 3qa € Fy: (qw) 4, (qa,€)}, nasledovnym sposobom:
HO — F2/

Hiyy=H;U{¢e Ky|IpeH JaeXy: dqa)=p}

Zrejme 3j € N : H;.; = H; = H. Nés zaujima mnozina K \ H, v ktorej sa naché-
dzaju vsetky stavy, z ktorych sa na ziadnu postupnost znakov neda dostat do ziadneho

akceptacného stavu.
A/QI = (Kg, 2/2,7 g> 4o, FQH):

Ky = Ky U{qa,qz}, 55 = %5, Fy = (K3 \ H) U{qa}

QInak A/Q = AQ.
3Pre kazdy novy stav predpokladdme, Ze je jedineény — t.j. Ziaden taky v mnozine stavov eSte nie je.
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0" je definovand nasledovne:

Vge Ky\FyYaeXy : 6(q ,a)
Vge Ko\ FaVaeX, : 65(q &) =qa
Vq € Fy VaeX, : 0 )

Va e Xy : 05(qa,a)

Je dobré poznamenat, ze A} je takmer deterministicky. Chybaji mu prechody z ¢z —
mozeme ho nechat cyklif v tomto stave, ale nevadi nam ani ked sa zasekne. Nedeter-
ministické rozhodnutie vykonava iba jedno — pri prechode do stavu ¢4. Vtedy hada, ze
uz je na konci slova. Ak nie je, -funkcia ho posle do stavu ¢z. Podla toho je zrejmé,
ze ak existuje akceptacny vypocet a docital slovo do konca, je prave jedenﬂ H

Tvrdime Ly (?=L(A%))Ls = Ly(?! Ly)Ls = L. Kedze A, a As sa pri oboch vypoctoch
budi chovat rovnako (su nezavislé od lookaheadov), nebudeme sa nimi pri dokaze
zaoberat.

C: Mame akceptacény vypocet pre A5 na nejakom vstupe. Akceptaény stav mohol
byt bud z mnoziny K} \ H, to znamend, zZe pévodny automat Aj sa dostal do stavu, z
ktorého uz nemohol nijako akceptovatﬂ. V takom pripade (?! L) akceptuje. V druhom
pripade mohol A} akceptovat pomocou ga, ¢o znamend, ze docital slovo do konca
(pretoze z g4 sa na Iubovolny znak dostaneme do gz, v ktorom sa Af zasekne a nebude
akceptovat) a ani raz sa nedostal do akceptacného stavu automatu Aj. Teda aj (?! Lo)
akceptuje.

D: Nech (7! Ly) akceptoval, t.j. na As bol vykonany nejaky neakceptujici vypocet
(As je deterministicky, takze existuje prave jeden pre kazdé slovo). Rovnaki postupnost
stavov bude mat aj vypocet na AJ (automat obsahuje vsetky stavy aj é-funkciu z As,
podiato¢ny stav je ten isty). Ak sa As zasekol na nezndmom znaku, v A) na ten znak
pridame prechod do stavu gz g a v nom zostaneme az do konca slova. Kedze gz g nie je

v Al akceptacny a nedd sa z neho na ziadne slovo dostat do Tubovolného akceptacéného

4Tento riadok v podstate netreba, A4 sa moZe rovno zaseknit, lebo A} préve akceptoval.
5Qkrem pripadu, kedy doéita slovo a je v stave z (K4 \ H) — vieme ho predlzit o krok na e a skonéit

v qa. Jadro vypoctu ale zostéava rovnaké — jednoznacné.
6Zaujimavé je, ze aj zamietaci vipocet je pre kazdé slovo jednoznaény.
"Sem spadé aj pripad, ked Ay preéital nezndmy znak a zasekol sa — A zostdva az do konca slova v

stave qzLE.
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stavu, qzrp € K5\ H a teda qzp € Fy. Ak sa A, nezasekol, tak docital slovo do
konca a v postupnosti stavov jeho vypoctu sa nenachadza ziaden z mnoziny F5. V tom
pripade Af z posledného stavu prejde na € do g4 (2. riadok definicie 64) a akceptuje.

7 prave dokézaného tvrdenia a vety uz vyplyva aj platnost nasej lemy. m
Lema 2.1.2. Trieda R je uzavreta na negativny lookbehind.

Dékaz. Nech Ly, Lo, Ly € R, existuji DKA A; = (K;, %, 6;, qui, Fi) také, ze L(A;) = L;,
i €{1,2,3}. Ukdzeme, ze L = Li(7<! Ls)L3 € R.

Nemozeme skonstruovat A5 také, Ze bude akceptovat prave vtedy, ked (7<! Ls),
pretoze nevieme c¢itat dolava — teda nevieme zarucit, ze miesto, kde zacina vypocet
AY je skutoCny zaciatok slova. Mechanizmus lookbehindu musi byt riadeny zvonku,

automatom pre L. Skonstruujeme ho. C' = (K, %, 4, qo, F) :

K=K;U{(q,A) | ge KiNAC Ky}, ¥=%1UXUX3, g = (qo1,{q02}), F = F3

Vg € K; YA C Ky Vae XNy @ 0((q,A),a) > (01(q,a), BU{qu})
B={r|3s€ A: 0y(s,a) =71}

Vg e Ky YAC K, Vae ¥\ : 0((¢g,A4),a) 3 (d01(q,a),{q02})

Vge R VAC K\ F L 6((g, A),2) 3 qos

Vg € K3 Va € X3 : 6(q,a) 2 d3(q,a)

Prvy riadok d-funkcie hovori, ze A; a vSetky rozbehnuté vypocty A, prejdi do dalsieho
stavu a zaroven sa rozbehne novy vypocet A,. Ak by sme hladali jeden akceptacny vy-
pocet A, stacilo by tipnit si zac¢iatok a odtial ho simulovat. Lenze simulujeme negativny
lookbehind, teda ak neexistuje akceptacny vypocet, tak my akceptujeme (prejdeme na
simulovanie Ag, 4. riadok). A to vieme povedat len v pripade, ze sme videli vSetky mozné
vypocty. Kedze A, je deterministicky, pre kazdé slovo existuje prave jeden vypocet a
zaroven sa nikdy nezasekne (na svojej abecede), teda nam staci skontrolovat mnozinu
stavov A vtedy, ked sa C' rozhodne, ze A; konci vypocet. Ak v A je nejaky akceptacny
stav, potom C' nevie prejst do stavu ¢3. Tym padom sa nedostane k simulovaniu As a

ani k svojim akceptac¢nym stavom.

L(C) = L.
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C: Majme akceptacny vypocet C' na w. Z definicie I’ vyplyva, ze Az akceptoval, teda
Ju, v také, ze w = uv a v € Lg. Do qo3 sa da dostat len z dvojice (¢, A) takej, ze ¢ € F1,
teda w € Ly, a AN Fy, = 0, teda Pz, y také, ze u = xy a y € L. To vyplyva z toho,
ze v kazdom znaku u zacal jeden vypocet na A, a ziaden z nich neakceptoval. Teda
negativny lookbehind akceptoval a w € L.

D: Nech w € L, teda Ju,v také, ze w = wv, u € Li,v € Ly aVr,y : u = xy
plati y ¢ Lo. Pre u,v teda existuji akceptacné vypocty na A;, A3 a pre vsSetky y

neakceptacné na A,. Z toho uz vieme vyskladat akceptacny vypocet na C. O]
Veta 2.1.3. Trieda R je uzavretd na negativny lookaround.

Zjavne konecné automaty si s negativnym lookaroundom poradia. Pozrime sa teraz
na model Regex s pridanym negativnym lookaroundom. Najprv musime skontrolovat
kombinéacie operécii ako v [T613 Lema. 2.2.8. a 2.2.9]. Ukazuje sa, Ze aj tu dostavame

rovnaké vysledky ako pri pozitivnej verzii.
Lema 2.1.4. Nech Ll, Lz, L3, L4 S R, o = (Ll (7' Lz) L3) * L4. Potom L(O./) eER.

Dékaz. Podobne ako v dokaze vety pretransformujeme (7! Lo) na akysi (7=L(AY)),
kde A} bude akceptovat prave vtedy, ked (7! Ly). Potom 3 = (Lq(?7=L(A%))L3) * Ly,
L(B) = L(a) € R podla lemy k vete [L.2.1] O

Lema 2.1.5. Nech Ly, Ly, L3, Ly € R, o = Ly (Ly (? <! Lo) L3) *. Potom L(a) € R.

Dékaz. Pouzijeme konstrukciu ako v dokaze vety kde pretransformujeme (7<! Lg)
na (7<=L(A%)), kde A} bude akceptovat prave vtedy, ked (?7<! Lo. Z toho vznikne
B=Ly(Li(? <= L(AY)) Ls) %, L(B) = L(a) € R podla lemy k vete [1.2.1] O

Veta 2.1.6. Trieda nad regexami s negativnym lookaroundom je R.

Dokaz. Podobne ako v dokaze vety je netrivialna iba kombinacia operacii nega-
tivny lookaround a . Podla liem a mdame stale reguldrne jazyky. O

Désledok 2.1.7. Trieda nad regexami s pozitivnym a negativnym lookaroundom je R.

Dokaz. Vypocet lookaroundu je z pohladu vonkajsieho regexu nebadatelny, pretoze
ziadne pismenké zo vstupu mu nie si priradené. Pre tuto vlastnost lookaround neov-
plyviiuje zvysok regexu, teda ani iné lookaroundy. Vynimkou je situacia, kedy look-

around nendajde podslovo zo svojho jazyka resp. negativna verzia podslovo najde a

18



2.2. VLASTNOSTI TRIEDY ZgrE KAPITOLA 2. NASE VYSLEDKY

zastavi cely vypocet. Avsak pokial akceptuje, zvysok regexu pokracuje vo vypocte ako
keby tam nebol.

Musime vyriesit iba pripad, kedy je do seba vnorenych niekolko pozitivnych a nega-
tivnych lookaroundov. V takejto situécii vieme postupovat z najvniutornejSicho regexu
s lookaroundom s hlbou vnorenia 1. Jeho jazyk je regularny a teda ho vieme prepisat
na regex z Regex. Takymto sposobom vieme zvnutra von prepisovat regex, az skon¢ime
s regexom z Regex, teda matchujticim regularny jazyk.

Formélne by sme to zapisali ako indukciu vzhladom na hlbku vnorenia lookaroundov

v regexe (bez ohladu na to, ¢ st pozitivne alebo negativne). O

2.2 Vlastnosti triedy % grE

Pridanie novych operacii medzi reguldrne vyrazy sice pridalo na sile modelu, ale
mohlo pokazit jeho uzaverové vlastnosti. Vieme, ze regularne jazyky si uzavreté na
vsetky mozné operacie, ktoré pozname. Posilnenie modelu spatnymi referenciami a
nasledne lookaroundom vsak ohrozilo uzavretost na zakladnti operédciu reguldrnych
vyrazov — zrefazenie. Pokial zretazime 2 regexy obsahujtce lookahead alebo lookbehind,
tieto operacie zacnu zasahovat do slova z vedlajsieho jazyka. Ak by iSlo o zrefazenie
so zardzkou (napr. a#[3), na koniec kazdého lookaheadu v « by stacilo pripojit . x #,
pripadne znak $ nahradit znakom #. Podobne by sme v regexe (8 pridali na zaciatok
kazdého lookbehindu #.x pripadne by sme vymenili znak ~ znakom #. Potom by tieto
operacie zostali ,,skrotené” na tizemi slova, ktoré danému regexu prislicha.

Otéazkou zostava, ako to spravif, ked zarazku k dispozicii nemame. Odpovedou je

nasledujica veta.
Veta 2.2.1. Trieda £ prE je uzavretd na zretazenie.

Dékaz. Nech o, p € LEregex. Chceme ukazat, ze jazyk L(a)L(8) € ZLLpre. Intuitivne
nas to vedie k rieseniu a3, ¢o ale nemusi byt vzdy spravne. Problémom st operacie
lookaround, presnejsie kazdy lookahead v a moze zasahovat do slova z L(3) a takisto
kazdy lookbehind z  méze zasahovat do slova z L(a). Navyse, ak lookahead obsahuje
$ a lookbehind *, potom zasahuju do slova z iného jazyka urcite. V takom pripade moze

regex a3 vynechaf niektoré slova z Ly L, a tiez pridat nejaké nevhodné slova naviac.
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Preto treba najst sposob, ako operécie lookaroundu vhodne ,skrotit”. Predpokladajme,
ze o ma k oznacenych zatvoriek, potom regex pre jazyk L(«)L(f) vyzerd nasledovne:
(?=(a) ( B ) $)a\k+2 (7<="\15) (2.1)

1 1k+2  k+2
V «, B treba vhodne prepisat spatné referencie podla nového precislovania zatvoriek.

o’ je o prepisany tak, ze pre kazdy lookahead:
e bez § — na koniec priddme . x \k+2 $
e s $ — pred $ priddme \k+2

[’ je B prepisany tak, Ze pre kazdy lookbehind:

e bez © — na zaciatok priddme "\ 1.x

~

e s —za " priddme \1

Co presne robf regex Nech w je vstupné slovo, ktoré chceme matchovat. Lookahead
na zaciatku ho nejako rozdeli na w; a wsq, pricom w = wyws, tak, ze w; bude patrit do
L(a) a podslovo we do L(B). Este musime overit, ¢i a matchuje w; samostatne.
Preto sme v « prepisali vSetky lookaheady. V o/ kazdy z nich musi na konci slova w
matchovat wy (toto zabezpedi spitna referencia \k+2 a $) a teda matchovanie regexu

a zostane vyluéne na podslove wy. Analogicky to plati pre upravené lookbehindy v 3.

]

Otvorenym problémom zostava, ¢i je trieda £ prp uzavreta aj na Kleeneho *. Kon-
strukcia z dokazu o zrefazeni fungovat nebude, pretoze * mdze urobif Tubovolny pocet
iteracif, zapis regexu musi byt koneénej dlzky a lookahead a lookbehind by bolo nutné
usmernovat v kazdej iteracii zvlast. Nasa hypotéza je, ze uzavretost neplati, avsak

doposial sa nam nepodarilo najst vhodny jazyk na dokaz.

2.3 Zaradenie do Chomského hierarchie

Znama je doteraz takato hierarchia:
R =2re C Lere & Lrere € ZLes

a trividlne plati £ gre € Zrere- Teraz k tomu doplnime niekolko vysledkov.
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Veta 2.3.1. jnLERE Q gcs

Tento dokaz vyuziva formalizmus z podkapitoly [2.4.1], pretoze je vdaka tomu pre-
hladnejsi a exaktnejsi. Odportacame preto citatelovi tento dokaz preskocit a vratit sa

k nemu, ked bude s danym formalizmom oboznameny.

Dokaz. Podla vety vieme, ze L1 ere € Zcos. Takze potrebujeme pridat operacie
negativny lookahead a negativny lookbehind. Nech ao € nLEregex, zostrojime linedrne
ohraniceny Turingov stroj T, ktory bude simulovat vypocet a.

Pokial o neobsahuje negativny lookaround, potom o € LEregex a vieme zostrojit
pozadovany LBA. Nech « obsahuje aspon 1 negativny lookaround. Budeme postupovat
indukciou vzhladom na pocet vnorenych negativnych lookaroundov k.

Baza indukcie: k = 1, teda regex o obsahuje 1 negativny lookaround, ktory obsahuje
regex z LEregex. Zostrojime T pre a. Nech LBA A simuluje regex a a ignoruje pri tom
negativny lookaround. LBA A bude nedeterministicky a bude fungovat nasledovne:

Stroj A je v kazdom kroku v konfigurdcii podla definicie 2.4.5 Na pédske bude mat
slovo s pomocnou informaciou ukladanou v poschodovych symboloch a v stave bude
obsahovaf regex s ukazovatelom. LBA A bude postupovat z konfiguracie do konfiguracie
podla kroku vypoctu definovaného v Zrejme takto vieme simulovat ITubovolny
regex z LEregex.

Zostrojime deterministicky LBA B pre regex vnitri negativneho lookaroundu (nech
je to ). Zostrojime najprv LBA B’ tak, ako LBA A pre o bez negativneho lookaroundu.
[ sa lisi od regexu z LEreger tym, ze méa posunuté cislovanie zatvoriek a moze sa
odkazovat na zatvorky v a nalavo od nej. Toto nie je problém, pretoze dané zatvorky
uz boli simulované a informacia o ich podslovach je ulozena vo vyssich poschodiach
symbolov. Zaroven vstupné slovo pre 3 je len podslovo vstupu, preto si musime oznacit
hranice. Vieme si do poschodi symbolov oznacit endmarkery, ktoré vypocet B’ smie
prekrocit len ak potrebuje informéciu o spatnych referenciach. Nech teda B’ simuluje
na podslove ohrani¢enom endmarkermi. B’ akceptuje prave vtedy, ked 5 matchuje dané
podslovo. Nech B” je ekvivalentny deterministicky LBA k B’. Potom vysledny stroj B
pre negativny lookaround je deterministicky LBA taky, ze na zaciatku prekopiruje celé

vstupné slovo aj s poschodovou informaciou na dalsiu linedrne ohrani¢enii pasku ﬂ

8Taky isty vypocet vieme spravit v dalsich stopéach, ale ked hovorime o dalSej paske, je to zrozumi-

telnejsie.
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Pokial simuluje negativny lookahead, zaciatok vstupného podslova je fixny a koniec
moze byt na ITubovolnom mieste od fixného zaciatku az po samotny koniec vstupného
slova. Preto B bude postupne spustat B” na vsSetkych tychto podslovach vstupu tak,
ze bude postupne postuvat koncovy endmarker doprava. Akonahle nejaka simuldcia
akceptuje, B zamietne. Ak vsetky vypocty zamietnu, potom B akceptuje. Pre negativny
lookbehind je simulacia analogicka, akurat koncovy endmarker je fixny a zaciatocny
sa posuiva smerom dolava — k zaciatku samotného vstupného slova. Vidime, ze B je
deterministicky a simuluje dany negativny lookaround.

Teraz zostrojime T zo strojov A a B. T bude simulovat A, pokym nenarazi na nega-
tivny lookaround. V tom momente si zapaméta, v akom stave bol A, kde sa nachédzal
na vstupe (napriklad tak, Ze si do poschodového symbolu zaznaci, ze tam skoncil) a
zacne simulovat B. Kedze B si kopiruje celt vstupni pasku na inti pasku a pracuje tam,
informéacie pre A zostani nedotknuté. Ak B akceptoval, T pokracuje simulaciou A a
akceptuje prave vtedy, ked akceptuje A. Ak B zamietol, T zamietne. Ak existuje vy-
pocet regexu « na vstupnom slove, potom existuje aj spravny pocet iteracii pre kazdu
x a spravny vyber v alternacii, ¢o si nedeterministické rozhodnutia, ktoré v krokoch
vypoctov A robi. Preto na tomto vstupnom slove existuje aj akceptacny vypocet pre
T. A naopak, ak T akceptoval, potom jeho akceptacny vypocet obsahuje akceptacny
vypocet a.

Indukény krok: Predpokladajme, Ze vieme zostrojit LBA pre regex s k —1 vnorenymi
negativnymi lookaroundmi. Zostrojime LBA T pre « s hibkou vnorenia negativnych
lookaroundov k.

Zoberme negativny lookaround, ktory nie je obsiahnuty v Ziadnom negativnom look-
arounde (teda je ten vonkajsi). Ten obsahuje negativne lookaroundy s hibkou vnorenia
najviac k — 1. Podla indukéného predpokladu vieme zostrojit LBA C pre cely regex
vnutri tohto negativneho lookaroundu. K takému vieme zostrojif ekvivalentny determi-
nisticky LBA C’. Tento stroj je analogicky k B” v bazi indukcie, preto z neho rovnakym
sposobom vyrobime B. Pre vonkajsi regex zostrojime LBA A ignorujtci negativny lo-
okaround ako v baze indukcie. Na koniec spojime rovnakym sposobom A a B do LBA

T, ktory sme chceli zostrojit.

V indukcii sme neriesili pripad, kedy o obsahuje viacero negativnych lookaroundov,
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ktoré navyse mozu mat rézne hibky vnorenia. Plati, Zze akonahle tato operacia akcep-
tuje, jej vypocet je zahodeny a celkovy vypocet sa vracia na to isté miesto na vstupe,
teda negativny lookaround vypocet bud celkovo zastavi alebo ho nijako neovplyvnuje.
7 toho vyplyva, ze viaceré vyskyty mozeme riesit samostatne, a to konstrukciou, ktori
sme naznacili v indukeii.

Dalej netreba zabtidat, ze vnttri negativneho lookaroundu sa mézeme odvolévat na
vsetky zatvorky nalavo od nas nachadzajice sa bud v hlavnom regexe alebo v aktivnom
negativnom lookarounde (t.j. takom, ktorého otvaracia zatvorka je nalavo a zatvéracia

zétvorka sa nachddza napravo od nés). O
Veta 2.3.2. L grE je neporovnatelnd s ZLor.

Dékaz. Majme jazyk Ly, = {ww | w € {a,b}*} € Zor, nech a = ([ab]*)\1. Zrejme
L(a) = Lyw, teda Ly € ZLERE-

Ukézeme, ze jazyk L = {a™b" | n € N} ¢ ZLpgre. Sporom, nech L € £ prE, teda
existuje regex € LEregex taky, ze L(f) = L.

Vieme, ze L ¢ ZLrrr, preto § musi obsahovat nejaky lookaround. Zaroven z L ¢ R
a vety [1.2.2] vyplyva, ze musi obsahovat aj spédtné referencie.

Kam sa mozu spatné referencie odkazovat a kam ich potom mozeme umiestnit? Nech

vyraz, na ktory sa odkazujui, vie vyrobit:
e a'. Mozu nastat 4 pripady:
o k-te zatvorky aj \k sa nachadzaji v hlavnom regexe:

Potom zatvorky s referenciami matchuji dokopy a?. Na to, aby sme vedeli
matchovat celé {a}*, by sme k tomu navySe museli vediet matchovat a”,
kde h € {0,...,i — 1}, ¢o v konetnom dosledku pre ¢ idice do nekonecéna

znamend vediet {a}* a potom spétné referencie nepotrebujeme.
o k-te zatvorky st v hlavnom regexe a \k je v lookarounde
o k-te zatvorky su v lookarounde a \k je v hlavnom regexe
o k-te zatvorky aj \k st v lookaroundoch

V kazdom z pripadov plati, ze zatvorky aj spatné referencie musia matchovat v

prvej polovici slova (Cast a™) a neprenasaju ziadnu informéciu do casti b™.
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e a'l’. Potom mozné pripady umiestnenia si len 2., 3., a 4. z predoslej moznosti,
pretoze zatvorky a k nim prislichajice referencie musia matchovat to isté pod-

slovo vstupu, inak by nesthlasili so struktirou slova jazyka L.
e . Toto je analogicky pripad k a’.

Spatné referencie bud matchuju v rovnakej polovicke slova ako k nim prislichajuce
zatvorky alebo musia matchovat to isté podslovo. Z toho vidime, zZe jedina informacia,
ktori prenasaju je pocet a respektive b v danej polovicke a tato informéacia v tej po-
lovicke aj zostava. Kedze ni¢ neprenasaji do druhej polovice slova a podla vety
vieme, zZe so zvysnymi operaciami jazyk L nevieme matchovat, regex  neexistuje.

O
Dosledok 2.3.3. D%LERE g D%CS
Veta 2.3.4. %4, grE je neporovnatelnd s ZLor.

Dékaz. Opat pouzijeme jazyk L = {a"b™ | n € IN} a budeme dokazovat sporom. Nech
L e Z1erE.

7, vety vidime, ze vyraz musi obsahovat negativny lookaround. Z jej dokazu
vidime, Ze spatné referencie nepomozu, nech sa ich poktsime hocijako pouzit. Z toho
vyplyva, Ze ich nepouzijeme a z vety zistime, Ze nadm zostal model schopny vyrobit
iba regularne jazyky. Spor. O

Déoésledok 2.3.5. gnLERE g gCS

Posledné vysledky s jazykom L = {a™b" | n € IN} nabadaju na myslienky o tom, ¢i je
mozné doplnit model modernych regularnych vyrazov tak, aby zvladal tento a mozno
dalsie bezkontextové jazyky. Pre tento konkrétny jazyk by stacilo, aby bolo mozné
modifikovat podslovo reprezentované spatnymi referenciami nejakym homomorfizmom
— napriklad udat v Specidlnej struktiure tesne pred referenciou, ako treba ktoré pis-
menka zamenit. Podla Chomského—Schiitzenbergerovej vety potrebujeme homomorfiz-
mus, prienik s reguldrnym jazykom a Dyckov jazyk a porom vieme vygenerovat vSetky
bezkontextové jazyky. Prienik mame vdaka pozitivnhemu lookaroundu, regularne ja-
zyky vieme zapisat vsetky a homomorfizmus pridame. Zostava overif, ¢i novy model

vie zapisat Dyckov jazyk, ¢o zostava otvorenym problémom.
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Idea zavedenia homomorfizmu uz bola skiimana na mensom modeli — triede Eregex.
Zaobera sa tym napriklad ¢lanok [BDHI0].

Po vysledkoch v tejto kapitole vyzera hierarchia nasledovne:
R C Zpre © Z1ere C Lurere C Zos

Vztah medzi triedami LEregexr a nLEregex je otvorenym problémom. Nasa hypotéza
je, ze L1 err je vlastnou podmnozinou .%,;prr. Dobrym kandidatom na dokaz by

mohol byt jazyk L = {a? | p je prvocislo}, ku ktorému existuje regex v € nLEregex:

v = (7! (aaax)\1(\1) * $)

Dosledkom nerovnosti by potom bolo, Ze trieda £} gre nie je uzavreta na komplement,

lebo tuto vlastnost zarucuje prave negativny lookaround.

2.4 Priestorova zlozitost

Veta 2.4.1. L pre € NSPACE(logn), kde n > 1 je velkost vstupu.

Dokaz. Ukazeme, ze lubovolny o € LEregex vieme simulovat nedeterministickym Tu-
ringovym strojom s jednou vstupnou read-only paskou a jednou pracovnou paskou, na
ktorej pouzijeme maximalne logaritmicky pocet policok.

Cely regex si budeme uchovévat v stavoch’] a priddme dotiho $pecidlny znak
ktorym si budeme ukazovat, kam sme sa v regexe dopracovali — bude to akysi smernik
na znak, ktory prave spracovavame. Teda stav bude vyzerat takto: ggpe (pre lepsiu
¢itatelnost budeme uvadzat namiesto stavu iba jeho dolny index: 5 » £), kde ¢ = a,
¢ast [ sme uz namatchovali na vstup a prave sa chystame pokracovat castou &. Ak
» ukazuje na znak, porovname ho s aktualnym znakom na vstupnej paske. Pokial sa
nezhoduju, vypocet sa zasekne. Pri zhode pokracujeme az kym sa ndm neminie vstup
aj regex. Ak » ukazuje na metaznak, potom zistime o akt operaciu ide (ak ma viac
znakov, treba na to niekolko stavov — napr. lookahead) a za¢neme ju vykonavat.

Pracovnd paska bude sluzit ako tlozisko smernikov na rézne miesta vstupnej pasky.

Bude maft forméat Ay#As# ... #A,,. Adresu nejakého policka na vstupnej paske vieme

9Kazdy regex mé podla definicie koneéni dlzku, to znamen4 aj koneény podet stavov.
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zapisat v priestore logn. Ak ukdZeme, ze m je konstanta, potom m.logn € O(logn).
Adresa A; bude rezervovana pre prvy adresny slot na aktualnu poziciu hlavy na vstupe,
nech si ju mame odkial okopirovat, ked treba. Adresy budeme vyuzivat pri operaciach
spatna referencia, lookahead a lookbehind.

Kedze cely regex vidime pri konstrukcii Turingovho stroja, vieme si do stavov za-
kédovat vyznam a poradie adresnych slotov. A celi pracovni pasku si predpripravit
(napisat potrebny pocet #).

Teraz skonstruujeme Turingov stroj M = (K, X, 0, qo, F') k regexu a.

K ={pw» | B,¢ si podslovd o také, Ze B = a}

=% g =»a, F={a»}

d : (v tvare: stav, znak ¢itany na vstupnej péaske)

Kvéli prehladnosti popiseme len hlavné kroky algoritmu.

(B w» ag,a) = {(Ba » & 1)} Ya € ¥ — Ak je v regexe znak, matchujeme ho s

tym na vstupe.

(B » (7)€ a) = {(B(» 7)E,0)} — Ak st to k-te zatvorky a regex obsahuje \k,

zapiseme aktudlnu adresu ako adresu zaciatku pre \k.

I(B(y »)E,a) = {(B(y) » &0)} — Ak si to k-te zatvorky a regex obsahuje
\k, zapiSeme aktudlnu adresu ako adresu konca pre \ k. Pouzivame polootvoreny

interval — znak na koncovej adrese do podslova nepatri.

I(Bw (7)x&a) ={(B(7)*» & 0)} — Pri Kleeneho * madme moznost vykonat aj
0 iteracii, teda zatvorky preskocit. Ak st to k-te zatvorky a regex obsahuje \k,

zapiSeme aktudlnu adresu ako adresu zaciatku aj konca pre \k.

6(B(y) » #&,a) = {(B(» ) %&,0), (B(7)x » £ 0)} — Kleencho : bud opakujeme
alebo pokracujeme dalej.

§(B » \k&, a) = {(qnajai_zaciatok(k), 0)} — Najprv si zapamétame aktualnu poziciu
na vstupe (dalej oznac¢ovanu ako ’aktudlna pracovnd pozicia’). Stav Gnajdi_zaciatok(k)

zodpoveda presunu hlavy na vstupnej paske na zaciatoc¢ni poziciu podslova. Tu

10T 5. v8etky znaky a metaznaky pouzité v regexe a.
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zacneme algoritmus porovnavania podslov podla definicie spatnej referencie — aké
podslovo matchuju k-te zatvorky, také isté musi lezat aj na ’aktualnej pracov-
nej pozicii’. Algoritmus bude porovnavat vzdy postupne po jednom znaku od

zaciatocnej pozicie (Iava zatvorka) po (koniec - 1) (prava zatvorka):

pokial zaciatok != koniec:
zapamataj si znak
zaCiatok++
presunl hlavu na poziciu ’aktudlna pracovnd pozicia’
porovnaj znak (ak nesedi, zasekni sa)
(aktudlna pracovnd pozicia)++
presuni hlavu na poziciu ’zaciatok’

presunl hlavu na poziciu ’aktudlna pracovnad pozicia’

Vidime, ze si docasne potrebujeme zapamétat adresu "aktudlna pracovné pozicia’,

ale po skonceni tohto algoritmu ju mézeme zahodit.

Po tspesnom zbehnuti algoritmu TS prejde do stavu S\k » .

(B w» (7=v)¢,a) ={(» 7v,0)} — Lookahead: zapamétame si aktualnu poziciu na
vstupe do zodpovedajiceho slotu na pracovnej paske a spracujeme regex vnutri
lookaheadu. Ak uspejeme, presunieme hlavu na vstupnej paske naspéat na zapa-

méatant poziciu a pokrac¢ujeme v regexe dalej: §(y »,a) = {(5(7=) » £,0)}.

(B » (7<=7)¢,a) = {(dolava_~,0)} — Lookbehind: zapamétdme si aktudlnu
poziciu na vstupe do zodpovedajticeho slotu na pracovnej paske. Toto je zarazka
pre lookbehind — svoje matchovanie musi skonc¢it na tejto pozicii tak, ze tento
znak uz neberie do ivahy. Nedeterministicky sa vratime o niekolko policok do-
lava (d(dolava_~,a) = {(dolava_~,—1),(» 7,0)}) a skisime matchovat regex
v lookbehinde. Ked uspejeme, porovname aktudlnu poziciu so zarazkou. Ak su
rozne, Turingov stroj sa zasekne. Inak pokracuje vo vypocte dalej, od tejto pozi-

cie: §(y » _overene,a) = {(B(7<=7) » £,0)}.

Pocet adries:

Pre spatné referencie potrebujeme vzdy 2 adresy — na zaciatok a koniec. Ak sa

nahodou budu k-te zatvorky opakovat, napr. kvoli Kleeneho *, v definicii stoji, ze sa
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vzdy berie do ivahy posledny vyskyt, takze adresy prepisujeme pri kazdom opakovani.
V pripade, ze sa k-te zatvorky nachadzaju vnutri lookaheadu/lookbehindu, tiez mame
pre ne rezervované 2 sloty. Algoritmus porovnavania potrebuje 1 dalsiu adresu — ak-
tudlnu pracovni poziciu. Po jeho dokoné¢eni adresu mozeme vymazat (tzn. v dalSom
vypocte prepisat nie¢im inym).

V pripade lookaheadu a lookbehindu spotrebujeme len 1 adresny slot a to tiez len
docasne — dokial sa operacia celd nevykona. Potom je nam tento tdaj zbytoc¢ny. Tieto
operacie vSak moézu byt vnorené a tak v najhorSom pripade zaberu p.logn priestoru,
ak ich pocet je p.

Ak mame 1 rezervovany slot pre aktudlnu adresu, s spatnych referencii, I, looka-
headov a [, lookbehindov, najviac spotrebujeme (1 4+ 2s + 1 + I, + [,) logn pries-
toru. Cely regex a je kone¢ne dlhy, teda pocet operécii je konecny. Co znamend, ze
m=1+2s+ 141, + [, je konstanta a to sme chceli dokazat.

O

Veta 2.4.2 (Savitch [Sav70]). Nech S(n) > logn je piskovo konstruovatelnd, potom
NSPACE(S(n)) € DSPACE(S?(n))
Dosledok 2.4.3. Zere C DSPAC’E(log2 n), kde n > 1 je velkost vstupu.

Ked uz mame deterministicky model pre pozitivny lookaround, vieme triedu rozsirit

aj o ten negativny.
Veta 2.4.4. Zyrpre € DSPACE(log®n), kde n > 1 je velkost vstupu.

Dokaz tejto vety uvedieme neskor. Najprv si zavedieme niekolko novych pojmov.
KedzZe sa budeme opierat o dokaz Savitchovej vety [Du03], bude to akasi forma konfi-

guracii, inSpirovana definiciou Turingovho stroja.

2.4.1 Novy formalizmus

Nasledujtce definicie sa budu tykat zjednoduseného modelu regexov, v ktorom budu
pripustné iba zakladné operacie zretazenia, alternéacie, Kleeneho uzaveru a zlozité ope-
racie — spiatné referencie, pozitivny a negativny lookaround. Dalej bude obsahovat $pe-

cidlne znaky pre Iubovolny znak . , zac¢iatok slova ~— a koniec slova $. Inak povedané,
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nezaujimaju nas tie operacie, ktoré su len kozmetickou tpravou regexov a daji sa

zapisat pomocou prave spomenutych operacii.

Definicia 2.4.5. Konfigurdciou regexu o = r1...r, nazjvame dvojicu (r,w), kde
re(fa)u(a)U(ry...[ri...rn), w e T*] T'* a symbol | ukazuje, kde sa nachddzame
vo vypocte v regexe a v slove.

[' je pracovnd abeceda obsahujiica poschodové symboly s konecnym poctom poschodi

a slovo w v najspodnejsom poschodi obsahuje vstupné slovo pre regex .

Teraz si zavedieme pojem indexovatelnosti zatvoriek. Od modelu so spatnymi refe-
renciami je zavedené cislovanie zatvoriek a potrebujeme odlisit, na ktoré zatvorky je
mozné sa odkazovat.

Je zakdzané odkazovat sa na operacie formy (7...), preto ich ani nechceme a nebu-
deme brat do ivahy v poradi zatvoriek. Z tychto operacii sa v nasom modeli nachadza
iba pozitivny a negativny lookaround. Je povolené odkazovat sa na zatvorky vnutri
lookaroundu, takze sa vieme odvolat na podslovo, ¢o sa zhoduje s pozitivnou formou
(kedze lookaround povazujeme za neindexovatelné zatvorky, staci ho prepisat do formy
(?=(...)) a vieme sa tak referencovat na jeho obsah). Problém nastéva pri negativnej
verzii — podla definicie nesmie najst ziadnu zhodu, inak sa vypocet zastavi. Preto lu-
bovolné jeho zatvorky po akceptacii nedefinuji ziadne podslovo, na ktoré by sme sa
mohli odvolaf.

Avsak pocas vypoctu negativny lookaround spétné referencie a indexovatelnost zat-
voriek vyuzivat moze. Preto definicia bude zavisiet od polohy ukazovatela v regexe (t.j.
od stavu vypoctu) — bude pouzivat indukciu vzhladom na pocet negativnych looka-

roundov, v ktorych je vnoreny.

Definicia 2.4.6. Zatvorka ( v regeze o je indexovatelnd, ak sa bezprostredne za riou
nenachddza metaznak ? a zdroven sa nenachddza vnitri negativneho lookaroundu.
Nech je ukazovatel vnoreny v 1 negativnom lookarounde. Potom najprv posiudime
vonkajsi regex podla predoslého kritéria a potom rovnako posudzujeme kaZdi zdtvorku
( v regexe vnitri tohto negativneho lookaroundu, tak ako keby to bol samostatny rege.
Nech je ukazovatel vnoreny v k negativnych lookaroundoch a predpokladajme, Ze
mame urcené indexovatelné zdtvorky v k — 1 vonkajsich negativnych lookaroundoch.
Indexovatelnost zatvoriek najunitornejsieho negativneho lookaroundu posiudime podla

horeuvedeného kritéria ako keby bol jeho regex samostatnym regexom.
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Jednoducho povedané, indexujeme zatvorky hlavného regexu a regexov vo vsetkych

negativnych lookaroundoch, v ktorych sme préave vnoreni (vo vypocte).

Definicia 2.4.7. Zdtvorka ) v regexe « je indexovatelnd, ak k nej prislichajica

otvdracia zatvorka je indexovatelnd.

Definicia 2.4.8. Nech regex o € nLEregex obsahuje alterndciu. Potom jeho pod-
slovo B nazyvame alternovatelnym, ak je validnym regexom z nLEregex a zaroven

zodpovedd jednej z tychto podmienok:

(i) prvy
[ je prefiz o alebo znak pred (3 je (E
A za (B nasleduje metaznak |

(ii) stredny
znak pred (3 je |
A B je dobre uzdtvorkovany vyraz

A za B nasleduje |
(7ii) posledny
znak pred [ je |
A B je sufix o alebo za  nasleduje ) @

Lema 2.4.9. Alterndcia pouziva iba alternovatelné regexy.

Dokaz. Ukazeme indukciou na pocet alternacii v regexe.

Majme regex o € nLFEregex, ktory obsahuje alternaciu. Bez ijmy na vseobecnosti
nech je to prave 1 alterndcia (potencidlne zlozend z viacerych metaznakov |). Podla
tabulky priorit vieme, Ze alternicia ma najnizsiu prioritu. Regex a moze byt v takychto

tvaroch:

L Bi|...|Bn
2. Ojl(ﬁﬂ N |5n)042

117 podmienky hovoriacej, Ze 8 musi byt validny regex, vyplyva, 7e prislichajtica ) sa bude nachddzat
aZ za metaznakom |
12T isté ako pri podmienke (i) — prislichajica ’(’ sa musi nachddzat pred metaznakom | (susediacim

s )
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Pre oy, a0, 8; € nLEregex i € {1,...,n}. Je zrejmé, 7e 3, spliia podmienku prvého
alternovatelného regexu, f; pre ¢ € {2,...,n — 1} spliiaji podmienku pre stredny
alternovatelny regex a 3, spiiia podmienku pre posledny alternovatelny regex.

Nech plati pre regexy obsahujice m — 1 alternécii, Ze tieto alternacie pouzivaju iba
alternovatelné regexy. Zoberme teraz regex a € nLEregex obsahujici m alterndcii.

Opét vieme « rozdelit bud spésobom 1. alebo 2. na validné regexy z nL Eregex. Kazdy

z 81, ..., Bn, a1, as obsahuje najviac m — 1 alternacii, teda alternacie v tychto regexoch
pouzivaju iba alternovatelné regexy. Navyse je zrejmé, ze aj regexy fi,...,[3, maju
tvar alternovatelnych regexov. O]

Na zédklade definovania pojmu alternovatelnosti vieme jednoznacne urcif, ktoré re-
gexy patria ku ktorej alternécii. Dolezité je, ze to vieme naprogramovat do Turingovho
stroja — pre kazdu alternaciu bude skiimaf, ¢i je ohrani¢end zatvorkami alebo rozdeluje
cely regex na Casti (teda ¢i nastava pripad 1. alebo 2. z dokazu predchadzajicej vety).
Na zaklade pojmu indexovatelnosti zase vieme algoritmicky urcit, ktoré zatvorky su
indexovatelné a teda si k nim uchovat pomocnt informéciu a potom im ju zase spétne
priradit.

V nasledujtcej definicii kroku vypoc¢tu budeme pouzivat v konfiguraciach poschodové
symboly. Informaciu o tom, aké pismenko na danej pozicii lezi, budeme potrebovat
neustale — t4 bude aj stcastou poschodovej varianty pismenka. Specidlna informécia
vo vyssich poschodiach bude patrit k spatnym referenciam a pozitivnemu lookaroundu.
Uz z definicie spatnych referencii vieme, ze informacia o tom, aké podslovo predstavuje
\k ziskame az pocas vypoctu na konkrétnom slove. Referencia \k predstavuje posledné
podslovo matchované k-tymi zatvorkami. Preto informéacia o jeho pozicii musi byt
sucastou konfigurdcie. Zaroven potrebujeme informéciu o kazdom lookaheade/look-
behinde — a to poziciu v slove, kde zacal matchovanie, aby sme sa po jeho vykonani
mohli na tato poziciu vratit. Opat to je informacia, ktora ziskame az pri vypocte na
konkrétnom vstupe a preto si ju uchovame do poschodového symbolu.

Kazdy regex ma konecény pocet operacii, preto aj poschodi v poschodovych symbo-
loch bude konec¢ne vela. Pre kazdu dvojicu zatvoriek potrebujeme 2 miesta (zaciatok a
koniec podslova) a pre kazdy lookaround 1 miesto.

Poschodové symboly st velmi prehladné, ¢o sa tyka zapisu konfiguracii. Z pohladu

vypoctu nejakého Turingovho stroja vSsak moézu byt velmi nepraktické. Pokial nepo-
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zname regex dopredu, je to o to tazsia interpretacia. Preto vo vypoctoch Turingovho

stroja nechame vstup nedotknuty a informaciu pre jednotlivé operacie budeme repre-

zentovat vo forme adries ukazujicich na konkrétnu poziciu v slove.

Definicia 2.4.10. Krok vypoctu je relicia - na konfigurdcidch definovand nasledovne

(najprv napiseme, c¢oho sa jednotlivé kroky tykaji a potom uvedieme formalny zapis):

L
11

111

Iv.

VL

VII

VIII

Precitame rovnaké pismenko v regexe aj v slove.

V regeze ukazujeme na (, ktord je k-ta indexovatelnd. V slove si zaznacime do
poschodového symbolu, Ze na tejto pozicii zacina podslovo ku k-tym zdtvorkam. V
regexe prejdeme za zdtvorku.

Pokial za k-tymi zatvorkami nasleduje x, moZeme sa rozhodnit ich celé preskocit
(aZ za x). V tom pripade si na poschodovy symbol zaznacime zaciatok aj koniec

podslova.

V regexe ukazujeme na ), ktord je k-ta indexovatelnd. V slove si zaznacime do
poschodového symbolu, Ze znak na tejto pozicii uZ do podslova ku k-tym zdtvorkam

nepatri. V regexe prejdeme za zdtvorku.

Narazili sme na zaciatok alterndcie (zaciatok jej prvého alternovatelného regexu).
Musime si zvolit jednu z jej moznosti. Bud budeme plynule pokracovat dalej a spra-
covavat prvy alternovatelny regex alebo skocime na zaciatok lubovolného dalsieho

alternovatelného regexu z tejto alterndcie.

V alterndacit sme prave dokoncili matchovanie jednej z moznosti — ukazujeme na

metaznak |. Skocime v regexe za posledny alternovatelny reger.

Ukazujeme na Kleeneho x, ktorej predchadza pismenko. Mdame 2 mozZnosti. Bud
sa rozhodneme pokracovatl — preskocime v regexe x — alebo spravime dalsiu iterdaciu

— skocime pred pismenko.

Ukazujeme na Kleeneho x, ktorej predchddzaju k-te zdtvorky. Moznosti si rovnaké
ako v pripade s pismenkom. Rozdiel je len v tom, ak sa rozhodneme spravit dalsiu
iteraciu. Potom musime zmazal predosly ziznam k podslovu ku k-tym zdtvorkam

a zaznacit si tuto poziciu ako jeho zaciatok.

Narazili sme na znak spatnijch referencii \k. Do slova si na tito poziciu umiest-

nime pomocny ukazovatel T.
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IX.

XL

XII.

XIII.

XIV.

XV.

XVIL

Stale ukazujeme na \k a v slove uZ mdme umiestneny T a pismenko za nim
neobsahuje znacku konca podslova ku k-tym zatvorkam. Porovndvame pismenkd
v slove na pozicidch s normdlnym a pomocnym ukazovatelom. Pokial sa zhodugjii,

posunieme obe pozicie o 1 dalej.

Stale ukazujeme na \k, v slove je umiestneny T a ukazuje na pismenko zo znac-
kou konca podslova ku k-tym zdatvorkam. Odstranime zo slova T a v regere sa

posunieme za \k.

Narazili sme na pozitivny lookahead. Zaznacime si do poschodového symbolu v

slove, Ze na tejto pozicii zacina a v regexe skocime do lookaheadu.

Skoncili sme matchovanie lookaheadu, ukazujeme na jeho ). V slove skocime na

zaznaceny zaciatok a vymaZeme tito znacku. V regexe skocime za ).

Narazili sme na pozitivny lookbehind. Zaznacime si do poschodového symbolu v
slove, Ze na tejto pozicii zacina. V slove skoc¢ime o niekolko symbolov nazad (lu-
bovolnd pozicia medzi zaciatkom slova a sucasnou, vrdtane tychto 2) a v regeze

skocime do lookbehindu.

Skoncili sme matchovanie lookbehindu, ukazujeme na jeho ). Zdrover v slove

ukazujeme na jeho zaznaceny zaciatok. ZmazZeme tito znacku a v regexe prejdeme
za ).
Narazili sme na negativny lookahead. Pokial neexistuje postupnost konfigurdcii

takd, Ze regex v negativnom lookaheade by matchoval nejaky prefix slova zacinajic

od stucasnej pozicie v slove, potom maozeme lookahead preskocit.

Narazili sme na negativny lookbehind. Pokial neexistuje postupnost konfigurdcii
taka, Ze regex v negativnom lookbehinde by matchoval nejaky sufiz slova konciac

na sucasnej pozicii v slove, potom maozZeme lookahead preskocit.

Formalny zdpis:

L
I

VaeX: (ri...[a...rpwr. .. [a...wy) b (r..caf..orp,wy.caf. . wy)

Nech ( je indexovatelnd, k-ta v poradi: (r1...[(...7p, w1 ... [Wj... W)

(1) + (rl...((...rn,wl...fu’jj...wm)

33



2.4. PRIESTOROVA ZLOZITOST KAPITOLA 2. NASE VYSLEDKY

Ak za jej uzatvdracou zdtvorkou nasleduje x, t.j. « je tvaru ry...[(...) * ... 1y,
potom
k,/

(2)|—(7‘1...(...)*(...rn,wl...hﬁj...wm)

III. Nech ) je indexovatelnd, k-ta v poradi:

(e D) eormywr e Wi ) (1 )Ty w0y [ )

IV. Nech podslovd oy, s, ...,as regexu o su vsSetkymi clenmi zobrazenej alterndcie:

(r1... Jag|ag] .o Jaa . orp wy o Jwy . wy,)
j

(1) & dalsi prechod v oy

2)F(r...aqlfas] ... |lag...rp,wi . Jwj .. wpy)
(A F(rcanfoo] o ffaa . orpwr o Jwy . wy)
V. Nech podslovd o, a, ..., a4 regezu o su vsetkymi clenmi zobrazenej alterndcie,

potom pre vSetky moznosti:

(r1...oqflog] .. |laa. . .rp,wr .o Jwj . wy,),

(r1..coqagf] . |laa...rp,wr . Jwj . wy,)

e

(r1...an]ag| .. Jaai]oa .. .rp,wy oo Jwy .o wpy)
F(r...oqlas] .. Jaai|aal.orp,wr L Jwy o wpy)

2)F(r . Jax. . .rp,wr . Jwy .. wy,)

VII. (7’1...(ri...rl)(*...rn,wl...tga...ilf)lb...(wj...wm)
k k
e !
(1) I—(7“1...](fri...rll)g*[...rn,wl...wa...wb...[wj...wm)

3Podla definicie spitnjch referencii plati posledné podslovo néjdené regexom v k-tych zatvorkach.
Pri tejto pracovnej pozicii v regexe je zrejmé, ze nejde o prvy prechod cez tieto zatvorky a teda
existuje také a,b, ze k je v slove nad w, a k' nad wy. Ak nastane prechod (2), pdvodné horné

indexy k, k' mizni a pridéva sa k nad w;.
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([
k k

/

a- W Wy W)

Tio o 1) % T Wy e W o e Wh . [ W W)
k

I—(rl...(\k...rmwl...Tulfa...llfj/b...fwj...wm)

IX. (7"1...f\k...rn,wl...zﬁa...'rwc...z,f)/b...fwj...wm), kde a < ¢ < b a zdroven

X. (rl...[\k...rn,wl...Ja...TzlfJ/b...[wj...wm)

= (1"1...\k:f...Tn,wl...Iga...zlf]/b...wjf...wm)
XI. Nech (?=...) je k-ty pozitivny lookahead v poradi:
(ri. o [(f=..) corpwr o wy o wy,)

F (e (=] ) e wr . TRy w)

XII. Nech ) patri ku k-temu pozitivnemu lookaheadu v poradi:

(reee (2= ) orpywr . o wy . w)
F(r...(?= )] corpwn e Jwp e wy L wy)

XIII. Nech (?<=...) je k-ty pozitivny lookbehind v poradi, VL € {0,...,j — 1}:
(r.. [(9<=...) corpwr .. Jwj . wey)

l—(7’1...(?<:f...)...rn,w1...fwj_L...lfU:...wm)

XIV. Nech ) patri ku k-temu pozitivnemu lookbehindu v poradi:

(re oo (P<=. ) rmwr e T80 )
F(rio (9<=. )] . orpwr . Jwy . wy)

XV. Ak fp e {G,....om}: ([rp...ry, Jwy.oowy) B (... wy .. w,[), potom:

(ry . [(2 g eom) ooy wr L Jwy W)

(o (g cor)]ocorpwr L Jwy L wpy)

M. a w; mdzu byt poschodové symboly, avSak pri tejto rovnosti poschodia ignorujeme — chceme

porovnat iba pismenkd v slove, prislichajice tymto pozicidm.
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XVL AkBpe{1,....5-1}: ([re...r, [wy . cwj1) B (1. oy [,wy . ow; 1 [), potom:

(ry . J(0<!rg.com) o orpwr o Jwy e wy,)
... (2<!rp..or)|. o orpwr o Jwy oo wpy)

Prechody XV. a XVI. sa mozu zdat tfazkopadne, tazko overitelné. Nie je vSak Si-
kovny spdsob ako krokmi znézornit, ze sa nieco neda. Mozeme si to vSak predstavit
tak, ze k vntutornému regexu mame zostrojeny deterministicky Turingov stroj, ktory
vie postupovat podla krokov I. — XIV. a méa obrateni akceptaciu. Teda ak by chcel
akceptovat, zamietne, a ak sa zasekne/zamietne, tak akceptuje.

Tato tvaha nezahifna vnorené negativne lookaroundy. Potrebny Turingov stroj sa
viak d4 zostrojit aj tak. Kedze kazdy regex musi byt konecnej dlzky, nejaky z tych
negativnych lookaroundov musi byt najvnitornejsi — bez vnorenych negativnych look-
aroundov. Prave k nemu vieme zostrojit vyssie popisany Turingov stroj. Potom Tu-
ringov stroj pre negativny lookaround, ktory ho obaluje bude spustat tento Turingov
stroj a tak dalej, vieme zostrojovat Turingove stroje zvnutra von. Pri vypocte sa potom

budt navzajom volat zvonka smerom dnu.

Definicia 2.4.11. Jazyk generovany regexom « je mnozina
L(er) = {w | platt (Tev, [w) =" (af, w[)}

Poznamka 1. Postupnost konfigurdcil ([«, [w) F* (af, w[)¥] pre dany regex a a
slovo w nazyvame akceptaény vypocet. Konfigurdciu ([«, [w) nazyvame pociatocnou
a (af,w[) akcepta¢nou konfiguraciou.

Poznamka 2. Definicia je pisand univerzalne pre vSetky triedy regexov. Je
zrejmé, ze ak dand trieda neobsahuje nejaki operaciu, v akceptacénych vypoctoch jej re-
gexov sa nebudi nachadzat kroky vypoctu prislichajice tejto operacii. Triedy regexov

preto budu pouzivat iba tieto body z definicie:

Regex | I.-VII.
Eregex | I.-X.
LEregex | I.-XIV.
nLEreger | I.-XVL

15Bez ohladu na to, ¢o obsahuju vyssie poschodia symbolov vo w.
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Lema 2.4.12. Nech o € ZLgrEp a w € L(«). Potom existuje akceptacny viypocet, ktory

md najviac 3 - || - |w|* konfigurdcii.

Dékaz. Pri prechodoch medzi konfigurdciami I., IT., TII., IV., V., VI.(1), VIL(1), IX.,
XI., XIV., XV. a XVI. sa ukazovatel posuva vzdy vpred bud v slove alebo v regexe
alebo v oboch. Keby sme vyuzivali iba tieto prechody, akceptacny vypocet ma najviac
la| + |w| konfiguracii.

Zostali kroky vypoctu, v ktorych ukazovatel skace dozadu alebo zostava na mieste,
rozoberme si ich postupne:

VI.(2),VII.(2) — v pripade Kleencho * nastava dalsie opakovanie. Kedze w € L(«),
existuje pre w akceptacny vypocet. Takychto vypoctov moze byt viac, napriklad ak
sa v a vyskytuje regex (3)* taky, ze e € L(3). Potom existuje nekonecne vela vypoc-
tov, ktoré sa lisia v pocte prechodov tymto regexom. Z nich si vyberieme najkratsi
akceptacny vypocet. Vyberme si lubovolni * a sled jej iteracii v nejakom momente vy-
poétuﬂ nech je ich pocet k. Pokial & = 0, potom je to krok I1.(2) a ten sme uz zaratali.
V pripade k = 1 opat krok VI.(2) ani VII.(2) nenastali. Nech teda k& > 1. Tvrdime,
ze kazda iteracia v tomto slede okrem poslednej matchovala aspon 1 pismenko. Uka-
zeme to sporom. Nech nejaka i-ta, ¢+ < k, matchovala prazdne slovo. Potom vsak tuto
operaciu mozno vymazat zo sledu, napojit rovnaké konfiguracie na jej zaciatku a konci
a mame kratsi vypocet, ¢o je spor. Tvrdenie neplati pre poslednu iteraciu, pretoze
pokial je iterovany regex v zatvorkach, posledna iteracia ovplyvnuje podslovo, ktoré
bude vyjadrené spatnymi referenciami a jej vymazanie by mohlo pokazif akceptacny
vypocet. Takyto sled vyuziva (k — 1)-krat prechod VI.(2) alebo VIIL.(2), teda prvé pis-
menko je zadarmo. Zaroven vsak platime naviac za 1 navrat v VIL.(2), pokial chceme
mat posledné slovo . Predstavme si preto, Ze platime za prvé pismenko a neplatime
za posledny prechod na prazdne slovo — v takomto pripade ziskame horny odhad po-
¢tu konfiguracii, lebo na zaver nemusi byt zakazdym e a zaroven podla tvrdenia prvy
prechod musi byt na pismenko.

Odhadnime teraz dizku najkratdicho akceptaéného vypoctu aj s pouzitim krokov

VI.(2) a VIIL.(2). Celkovo pocet navratov moze byt najviac |w|, pretoze kazda itera-

16T4t0 * moze mat viac sledov iterdcii, pokial sa nachiddza v poli posobnosti inej *. Ak vonkajsia
* vykondva niekolko (>1) iterdcii, potom vnitornd * je v kazdej z nich spistand odznova. Teda

moze existovat niekolko jej sledov iteracii.
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cia, za ktora platime navratom, musi matchovat aspon 1 pismenko. Medzi 2 navratmi
pouzivame nendvratové kroky, ktorych je najviac |w| + |a|. Preto akceptaény vypo-
et obsahujtci doteraz spomenuté kroky vypoctu bude mat najviac |w| - (Jw| + |a])
konfiguracii.

VIII., X. — prechody, pri ktorych sa ziaden ukazovatel nepohne. Tieto prechody na-
stavaju pri spatnych referenciach a jedna sa o objavenie sa alebo zmiznutie pomocného
ukazovatela. Pocet spatnych referencii je najviac |a| a kazdé z nich sa méze nachadzat
v poli posobnosti nejakej *, preto je vykonavana najviac tolkokrat, kolko moze byt
iteracii. Odhadli sme, Ze vSetky * na celom slove spravia najviac |w| opakovani. Preto
kroky VIII. a X. nastant najviac (|a| - |w])-krét.

Z toho vyplyva, Ze pre regex || a slovo w existuje akceptacny vypocet, ktory obsahuje

najviac |w| - (Jw] + |a]) + |w| - |a| < 3 |w|* - |a| konfiguricii. O

Spocitajme pocet vSetkych konfiguracii pre triedu regexov LEregex. Vstupné slovo a
regex mame, menia sa iba polohy ukazovatelov a informécii. Ukazovatel v regexe mdze
mat (4 1) pozicii a pre ukazovatel v slove existuje (w + 1) réznych pozicii. Co sa tyka
ukazovatela pre spéatné referencie a informéacii v poschodovych symboloch, kazdy prvok
z tejto mnoziny moze mat (w+ 1) pozicii alebo sa v slove nenachéddzat. Mohutnost tejto
mnoziny je m = 1+ 2 - (pocet spatnych ref.) + (pocet lookaroundov) < 2r + 1. Pocet

vsetkych moznych konfiguracii je dohromady:
(r+1)(w+1)(w+2)" < (r+1)(w+2)* = O(rw?*?) (2.2)

Keby sme priamo pokracovali v dokaze lemy [2.4.12] odhad by nebol lepsi ako [2.2
Nasledujica lema to ukazuje vseobecnejsie.

Definujme si hibku vnorenia lookaroundov ako podet lookaroundov vnorenych
v sebe. Lookaround obsahujtci regex z Eregex mé hibku 1. Lookaround obsahujuci

regex z LEregex, kde maximum zo vietkych hibok lookaroundov je i — 1 m4 hibku A.

Lema 2.4.13. Majme triedu regexov taki, Ze funkcia f(r) urcuje ich mazimdlnu hibku
vnorenia lookaroudov, kde r je dlZka regezu. Potom pocet konfigurdcii v akceptacnom

vipocte pre slovo dizky w je najviac O(rw?(rw)?™).

Dékaz. DokdZeme si to matematickou indukciou vzhladom na hibku vnorenia looka-

roundov h.
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Béaza indukcie: Nech h = 1. V regexe je k < r lookaroundov, ktoré vnuitri nemaja
ziaden lookaround. Kedze lookaroundu nie st priradené ziadne pismenka zo vstupu,
mozeme ho brat ako samostatny regex, ktory v najhorsom pripade matchuje celé w.
Vnutri kazdého lookaroundu je regex z Eregex, pre ktory podla lemy existuje
akceptacny vypocet s najviac 3rw? konfiguraciami. Mimo vsetkych lookaroundov je tiez
regex, pre ktory plati tato lema. V najhorsom pripade sa lookaround nachadza vnutri
regexu, ktory je iterovany % a moze byt spusteny najviac w-krat. Kazdy lookaround
teda pridd najviac 3rw?® konfigurdcii. Spolu 3rw? +r - 3rw?® = O(r*w?) = O(rw?(rw)*).

Indukény krok: Nech tvrdenie plati pre h—1, ukazeme, ze plati pre h. Regex obsahuje
k < r lookaroundov s hibkou vnorenia najviac h. Zoberme si lubovolny z tychto looka-
roundov. Jeho vnitorny regex obsahuje lookaroundy s hibkou vnorenia najviac h—1 a
podla indukéného predpokladu takyto regex pridava O(rw?(rw)h~1) konfiguricii. Po-
zrime sa teraz na cely regex. Ked ignorujeme lookaroundy, akceta¢ny vypocet mé 3rw?
konfigurdcif. KaZzdy lookaround prida O(rw?(rw)?~!) konfigurdcif a moze byt spusteny
najviac w-krat, pokial sa nachadza v poli pésobnosti nejakej *. Lookaroundov je naj-
viac r, teda dohromady m4 akceptaény vypocet najviac 3rw? + rw - O(rw?(rw)-1) =

O(rw?(rw)") konfiguracif, ¢o sme cheeli dokdzat. O

Pre triedu LEregex je hlbka vnorenia lookaroundov maximalne dlzka regexu —
f(r) = r, teda akceptacny vypocet moze mat najviac O(rw?(rw)") = O(r"w"?) kon-
figuracii. Tento odhad je velmi podobny odhadu [2.2] Druhy extrém je trieda regexov,
ktorej lookaroundy maji hibku vnorenia konstantni, teda f(r) = O(1). V takom pri-

pade mé akceptacny vypocet najviac O(rw?(rw)°™M) konfiguracif.

2.4.2 Regex a slovo na vstupe

V praxi casto regex dopredu nepozname. Vstupnym udajom je text na vyhladava-
nie a rovnako aj regex, ktory znazornuje poziadavku na vyhladavanie. Tento problém

predstavuje jazyk
L(regex#word) = {word | word € L(regex) A regex € U}

kde U musi byt konkrétna trieda regexov (napriklad jedna z Regex, Eregex, LEreger,
nLEregex).
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Veta 2.4.14. L(regex#word) € NSPACE(nlogn), kde regex € LEregex.
(Presnejsie NSPACE(rlogw), kde r = |regex| a w = |word|.)

Dokaz. Zostrojime nedeterministicky Turingov stroj M, ktory bude akceptovat jazyk
L(regex#word) a na pracovnych paskach zapiSe najviac O(rlogw) policok. M bude
maf vstupnu read-only pasku a 4 pracovné pasky.

Na prvu pracovnu pasku si M na zaciatku prekopiruje cely regex a na tejto kopii bude
pracovat. Na druhej paske bude uchovavat informéaciu z poschodovych symbolov. Na
tretej paske si bude poéitat aktudlnu poziciu na vstupe v ¢asti slova word (je ohrani¢ené
zlava # a sprava endmarkerom) a Stvrta paska bude pomocné pri procedurach, ktoré
spomenieme neskor.

Informacia z poschodovych symbolov bude zapisand vo forme niekolkych adries —
pracovné pozicia (= ukazovatel) v slove, ukazovatel pre spatné referencie, zaciatok
a koniec podslova pre k-te zatvorky VEk, zaciatok lookaheadu, zaciatok lookbehindu.
Vsetky adresy budu oddelené oddelovac¢mi. Na zaciatku vypoctu Turingov stroj M
prejde cez regex a spocita, kolko adries potrebuje. Podla toho si na pasku zapise po-
trebny pocet oddelovacov. Ukazovatel v slove nastavi na prvy symbol, ostatné adresy
budt nedefinované. Hlava na vstupnej paske bude vac¢sinu ¢asu zodpovedat pozicii uka-
zovatela v slove. Adresu na tito poziciu bude M potrebovat, ked pribudne ukazovatel
pre spatené referencie a v slove tak budua ukazovatele 2.

Informacia zapisana na paskach zodpovedda pociatocnej konfiguracii pre regex regex
a slovo word. M bude postupovat podla krokov vypoétu z definicie[2.4.10] Vzdy si jeden
nedeterministicky zvoli. Ak sa d4 vykonda ho, inak sa zasekne. Pokial ma definovany
ukazovatel pre spatné referencie, M je povinny pracovat s nim. Pri overovani podmienok

a vykonavani krokov vypoc¢tu bude M vykonavat nasledovné tkony:

1. indexovatelnost zatvorky ( — overenie, ¢i vedlajsi znak je 7

2. odpocitanie adresy pre k-tu zatvorku — zadznam o tom, za ktorou zatvorkou sa
v regexe nachddzame, si mézeme uchovavat na 4. pracovnej paske. Adresa na
zaciatok podslova pre k-te zatvorky je (2k + 1)-va v poradi, na koniec podslova

ukazuje adresa hned za 1ou.

3. ndjdenie prisluchajicej zatvorky — medzi zdtvorkami musi byt dobre uzatvorko-
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vany vyraz, teda pocitame +1 za kazd (" a -1 za kazdt )’ [

4. indexovatelnost zatvorky ) — najdenie prislichajicej ( a overenie jej indexovatel-

nosti

5. overenie alternovatelnosti — na jednom konci ma metaznak | a na druhom bud
metaznak | alebo ’(’ pripadne ')’ (algoritmus z kroku 3.) alebo siaha az do konca

slova
6. skok ukazovatela o konstantny pocet krokov — staci pocitadlo v stave

7. priradenie spatnej referencie k zatvorkdm — zapisané ¢islo z \k si M skopiruje na

4. pomocnu pasku a odpocita si adresu pre k-te zatvorky podla kroku 2.
8. pridanie ukazovatela pre spatné referencie = kopirovanie adresy

9. praca s 2 ukazovatelmi v slove — pismenka zistuje 1 prechodom slova a podla nich

upravuje ukazovatele

10. porovnéavanie adries — napr. kopirovanim 1 z nich na 4. pracovnu péasku

Podla popisanych tikonov mame na 4. pracovnej paske zapisanych najviac O(logr +
logw) policok. Na 3. paske je adresa s aktudlnou poziciou v slove zaberajica logw
poli¢ok. Na 1. péske je regex dlzky r. Pocet spatnych referencii (s), lookaheadov (I,)
a lookbehindov (I,) je najviac r, preto na 2. paske je 2 + 2s + [, + [, < 2r + 2 adries,
¢o je najviac (2r 4+ 2) logw = O(rlog w) zapisanej paméte a je to viac ako na zvysnych
paskach. Celkovo tak M zapise najviac O(rlogw) = O(rlogw) = O(nlogn) paméte.

[

Dosledkom Savitchovej vety ziskavame:
Veta 2.4.15. L(regex#fword) € DSPACE(n?log?n), kde regex € LEregex.

Opét pre niektoré triedy vieme dokazat lepsi vysledok. Upravime dokaz Savitchovej
vety tak, aby pouzival kratsie konfiguracie — namiesto konfiguracii Turingovho stroja
pouzijeme konfiguracie z nového formalizmu, ktoré reprezentuju vypocet regexu na
slove. Kedze regex aj slovo méame na vstupe, v skutocnosti ndm staci pamétat si v oboch
pracovné pozicie, na to potrebujeme O(logr +log w) policok, a informéciu z poschodo-

vych symbolov — t1 si vieme tiez zaznamenat vo forme adries reprezentujicich poziciu

17 Ak poéita sprava dolava, hodnoty prendsobime -1, aby sme nedostali na zaciatku siéet -1.
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v slove. Preto celd konfigurdcia bude zaberat O(r log w) poli¢ok. Z odhadov o dl7ke naj-
kratsieho akceptacného vipoctu ziskame odhad na hibku rekurzie testovacej funkcie.
Pokial budeme mat zarucené, ze dizka akceptacného vypoctu je najviac polynomidlna

od dlZky regexu a slova, budeme potrebovat dokopy O(nlog®n) policok.
Veta 2.4.16. L(regex#tword) € DSPACE(nlog®n), kde regex € Eregex.

Dékaz. Pre tcely dokazu budeme oznacovat w = |word| a r = |regez|, teda w+r = n.

Zostrojime deterministicky Turingov stroj M, ktory bude akceptovat jazyk L(regex#word)
a na kazdej pracovnej paske pouzije najviac O(nlog®n) policok. M bude mat vstupni
read-only pasku a 2 pracovné pasky.

Myslienka je podobné dokazu Savitchovej vety [Du03] — M bude vykonavat funkciu
TESTUJ(Cy,Cy,1), ktord zisti, ¢i sa vieme dostat z konfigurdcie C; do konfigurécie
(5 na i krokov.

Podla lemy vieme, ze ak existuje akceptacny vypocet pre w, potom existuje
aj akceptacny vypocet taky, ktory ma najviac 3rw? konfiguricii. Na zdklade tohto vy-
sledku bude M zistovat, ¢i sa z pociatocnej konfiguracie Cy vieme dostat do akceptacnej
konfiguracie C,, na 3rw? krokov — TESTUJ(Cy, Cy, 3rw?).

Pseudokéd procedury TESTU J:

bool TESTUJ(Cy,Ca,1)
if (Cy==C,) then return true
if (i>0 A CiFC5) then return true
if (i<=1) return false
iteruj cez vsetky konfiguracie Cj
if (IT'ESTUJ(Cy,Cs,|%]) A TESTUJ(Cs,Cs,[%])) then return true

return false

Pre podrobnejsi popis pseudokédu je nutné, aby sme najprv definovali tvar konfi-
gurécie. Pouzijeme zapis z definicie [2.4.10] v tvare (ay ... [a;...ap,by...[bj...by) res-
pektive (a1 ...[a;...am,by1...Tb ... [bj...by), kde a;...a, = regex ab;...b, = word.
Reprezentovat ich budeme vo forme 2 resp. 3 adries — pracovna pozicia v regexe (i),
pracovnd pozicia v slove (j) a adresa k spétnej referencii (7). Namiesto poschodovych
symbolov si M bude pre kazdu konfiguraciu pamatat informaciu, ktoré zatvorky zod-

povedaju ktorému podslovu slova word. Pre kazdé zatvorky si ulozi 2 adresy — zaciatok
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podslova a 1 policko za koncom podslova (pouZijeme polootvoreny interval (za¢, kon)).
Pre kazdy lookahead a kazdy lookbehind bude mat vyhradené 1 adresné miesto aby si
zapamatal, kam do slova ukazoval, ked nanho narazil.

Popis pseudokodu:

riadok 2 Ak ) = (5, potom vieme prejst z C; do Cs na Tubovolny pocet krokov.

riadok 3 Plati C; # C5. Ak ¢ = 0, nevieme prejst do ziadnej inej konfiguracie ako
(1, teda vratime false. Nech ¢ > 0. Skontrolujeme podla definicie [2.4.10 ¢i
plati C7 F C5. Konfiguracie si ulozené na paske ako m-tice, kde m = 3 + 2 -
(pocet zatvoriek)+(pocet lookaheadov)+(pocet lookbehindov): Cy = (dy, ..., dy),
Cy = (e1,...,em). Nech dy,e; st pracovné pozicie v regexe, ds, ey st pracovné
pozicie v slove a d3, e3 pracovné pozicie ukazovatela pre spatné referencie, pricom
ds3, e3 mozu byt nedefinované (na prislichajicom mieste medzi oddelovaé¢mi ad-
ries nebude ni¢ zapisané). T'S M overi, ¢i je splnend nejaka z tychto podmienok
(rfmske ¢isla zodpovedajt tym v definicii 2.4.10):
L. regex|d,] = word|ds] N (e1,...,em) = (dy + 1,dy + 1,nedef,dy,...,dy)
IT. (1) regex[d;] ='(’
A regex|d;] je indexovatelna
A nech dy, prislicha k regez|[d], 4 < k < m: e, = ds (sedi zaciatok podslova)
A (e1,... em) = (dy + 1,dy,nedef,dy, ... dg_1,do,dis1,...,dy)
II. (2) regex[di] ="(’
A 2 policka pred poziciou es je v regexe )%’
A zétvorky regex(d;] a regex[e; — 2] st k sebe prislichajiced™
A nech dy prislicha k regex|d;], 4 < k < m: e, = epy1 = do (zaliatok a
koniec podslova je nastaveny na to isté policko)
A (e1,....em) = (di + l,da,nedef,dy, ... dg_1,€k, €xs1,dgia,---,dy) pre
leN
III. podobne ako II.(1) — kontrola, ¢i sedi koniec podslova

_7|7

IV. regex[e; — 1]

A regex medzi d; a najbliz§im metaznakom | je alternovatelny

8To M skontroluje tak, Ze si over{, Ze medzi nimi ku kazdej ’(’ existuje ’)’ — teda pocet vyskytov ’(’

a )" musi byt rovnaky.
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VL
VL

VIL
VIL

VIII.

IX.

XI.

XII.

XIII.

A vSetky regexy ohranic¢ené | medzi d; a e; st alternovatelné
A (e1,...,em) = (di +1,do,nedef,dy,...,dy,) prel € N

. regex[dy] ="|’

A vSetky regexy ohrani¢ené | medzi d; a e; st alternovatelné

A regex medzi e; a najblizsim metaznakom | nalavo od neho je alternovatelny
A (e1y... em) = (dy +1,do,nedef,dy,...,d,) prel € N

(1) regex|di] ="+ A (e1,...,em) = (d1 + 1,da, nedef,dy, ..., dy)

(2) regex|d] ="+’

A regex[d; — 1] =a, a € X

A (e1,...,em) = (di — 1,ds,nedef, dy, ..., dpy)

(1) regex[di] ="+ A (e1,...,em) = (di + 1,da,nedef,dy, ..., dpy)

(2) regex[d;] ="+’

A regexle; — 1] =’(" a prislicha k regez|d;]

A nech di, di1 prislichaju k tymto zatvorkam, potom e, = ds, e, 1 = nedef
A (e1,...,em) = (dy — l,dy,nedef,dy, ... ,dp_1,€k, €xr1,dgro, ..., dp) pre
leN

_

regeald)] ="\

A nasleduje ¢islo k, 0 < k < (pocet indexovatelnych zatvoriek)
A(e1,...,en) = (di,do,dogro,dy, ..., dp) (dagio je adresa zaciatku podslova
prislichajica ku k-tym zatvorkam)

na pozicii d; je podslovo "\ k’

A podobne ako I.— musi platit d3 < dor.3 a spravne sa posunu adresy ds, ds
na pozicii d; je podslovo "\ k’

N d3 = dapy3

A (e1y.. . em) = (dy,da,nedef dy, ... dy)

na pozicii d; je podslovo ’(7=’

A nech d; adresa prislichajica k tomuto lookaheadu: ¢; = ds, teda
(e1,...,em) = (d1 +3,do,nedef,dy, ... ,dj_1,da,dis1,...,dy)

regex[d;] =) a prislicha lookaheadu, ktorému patri adresa d;

A (€1, em) = (dy+ 1,dy,nedef,dy, ..., d_1,nedef,dq,...,dy)

na pozicii d; je podslovo ’(7<=’
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A nech d; adresa prislichajica k tomuto lookbehindu: e; = ds
A(er, ... em) = (di4+3,do—1l,nedef,dy, ..., d_1,ds,dpsq, ..., dy), kdel € N
XIV. regex|[d;] =")" a prislicha lookbehindu, ktorému patri adresa d;
A dy = d;
A (e1,...,en) = (d1+ 1,dy,nedef,dy, ... di_1,nedef diiq,...,dy)
KedZze regex neobsahuje negativny lookbaround, dalsie riadky z definicie netes-

tujeme.

riadok 4 Po predoslych riadkoch plati Cy # Cy A Cy ¥ Cy. Ak zaroven ¢ <= 1, potom
sa z C1 do Cy na i krokov dostat nedokdzeme. TESTU J vrati false.

riadok 5 M zacne iterovat cez vSetky mozné konfiguracie — t.j. vSetky mozné kombi-
nécie adries z mnoziny {1,...,d}, kde d = [log(r +1)] pre d; a d = [log(w +1)]
pre ostatné adresy. Vygenerované C'3 bude mat M ulozené ako lokalnu premenn.

riadok 6 M testuje, ¢i je C3 vo vypocte v strede medzi C a Cy. Ak obe volané proce-
dury vratia true, vratime true. Inak sa M vrati na riadok 5 a vygeneruje dalsie
Cs.

riadok 7 Neexistuje vhodna konfiguracia Cj3, teda sa nevieme dostat z C; do C5 na

krokov. Vratime false.

Podla vyssie $pecifikovanych m-tic pre konfigurdcie bude tivodné nastavenie nasle-

dovné:
Co=( 0, 0,nedef,nedef, ... nedef nedef,... nedef)
Co = (log(r + 1), log(w + 1), nedef, ai,..., Qog, bi, ..., b1, )
adresy pre adresy pre
spéitné lookahead a lookbehind
referencie
Akceptacna konfigurdcia moze maf vela moznosti nastavenia adries aq, ..., as, by, ...,

bi,+i, @ M nevie, ktoré z nich je to spravne. Preto bude spustat procediaru T'ESTU J pre
vsetky mozné akceptacné konfiguracie. Akonahle 1 vypocet vrati true, M akceptuje.
Ak vsetky vratia false, M zamietne. Skiisanie vsetkych moznych adries pre M znamena
iterovanie od (0,0, ...,0) do ([log(w+1)],..., [log(w+1)]), pricom 0 znamena nedef.

Turingov stroj M rekurzivne vola procediru TESTU J. Preto na prvej paske bude

maf zasobnik, kde budu ulozené zaznamy o jednotlivych volaniach. Druha paska je
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pomocna pri vykonavani konkrétneho volania — M potrebuje konstantny pocet adries,
aby mohol realizovat porovndvanie (overovanie rovnosti konfiguracii a adries, overova-
nie konkrétneho rozdielu medzi adresami), zistovanie prislusnosti zatvoriek (t.j. ktora
je druha zatvorka k tejto — treba podéitat zatvorky (,)), zistovanie poradia zétvorky-
/lookaheadu/lookbehindu a prislichajiicej adresy, kontrolu alternovatelnosti (to je v
podstate pocitanie zatvoriek), ¢itanie cCisla k za metaznakom \ a hladanie adries pre
k-te zatvorky, . ..

Zrejme ak existuje akceptacny vypocet, M ho najde. Treba ukazat, Ze sa pri tom na
kazdej paske zmesti do paméte O(n log? n). Podla predchadzajiceho odstavca vieme,
7e na druhej (pomocnej) péske potrebuje O(logn) poli¢ok, ¢o spliia podmienku. Spo-
¢itajme velkost paméte potrebnil na zapisanie zasobnika.

Adresy vieme zapisat v logaritmickom priestore zavislom od dlzky slova, kam uka-
zuju. Pre regex to bude logr a pre slovo logw, pretoze vieme adresovat od oddelovaca
4. Cislo i je najviac 3rw? a tiez ho vieme zapisat v logaritmickom tvare, ¢o zaberie
log(3rw?) = log 3 + logr + 2log w policok. Plati r < n,w < n, lebor +w+ 1 =n.

Pocet zatvoriek, lookaheadov a lookbehindov je v regexe dokopy najviac r, teda
jedna konfiguracia bude potrebovat najviac logr + 2logw + 2r logw priestoru.

Jeden zaznam procediry T ESTU J obsahuje 3 konfiguracie a ¢islo i, ¢o spolu zabera
log3 + logr + 2logw + 3logr + 6logw + 6rlogw = O(rlogw) = O(nlogn) priestoru.

Pocet zédznamov v zdsobniku zavisi od hlbky rekurzie. KedZe zadiname na hod-
note i = 3rw? a pri kazdom volani je i zmensené na polovicu, hibka vnorenia bude
log(3rw?) = O(logn®) = O(3logn) = O(logn).

Celkovo M na zasobnikovej paske zapise O(logn)-O(nlogn) = O(nlog®n) priestoru.

O

Désledok 2.4.17. Nech U je trieda regexov, pre ktoré plati, Ze pocet konfigurdcii v ak-
ceptacnom vypocte pre regex o a slovo w je najviac f(n), kde n = |a| 4+ |w|+ 1. Potom
L(regex#word) € DSPACE(n -logn -log(f(n))), kde regex € U.

Dékaz. Vyplyva z dokazu vety [2.4.16{— hlbka vnorenia funkcie TESTU J je logaritmus

z horného ohrani¢enia dizky akceptaéného vypoctu. O]

Désledok 2.4.18. Trieda regezov s hibkou vnorenia lookaroundov zhora ohranicenou
konstantou h patri do DSPACE(nlog®n).
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Dékaz. Podlalemy|2.4.13|je pocet konfiguracii v akceptacnom vypocte najviac O((rw)").
Potom hibka rekurzie funkcie TESTU J je

log((rw)h) = hlogr + hlogw = O(logr + log w)
A to je ten isty odhad ako v dokaze vety [2.4.16| n

Teraz nasleduje slibeny dokaz vety [2.4.4] Pouzijeme ddkaz predoslej vety a vyuzijeme
to, ze regex pozname dopredu — v takom pripade je jeho dizka konstantnd, vieme pocty
jeho operécii a preto sa dé jeho konfiguracia este viac skratit tak, ze adresy zaznacime
do niekolkych stop nad sebou, takze zabera O(logn) priestoru. Vdaka konstantnej dlzke
regexu sa da dlzka akceptacného vypoétu odhadnit polynémom od dizky vstupného
slova.

Oproti predoslej vete pribudli aj nové operacie, ktoré je treba zahrnit do konstrukcie.
Pre negativny lookaround je nutné zistif, ¢i do neho dané podslovo nepatri. To urobime
tak, Ze vezmeme jeho vnutorny regex a spustime na nom vypocet na dalsej paske, ako
keby toto bol nas vstupny regex. Jeho vypocet bude ohraniceny na nejakom podslove
vstupu a niekedy ho bude treba spustat viackrat pre rézne podslova. Pokial pre vsetky
pripady dostaneme odpoved, Ze vypocet neexistuje, negativny lookaround akceptuje.
Treba si uvedomit, ze spustanie vypoctu negativneho lookaroundu nie je uplne separo-
vané od zvysku, nakolko moze obsahovat spatné referencie odkazujiice sa mimo neho.
Takisto mdze nastaf situacia, kedy sa nachadza niekolko negativnych lookaroundov
v sebe. Potom je nutné dodrziavat pravidla indexovatelnosti zatvoriek podla definicii
2.4.6) a 2.4.7 Tiez je treba spravne urcovat, ktoré podslovd si spravnym vstupom a

nedovolif vypoctu prekrocit tieto hranice.

Dékaz. Nech o € nLEregez, r = |a|. Ak a neobsahuje negativny lookaround, tvrdenie
trividlne vyplyva z vety Nech teda a obsahuje aspon 1 negativny lookaround a
oznadime si k ako najvacsiu hibku vnorenia negativnych lookaroundov v regexe a.
Zostrojime deterministicky Turingov stroj T, ktory bude akceptovat L(«) a na péas-
kach zapfSe najviac O(log® n) poli¢ok. Konstrukcia T bude podobnd ako v dokaze vety
2.4.16| - iny bude zépis konfiguracii a pridame spracovavanie negativneho lookaroundu.
Kedze regex pozname dopredu, vieme si definovat specidlny znak pre regex s kaz-
dou moznou polohou ukazovatela (to je (r + 1) novych znakov). Takisto vieme pocet

spatnych referencii s, lookaheadov [, a lookbehindov [,, preto si vieme zapisat k nim
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prislichajice informéacie nad seba do niekolkych stop na paske — konkrétne potrebu-
jeme 2s + I, + [, stop. K nim pridame este 2 dalsie stopy — pre ukazovatel v slove a
ukazovatel pre spatné referencie — a 1 stopu, kde na 1 policku bude napisany sSpecialny
znak obsahujuci informéaciu o polohe ukazovatela v regexe. Na 2s + [, + [, + 2 stopach
st adresy ukazujice poziciu na vstupe, teda informéacia zaberajica logn poli¢ok a na
1 stope bude zapisané 1 policko. Turingov stroj si bude strazit, aby zapis v kazdej
stope zacinal vzdy na tom istom policku. Potom zapis jednej konfiguracie zaberie logn
policok.

Turingov stroj T na zaciatku spusti procedtru TESTU J s parametrami poc¢iato¢na
konfiguracia Cy, akceptacna konfiguracia C, a ¢islo i. Poc¢iato¢nd konfiguracia mé uka-
zovatel v slove a v regexe nastaveny na zaciatok a ostatné adresy nedefinované. Akcep-
tacna konfiguracia ma tieto 2 ukazovatele nastavené na koniec a ostatné adresy mozu
mat Tubovolné hodnoty — preto T bude spustat TESTUJ pre vsetky mozné adresy.
Cislo 4, teda pocet krokov, na ktoré sa vieme dostat z Cy do C, je maximalne pocet
vietkych konfiguracii — podla[2.2je to (r + 1)(n 4 2)**2 (teraz w = n). Dlzku regexu
pozname dopredu, teda je to konstanta. Preto hodnota 7 je nejaky polyném od n.

Spominany pocet vsetkych konfiguracii je spocitany pre triedu regexov LFEregex.
V nasom algoritme vSak budeme realizovat prechody z definicie [2.4.10f XV. a XIV. na
1 krok, preto nam tento odhad postacuje.

Uprava algoritmu TESTU.J, aby zahtnal spracovanie negativneho lookaroundu je
nasledovna. Budeme aplikovat kroky vypoctu XV. alebo XVI. To znamend, ze cely
negativny lookahead/lookbehind méze byt preskoceny na 1 krok. Kontrola, ¢i je tento
krok pripustny, sa udeje v riadku 2 funkcie TESTU J, kedy sa testuje podmienka C
Cs. Pokial tento krok zodpoveda kroku vypoctu XV. alebo XVI., udeje sa nasledovné
(Bez tijmy na vSeobecnosti, nech je to negativny lookahead — krok XV.):

Nech C) = (dy,...,dy), Cy = (€1, .., €y), pricom musi platit (ds, ..., d,) = (e, ...,
em)-

M zoberie regex vnutri negativneho lookaroundu a na dalsej paske bude spustat
funkciu TESTU J:

e s upravenymi konfigurdciami, ktoré zodpovedaju negativnemu lookaroundu — Ne-
gativny lookaround moéze obsahovat zatvorky, ktoré vo vonkajSom regexe nie st

indexovatelné a vlastné pozitivne lookaroundy, pre ktoré potrebuje pomocni pa-

48



2.4. PRIESTOROVA ZLOZITOST KAPITOLA 2. NASE VYSLEDKY

méf. Nech p je pocet zatvoriek, ktoré sa nachadzaju vo vonkajSom regexe pred
negativnym lookaroundom a ¢ je pocet novych adries. Potom konfiguracie budu

obsahovat t = 3 + p 4 ¢ stop, ¢o je konstanta.

e s parametrami (Cy, C,, i) — Cy = (ai,...,a;) je pociatocna konfiguracia a
Co = (b1,...,b) je akceptacnd konfigurdcia. Plati, ze a; ukazuje na zaciatok
regexu v negativnom lookarounde, b; na jeho koniec, as = ds, adresy az a bs
st nedefinované, adresy v konfiguraciach pre prvych p zatvoriek st urcené z Ci:
(ag, ... apra) = (bay ..., bpsa) = (dy, ..., dp+a) & z2vysSné apys, . .., a; st nedefino-
vané.

Hodnota i je rovnaka ako v hlavnej vetve procediury T ESTUJ, pretoze horné

ohranicenie pre cely regex funguje aj pre lubovolné jeho podslovo.

e pre vsetky prefixy od pozicie dy — To znamena, ze T bude skusat vsetky akcep-

tacné konfiguracie s hodnotami by z mnoziny {ds,d> + 1,. .., [log(n + 1)]}.

e pre vietky mozné ohodnotenia adries b,ys, ..., b — PoCas vypoctu sa tieto adresy
mozu zmenit a budd tak mat iné hodnoty ako v pociatoc¢nej konfiguracii. T bude
skusat (tak ako v hlavnom volani) hodnoty od zacdiatku po koniec slova, teda
od (dg,...,dy) do (bs,...,by) vratane nedefinovanych hodnot. Hodnota by urcuje

koniec prefixu, teda aktudlny koniec slova.

Pocas vypoctu ukazovatel v slove (adresa dy) a ani ostatné adresy nesmi prekrocit
hranice podslova, ktoré je vstupom. Preto pri generovani konfiguracie C'3 bude T kon-
trolovat, ¢i vSetky adresy su vécsie alebo rovné adrese dy z konfiguracie Cy a mensie
alebo rovné adrese dy z konfiguracie C,.

Pokial nejaké volanie vrati hodnotu true, potom netreba skusat dalSie moznosti
a negativny lookahead vrati okamzite false. Ak vsetky volania vratia false, potom
odpoved negativneho lookaroundu je true. Po skonceni sa vSetky informécie z vypoctu
zahodia, T iba overoval, ¢i plati Cy = Cy, preto ich uz dalej nepotrebuje.

Pre negativny lookbehind je algoritmus iny iba v tom, Ze treba skusat sufixy namiesto
prefixov. V takom pripade adresa by z akceptacnej konfiguracie bude fixna na hodnote
ds a ag z pociatocénej konfiguracie bude nadobidat hodnoty 0 — ds.

Popisali sme volanie negativneho lookaroundu z hlavného regexu. o vSak ma v sebe

niekolko vnorenych negativnych lookaroundov a najvacsia hibka vnorenia je k. T m4 na
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1. paske rozpracovani vetvu hlavného regexu a teraz pracuje na 2. paske na negativnom
lookarounde a narazi na dalsi. Pre T je to obdobné situacia, ako keby pracoval stale
na 1. paske. Zopakuje postup popisany vyssie a vykona prislusné volania procedury
TESTUJ na 3. paske. Ked je hibka vnorenia k, v najvnitornejsom regexe bude mat
na k + 1 paskach rozpracované vypocty. Ked ukonci vypocet na [-tej paske, vrati sa s
vysledkom na (I — 1)-vt pasku. M skonstruovany v dokaze mal na vykonavanie
1 vetvy procedury TESTUJ 2 péasky. Preto T bude potrebovat 2(k + 1) pasok. k je
konstanta, preto je to v sulade s definiciou TS.

Co sa tyka paméitovych narokov, na (k-+1) paskach je v kazdom kroku vypoctu spiis-
tana najviac 1 vetva procediury T'ESTU J. Takto definovana a spistana procedura pri
kazdom spusteni zaberie O(logn - logn) = O(log? n) priestoru, pretoze hibka rekurzie

je
logi = log((r + 1)(n + 2)*?) =log(r + 1) + (2r + 2) log(n + 2) = O(logn)

a kazda instancia procedury potrebuje O(logn) paméte pre zapaméatanie 3 konfigurédcii
a Cisla i. O zvysnych (k + 1) paskach vieme z konstrukcie stroja M z dokazu
7e st iba pomocné a na kazdej je zapisanych O(log(r 4+ n)) = O(logn) = O(log®n)
policok. Ukazali sme, zZe vieme zostrojit pozadovany Turingov stroj T, ktory na kazdej

péaske zapise najviac O(log” n) policok. ]

2.5 Ukazka zlepSenia popisnej zlozitosti

Nové konstrukcie modernych regularnych vyrazov podstatne ovplyvinuju popisni zlo-
zitost. Ako sme spominali, mnohé z nich neposilnuji model, ale sprostredkovavaju
kratsi zapis niektorych regexov. Zlozitejsie konstrukcie tiez prispievaju svojou troskou,
ako uvidime dalej v priklade. Vyskum v tejto oblasti je bohaty na vysledky o regu-
larnych jazykoch ako sme videli v kapitole Pokracovat je mozné porovnavanim
so znamymi vysledkami o klasickych regularnych vyrazoch alebo skiimanim zlozitosti
novych jazykov, ktoré sme dosiahli az silnejSim modelom.

Ochutnavkou z tejto oblasti je regex, ktory ukazuje, ze nové konstrukcie mozu pomdct
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pri zapise niektorych konecnych jazykov:

e 1.
a= ( (?2=(@"™) xa{l,m —1}$ | a™$) a™)+

1.

plati: a®* = aa...a

T

Podrobnejsie si popisme, ¢o jednotlivé ¢asti matchuji a ako prebieha vypocet:

I. matchuje a™ alebo a', kde
le{jim+1)+1,jm+1)+2,....5m+1)+m—1] 7€ N}

To znamené, ze matchuje celé {a}* okrem: a™*!, @™+l | ¢ N
II. Vonkaj$i regex matchuje a*™, kde k € IN

ITI. je prienik I. a II. V lookaheade vidime na konci znak $, teda matchuje az do

konca slova. Visledny regex matchuje a*™ také, ze nie je tvaru a™™+D! [ € IN.

Lookahead je niiteny kaZdu iterdciu matchovat a”™, kde i € IN. Najkratsie slovo, ktoré

je tvaru a'™ a regex I. ho zamietne je qm(m+1)

. Pokial sa operacia + dostane k (m +1)-
vej iteracii, v tomto momente regex zamietne kvoli lookaheadu. Nie je mozné vratit
sa a zmenit vypocet, pretoze mimo lookaheadu sa neudiali Ziadne nedeterministické

m+1)—1

rozhodnutia. Z tohto dovodu bude Iubovolné slovo dlhsie ako a™( zamietnuté.

Regex a preto zodpoveda konec¢nému jazyku
L=1{a"a™ . ..,a"}

Pocet znakov potrebnych na zapis « za predpokladu, ze nemézeme pouzivat operaciu

{n, m}IT_gI

a=(?=(a"™ )x a{l,m—1}$| a™ $) a™ )+

—— ~~ —~ O~ =~
5 2 2 2 2
el m(m — 1) m? + Tm + 26
M+ (m+1)+ > i+ (m—2) —l—m—l—m:#jtélm—l—l?):f
i=1

19V takom pripade by bol najkratsi regex trividlne (a{m}){1,m} s potrebnym poctom znakov
9 + 2log m.
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Ten isty jazyk vieme zapisat aj s pomocou negativneho lookaheadu nasledovne:
B=(a™ ) (a™)+

A ten potrebuje na zépis 7+ (m* + 1) + m = m? + m + 8 znakov.
Porovnajme teraz tieto vysledky so starym modelom. Nebudeme to dokazovat, ale

nasa hypotéza je, ze najlepsi regularny vyraz matchujuici jazyk L je:

a™ (a™])(a™]). .. (a™])

(m—1)x

Pocet jeho znakov je m + (m — 1)(3 + m) = m? + 3m — 3. Zdpis s pozitivnym

lookaheadom je efektivnejsi od m > 7.
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Doplnili sme vysledky o negativnom lookarounde. Ukazalo sa, ze mé& podobné vlast-
nosti ako pozitivna verzia, pretoze na prekrocenie hranice reguldrnych jazykov musia
byt v modeli aj spatné referencie.

Dalsi dopliiujtci vysledok k bakalarskej praci bol o uzavretosti triedy s pozitivnym
lookaroundom na zretazenie — zakladnti operaciu klasickych regularnych vyrazov. Netri-
vialnost spocivala v usmerneni lookaheadov a lookbehindov tak, aby ich vypocet zostal
v Casti slova, ktora ich regexu prislicha. V tomto smere zostalo otvorenym problémom,
¢i plati aj uzavretost na Kleeneho x.

Do hierarchie tried regexov bola zaradena trieda %, grr a ukazali sme, Ze moderné
regularne vyrazy sice vedia zapisat kontextové jazyky, ale nepokryvaju ani celi triedu
bezkontextovych jazykov. Nacrtli sme ideu doplnenia homomorfizmu, ktora uz bola
skimana v triede Zggg. Prirodzenym pokracovanim vyskumu by mohlo byt hladanie
operacii, ktoré treba do modelu pridat, aby vedel popisat aspon celi triedu bezkontex-
tovych jazykov. Otvorenym problémom zostal vztah tried £ gre & ZhLERE-

Vécsia cast prace bola venované priestorovej zlozitosti. Ukazali sme, Ze trieda &) grEi
patri do logaritmického nedeterministického priestoru a %, gre potrebuje O(log2 n)
deterministickej paméte. Ked sme dostali na vstup spolu regex aj slovo, pre Z.gre
v nedeterministickom modeli stacilo O(n log n) paméte. Velkost deterministického pries-
toru zavisela od horného ohranicenia najkratsieho akceptacného vypoctu, ktory ak bol
polynomidlny od dlzky slova a regexu, potrebovali sme O(nlog®n) pamite. Dokazy
tykajuce sa deterministickej paméte pouzivali upraveny dokaz Savitchovej vety, kde
sme redukovali pocet zapisanych policok na paske tym, ze sme pouzivali kratsie konfi-
guracie. Spolu s tymito konfiguraciami bol definovany kompletny vypoctovy model pre
regularne vyrazy so spéatnymi referenciami, pozitivnhym a negativnym lookaroundom,

ktory pracuje v krokoch podobne ako Turingov stroj. Vdaka tomuto formalizmu sme
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boli schopni urobit spominany odhad dizky najkratsicho akceptacného vypoctu. Uka-
zalo sa vsak, ze niektoré regexy z tried LEregex a nLEregex si natolko zlozité, ze
di7ka ich akceptacného vypoctu je exponencidlna od dizky vstupu a regexu — takmer
dosahuje pocet vsetkych konfiguracii.

Na zaver sme nacrtli vysledok z popisnej zlozitosti, tato oblast vsak zostava nepreba-
dané. Vyskum moéze pokracovat predovsetkym dvoma smermi — v skiimani regularnych
jazykov a porovnavanim s klasickym modelom alebo tvorenim novych vysledkov v ob-
lasti bezkontextovych a kontextovych jazykov popisatelnych modernymi regularnymi
jazykmi.

Spomenuli sme mnoho otvorenych problémov a moznosti pokracovat v problematike,

na zaver by sme doplnili uz iba oblast ¢asovej zlozitosti rozpoznéavania.
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