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Abstrakt

Boolovské funkcie maju vela praktickych vyuziti. Ako priklad spomenieme
ich suvis s kryptografiou, symetrickou sifrou, ¢i navrhovanim obvodov a ¢ipov
pre vypoctovi techniku.

Problém zjednodusenia boolovskych funkecii sa da previest na problém vrcho-
lového pokrytia podgrafu hyperkocky mensimi hyperkockami. Kedze tento
problém je NP-uplny, jeden z moznych pristupov k jeho rieseniu je zmen-
Sovanie mnoziny vrcholov, ktoré treba pokryt. Tu sa dostdvame k pojmom
regularny vrchol a jadrova podkocka. Nakolko sa zaoberame ndhodnymi funk-
ciami, venujeme sa v praci aj zakladnym charakteristikam niektorych ndhod-
nych premennych suvisiacich s jadrovymi podkockami. Zaoberame sa stred-
nou hodnotou poctu jadrovych podkociek v ndhodnom grafe a odhadujeme
disperziu poctu takychto podkociek.

Zaujimava je aj otazka poctu iredundantnych disjunktivnych normalnych
foriem pre ndhodnii booleovsku funkciu. Odpoved na 1iu tizko stvisi s pokry-
vanim ndhodného podgrafu hyperkocky maximalnymi podkockami. V praci
poskytujeme horny a dolny odhad poctu tychto foriem, ktoré ziskavame
na zéklade vysledkov niekolkych autorov, ktori sa venovali tematike ndhodne

indukovanych podgrafov hyperkocky.

Klicové slovd: Nahodné grafy, prahové funkcie, jadrova podkocka, regu-

larny vrchol, iredundantné disjunktivna norméalna forma.



Abstract

Usage of boolean functions can be found in many practical areas. Cryptog-
raphy, symmetric cypher, designing of circuits and microchips for information
technologies are just a few of them.

Problem of simplifying boolean function is reducable to vertex cover prob-
lem of hypercube by smaller cubes. This problem is NP-complete and one
of the possible approaches to simplify the problem is decreasing the number
of vertices to be covered. That way we get to concept of kernel cubes and
regular vertices. While we work with random functions, we devote space for
basic characteristics of some random variables connected with kernel cubes.
We inspect the expected value of number of kernel cubes in random graph.
We also estimate the variance of this random variable.

Finding the number of irredundant disjunctive normal forms of random bo-
olean function is essential for satisfiability of boolean function. Both these
problems are strongly connected with covering of random subgraf of hyper-
cube by smaller hypercubes. In this thesis we provide upper and lower bound
of number of these forms. These results are based on results of several mat-
hematicians who have already spent time researching the field of randomly

induced subgraphs of hypercube.

Key words: Random graph, threshold function, kernel cube, regular ver-

tex, iredundant disjunctive normal form.
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Uvod

Teéria nahodnych grafov sa zacdala rozvijat v 20. storo¢i. Prvykrat ju v roku
1959 rozpracovali Paul Erdos a Alfrér Rényi v praci s ndazvom ”On Random
Graphs” (O néhodnych grafoch) a nezavisle na nich Edgar Gilbert vo svo-
jej praci "Random Graphs” (Nahodné grafy). Odvtedy bolo v tejto tedrii
dosiajhnutych mnoho zaujimavych vysledkov.

My sa v naSej praci zameriavame na vlastnosti nahodnych podgrafov
hyperkocky a ich stvis s booleovskymi funkciami. Zaoberame sa charakteris-
tickymi vlastnostami niektorych ndhodnych premennych stuvisiacich s pokry-
vanim grafu podgrafmi danej triedy a poc¢tom iredundantnych disjunktnych

normalnych foriem pre ndhodnt booleovsku funkciu.

V praci nadvézujeme na vysledky viacerych autorov. Distribticiou dimen-
zie maximalnych podkociek sa vo svojej praci zaoberali autori E. Toman,
L. Banik a M. Stanek ([5]). Jadrovym podkockam, strednej hodnote ich poc¢tu
a asymptotickému odhadu ich poc¢tu sa venoval E. Toman v dalSej zo svojich
préac ([6]). Vlastnostiam ndhodnych booleovskych funkcii sa venuje vo svojich
dvoch pracach M. Skoviera ([7],[8]).

V prvej kapitole prace uvadzame zakladné definicie, pojmy a niektoré
vety, ktoré budeme vyZivat v celej praci. Je rozdelena na dve podcasti. Prva
obsahuje pojmy z tedrie grafov, druha sa zaobera tedriou pravdepodobnosti.

V druhej kapitole sa venujeme prahovym funkcidm vlastnosti nahodnych
podgrafov nejakého grafu. Ozrejmime, ¢o vlastne pojem prahovej funkcie
predstavuje. Venujeme sa metdde zistovania prahovej funkcie. V zavere kapi-
toly pomocou tejto metédy uréime prahovi funkciu pre vlastnost definovant
ako obsahovanie maximalnej podkocky v ndhodnom podgrafe hyperkocky.

Tretia kapitola pojednava o vrcholovom pokryti podgrafu hyperkocky,



s ktorym tzko stuvisia jadrové podkocky a regularne vrcholy. Zaoberame sa
strednou hodnotou poc¢tu jadrovych podkociek a ohrani¢ujeme disperziu po-
¢tu takychto podkociek.

Poslednd, stvrta kapitola, rozobera problematiku poctu iredundantnych
disjunktivnych normalnych foriem ndhodnych booleovskych funkcii. V prvej
casti prezentujeme okrem iného algoritmus na zostrojenie iredundantnych
disjunktivnych normélnych foriem a na jeho zdklade odvodime a dokézeme
dolny odhad pre pocet tychto foriem. V druhej casti uvddzame horny odhad

pre pocet iredundantnych disjunktivnych normélnych foriem.

V préci pouzivame kombinatoricko-pravdepodobnostné metdédy, vypocet
strednych hodnoét a disperzie pre rézne typy ndhodnych premennych, na kto-
rych ziskanie vytvarame pomocné veli¢iny. Markovova, CebySevova nerovnost

a rozne kombinatorické odhady st ¢asto skryté za vypoctami v tejto praci.



Kapitola 1
Zakladné definicie a pojmy

V nasledujtcej kapitole uvedieme kvoli presnosti, lepSej citatelnosti a jed-
noznacnosti pojmy, ktoré su pouzité v tejto praci. Su to prevazne pojmy
z tedrie grafov a tedrie pravdepodobnosti. Takmer vsetky pojmy v tejto aj

nasledujucej kapitole st prebraté z pouzitej lieratuty.

1.1 Niektoré pojmy z teodrie grafov

Definicia 1.1. Graf G je usporiadanéd dvojica (V, E), kde V je nejaké ne-
prazdna mnozina a E je mnozina dvojprvkovych podmnozin mnoziny V.
Prvky mnoziny V nazyvame vrcholy grafu G a prvky mnoziny E hrany

grafu G.

Definicia 1.2. Hyperkocka @, je graf (V, F), ktory mé nasledujtce vlast-

nosti:
1. mnozina vrcholov V je mnoZina vSetkych binarnych vektorov dlzky n;

2. hrana v grafe je medzi kazdymi dvoma vrcholmi, ktorych vektory sa

lisia prave na jednom mieste.

Z druhej vlastnosti hyperkocky Tahko vidiet, Ze kazdy vrchol je stupna n.

KedZe hyperkocka Q,, ma 2" vrcholov, mohutnost mnoZiny hrén je |E| = n - 2771,

Definicia 1.3. Hyperkocka G radu k sa nazyva podkockou hyperkocky @,
ak G je indukovanym podgrafom @,.
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Definicia 1.4. Nech H je podgraf ),,. Hyperkocka G C H je maximalnou
podkockou radu k, ak G je podkocka radu k a neexistuje hyperkocka G’ taka,
ze G CG CH.

Lema 1.5. Pocet podkociek radu k& hyperkocky @, je (Z) conk,

Dokaz. Podkocka radu k je uréend k ,,volnymi* bitmi vo vektoroch zodpove-
dajucich jej vrcholom, ostatnych n — k bitov je ,pevnych®. Je (Z) sposobov,
ako vybrat k roznych pozicii a 2"* réznych binarnych vektorov pre ,pevné“
bity. O]

1.2 Pojmy z tedrie pravdepodobnosti

Definicia 1.6. Nech Q je mnoZina elementidrnych udalosti, pricom Q # ()
anech S C 29, Neprazdny systém S podmnozin mnoZiny elementarnych uda-
losti nazyvame pole nahodnych udalosti (a ozn. o-pole), ak spliia nasledovné

podmienky:
1. Qes;
2. ak A € S, potom AY € S, kde A° = Q — A;
3. ak A; € Sprei=1,2,..., potom UX,A; €S.

Definicia 1.7. Nech (€2, S) je o-pole. Prvky mnoziny (2 nazveme elementérne

vysledky a podmnoziny (2 patriace do systému S nazveme udalosti.

Definicia 1.8. Pravdepodobnostna miera na o-poli udalosti (€2, S) je zobra-

zenie P : S — R spliiajtice nasledovné podmienky:
1. pre vSetky A € S plati 0 < P(A) < 1;
2. P(Q) =1, P(0) = 0;

3. ak (A;)!; je postupnost disjunktnych udalosti, tak P(U}_; A;) = Y"1 | P(A;).
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Definicia 1.9. Nech Q = {w;, ws, ..., w,} je mnozina elemetarnych rovnako
pravdepodobnych vzajomne sa vylucujucich udalosti. Nech m z tychto uda-
losti, m < n, mé za nésledok nastatie udalosti A, potom pravdepodobnost

udalosti A definujeme ako podiel

Definicia 1.10. Nech (©2,S) je o-pole udalosti a nech P je pravdepodob-
nostna miera na (2, S). Potom trojicu (2, S, P) nazveme pravdepodobnostny

priestor.

Definicia 1.11. Nech (©, S, P) je pravdepodobnostny priestor. Budeme ho-
vorit, Ze funkcia X :  — R je ndhodna premennd, ak pre kazdé x € R
plati

{we: X(w) <z} esSs.

Definicia 1.12. Ndhodna premennd X na pravdepodobnostnom priestore
(Q, S, P) nazyvame diskrétna, ak jej obor hodnot X () C R je spocitatelnd

mnozina.

Definicia 1.13. Nech X je diskrétna ndhodna premennd, ktord nadobuda
hodnoty (z;):c; s nenulovou pravdepodobnostou. Potom strednd hodnota né-

hodnej premennej X je definovana nasledovne
E(X)=) ;P[X = .
el
(V pripade, Ze suma ), , 2;P[X = ;| neexistuje, hovorime, ze X nema

stredntt hodnotu. )

Definicia 1.14. Strednt hodnotu funkcie g(X) = (X — E(X))* nazgvame

centralnym momentom k-teho radu a zapisujeme
e = E[(X = B(X))"] =) (& = B(X))*ps.
el

Ak k = 2, potom py = E(X — E(X))? = D(X) nazyvame aj disperziou
(rozptylom).
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Veta 1.15. Nech X a Y st diskrétne ndhodné premenné, ktoré maji konecnt
strednt hodnotu. Nech a, b st realne ¢isla. Potom aj diskrétna ndhodné pre-

menna aX + bY ma konecnua stredntt hodnotu a plati
E(aX +bY) =aFE(X)+bE(Y).

Veta 1.16. Nech X je diskrétna nahodna premenné s konec¢nou strednou

hodnotou aj disperziou. Potom plati:
o D(X) = E(X?) — (E(X))*
e D(aX +b) = a®*D(X) pre vietky a,b € R.

Veta 1.17 (Markovova nerovnost). Nech X je nezdporna nadhodné pre-
menna. Potom pre kazdé ¢ > 0 plati

E(X)

PX >¢| <
13

Veta 1.18 (Cebysevova nerovnost). Nech X je diskrétna ndhodna pre-
mennd s konecnou disperziou (t.j. aj s kone¢nou strednou hodnotou). Potom
pre kazdé 0 > 0 plati

D(X)

P(X - E(X)) 2 6) < =5



Kapitola 2

Prahova funkcia

V tejto kapitole budeme pracovat s pravdepodobnostnym priestorom, v kto-
rom G,, oznacuje mnozinu vsetkych podgrafov n-rozmernej hyperkocky a kazda
hrana sa v grafe vyskytuje s pravdepodobnostou p zavislou od n.

Budeme sledovat, ako sa s rastom pravdepodobnosti p meni pravdepo-
dobnost, Ze vzniknuty podgraf H grafu G mé danu vlastnost P, ¢o budeme
oznacovat ako H € P. Konkrétnejsie, budeme sa snazit urcit, pre aké p pod-
graf H danu vlastnost ma, pre aké p podgraf H vlastnost P takmer urcite
nema, a hlavne sa budeme snazit urcit kriticka pravdepodobnost, pre ak sa
nadobudanie danej vlastnosti meni.

Téato kritickda hodnota sa nazyva prahova funkcia. Budeme ju oznaco-
vat t(n). Ak vezmeme funkciu asymptoticky mensiu ako ¢(n), tak takmer
ziadny graf dant vlastnost nemad. Pre pravdepodobnost p asymptoticky vic-
siu ako prahova funkcia takmer kazdy graf mé uvazovana vlastnost P.

Existencia prahovej funkcie pre dant vlastnost nie je samozrejma; existuji
vlastnosti, ktoré prahovi funkciu nemaji. Takouto vlastnostou je napriklad

existencia Hamiltonovskej kruznice v ndhodne indukovanom podgrafe ([1]).

Definicia 2.1. Redlnu funkciu ¢(n), ktora nadobuda len kladné hodnoty,
nazyvame prahovou funkciou vlastnosti P, ak pre kazdu pravdepodobnost
p(n) a kazdy graf G € G, plati

lim P[G € P| =

n—oo

0, ak p/t — 0 pre n — o0
1, ak p/t — oo pre n — co.
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Nech mé vlastnost P prahovt funkciu ¢(n). Potom aj kazdy kladny néso-
bok ¢t funkcie ¢ je tiez prahovou funkcicou pre P. Prahova funkcia spliajtca
vysSie uvedené vlastnosti je teda urcena jednoznac¢ne az na multiplikativnu
konstantu. Vezmime si uz spominant vlastnost existencie Hamiltonovskej
kruznice a uvazujme pravdepodobnost p = (1+¢)Inn.n"'. Je zname, Z%e pre
e > 0 obsahuje graf Hamiltonovsky cyklus, no pre € zdporné to uz zarudit

nevieme.

Metdda urcovania prahovej funkcie

Vseobecna metdda na urcenie prahovej funkcie je v [1] popisana nasledovne:
Uvazujme nezdpornd nahodni premennt X definovani na G, a vlast-
nost P, kde
P={G| X(G)>0}.

Potrebujeme ukazat, ze P ma prahovu funkciu ¢t. Dokaz sa skladé z dvoch

Casti:

1. dokéZeme, ze takmer ziadny graf G € G, nem4 vlastnost P, ak pravde-

podobnost p je asymptoticky mensia ako ¢, teda p/t — 0 pre n — co.

2. dokézeme, ze takmer kazdy graf G € G, ma vlastnost P, ak pravdepo-

.....

Dokaz prvej casti: Ak X je celociselna funkcia, pouzitim Markovovej ne-

rovnosti s € = 1 ndjdeme horné ohranicenie pre P[X > 1] vyjadrené pomocou
strednej hodnoty. Ak lim,,_,, £(X) = 0, potom X (G) moze byt kladna a teda
rovna najmenej 1 len pre mali mnozinu grafov G € G,,, ¢ize vicsina grafov
vlastnost P nema.
Vyhoda tohto postupu je v tom, Ze je ovela jednoduchsie pocitat stredni
hodnotu ako samotné pravdepodobnosti, nemusime sa zaoberaf nezavislos-
tou ¢ nezlucitelnostou udalosti. Kedze strednd hodnota je linedrna, mozeme
stredntt hodnotu ndhodnej premennej vypocitat ako stucet strednych hodnét
indikatorovych ndhodnych premennych.

Dokaz druhej ¢asti je komplikovanejsi. Aby sme ukazali, ze P[X > 0] je

dostato¢ne velkd, nestac¢i ohranic¢it E(X) zdola, lebo ndhodna premennd X
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nie je ohrani¢ené zhora. Moze sa staf, ze E(X) je velkd len vdaka tomu, ze
nédhodnd premennd X je velkd len pre zopar grafov G a teda moze byt stéle
rovna nule pre vicsinu grafov G € G,,.

Aby sme ukézali, Ze P[X > 0] — 1, musime ukézaf, Ze takato situicia nena-
stane, to znamena, ze X sa prili§ nelisi od svojej strednej hodnoty. Na tento
uc¢el mozeme pouzit CebySevovu nerovnost, pri¢om viak musime uréit dis-
perziu ndhodnej premennej. Urcovanie disperzie je vSak vo vela pripadoch
obtiazne, lebo pre jej vypocdet potrebujeme urcit stredntt hodnotu druhej
mocniny nahodnej premennej X. Tato komplikacia sa ¢asto dé obist tym, Ze
najdeme horny odhad disperzie.

Po uréeni disperzie pouzijeme Cebysevovu nerovnost nasledovne:

Lema 2.2. Ak E(X) > 0 pre n — oo a D(X)/E(X)* — 0 pre n — oo,
potom X (G) > 0 pre takmer vietky G € G,,.

Dokaz. Pre lubovolny graf G, pre ktory X (G) = 0, plati | X(G) — E(X)| =
E(X). Potom z CebySevovej nerovnosti, kde polozime § = E(X), vyplyva,
ze

D(X)
E(X)*

PIX =0] < P[X <0]+P[X >2E(X)]=P[|X—-E(X)| > E(X)] <
Pritom D(X)/E(X)* — 0 pre n — oo a preto X(G) > 0 pre skoro vsetky
grafy G € G,,. n

Dosledok 2.3. Ak F(X) > 0 pren — oo a F(X?)/E(X)? =, 40 1, potom
X (G) > 0 pre takmer vSetky G € G,.

V préci [3] sme pouzitim tejto metédy dokazali nasledovni vetu:

Veta 2.4. Nech P oznacuje vlastnost, Zze ndhodny podgraf hyperkocky ob-

sahuje maximalnu podkocku radu k. Potom
k.ok—1 k—1 -1
t(n) = ( van . ? \/ﬁ>
je prahova funkcia pre P.

Dokaz. Podkocky radu k danej hyperkocky @), oznacime K, Ks,..., K,.

Z lemy 1.5 vieme, ze ich pocet r = (7) - 2" 7",
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Nech Z; je ndhodné premenné definované takto:

(@) = { 1, ak graf G’ obsahuje dant podkocku K

0 v opac¢nom pripade.
Lahko vypocitame, Ze

_ _\n—k
B(T) = P = 1] = p* 7 (1= ps22 )

Vyraz p“k_1 je rovny pravdepodobnosti, Zze v grafe G bude podkocka Kj,
teda Ze graf G bude obsahovaf vetkych k- 2*~! hran k-rozmernej podkocky.
Zvysok vyrazu tvori pravdepodobnost, Ze v G nie je ziadna z podkociek radu
k + 1 obsahujtcich K;.

Nech X (G) je ndhodnd premennd, ktord je rovnd poctu maximélnych

podkociek radu k v grafe GG. Potom

X(G) = > 1,

1<j<r

Preto

E(X.(G)) = E ( > Ij) =r- E(L)

1<j<r

— (n> gnh L k2 (1 — p(k+2)2’“>”'c
L .

Teraz dokézeme, Ze pre pravdepodobnosti asymptoticky mensie ako ¢(n)
nemé takmer ziadny graf vlastnost P.
Nech p(n)/t(n) = v(n). Predpokladame, Ze p(n) je asymptoticky mensie

ako t(n). ¢ize lim, o, y(n) = 0.



KAPITOLA 2. PRAHOVA FUNKCIA 12

Z vety 1.17 vyplyva, ze sta¢i ukdzat rovnost lim E(AX}) = 0. Ratajme

n—o0

L i\ n—k
E(X,) = (Z) gnk , 2t (1 _ )2t 1)

= (Z) on=k. (7(”)- (“’“‘\1/27, 2’“*\1/5) 1)

—1\ n—k
) (1 B (,y(n) ) <k<2k—\l/2—n' 2’“:/5) —1>(k+2)2k 1)
AT T L PP () e
(k> ok T (20) 52 - b2

1 1 n—k
_(m ot ) ®E
k 2k . b (20) 552 - bt

k-1 (k+2)2k—1 n—k
hmm.(l_L> o

k-2k—1

Nakolko

n—o00 2k (211)% . nk+2

kedZe ide o limitu stcinu funkcii, z ktorych prva mé limitu 0 a druha je
ohranic¢ené, lahko na zaklade tej istej vety o limite stic¢inu funkcii dostavame,

ze

n—oo n—o0 ok . nk (2”)% . pk+2

lim () = lim (") RIS (1_M>"—k

Este potrebujeme ukéazat, Ze pre pravdepodobnosti viiésie ako ¢(n) maji
takmer vSetky grafy vlastnost P.

Zavedme si novi nahodni premenni A&; ; takto:

Y. - 1, ak K; a K; st maximalne k-rozmerné podkocky v G,
"1 0 inak.

Pre i =1,2,...,r bude A; oznacovat udalost, Ze kocka K; je maximalna

k-rozmernéa podkocka grafu G. Pod okolim podkocky K budeme rozumiet
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vSetky vrcholy hyperkocky @), z ktorych vedie hrana do nejakého vrchola
podkocky K (kocka K je stucastou svojho okolia). Dobrd dvojica podkociek
K;, K; je takd neusporiadand dvojica, Ze prienik okoli kociek K; a K je
prazdny. Dvojicu podkociek, ktord nie je dobra, budeme nazyvat zlou dvoj-
1COU.

Z kazdého vrchola hyperkocky G moze vychadzat najviac n hran, z kto-
rych najviac k patri podkocke K a zvySné patria G, ale nepatria K (trcia
z K). Koncové vrcholy hréan tréiacich z jednotlivych vrcholov kocky K musia
byt navzajom rozne. DokdZeme toto tvrdenie sporom. Ak by vrchol v &€ K
mal v K aspori dvoch susedov z a y, tak medzi = a y existuje cesta dlzky
2. Pritom x a y nemdZu byt spojené hranou (bipartitny graf ), neobsahuje
trojuholniky), ¢iZe najkratsia mozni cesta medzi nimi ma dizku 2. Lenze
vSetky cesty minimalnej dlzky medzi dvomi vrcholmi z K patria do K, preto
aj vrchol v musi patrit do K, ¢o je spor s jeho volbou.

Z tvahy v predoslom odseku vyplyva, ze velkost okolia podkocky radu &
je (n—k+1)2%,

Spomenme si teraz na pojem zlej dvojice podkociek a urc¢ime horny odhac
ich po¢tu. K danej k-rozmernej podkocke K grafu (),, spocitame, s najviac
kolkymi kockami L méze tvorit zli dvojicu. Okolie kocky L musi mat s okolim
kocky K spolo¢ny aspon jeden vrchol; kocka L je urcena svojou telesovou
uhloprieckou, ¢ize druhym vrcholom tejto uhlopriecky.

Ked méme dant podkocku K, tak pocet kociek, s ktorymi tvori zla dvo-

n
k

ako vybrat prvy vrchol uhlopriecky podkocky L v okoli podkocky K a (Z) je

jicu, je nanajvys (n —k+1)2% - ( ), nakolko (n — k + 1)2* je pocet moznosti,
pocet moznosti, ako vybrat druhy vrchol — z n stradnic vyberieme k, ktoré
budeme menit.

Na zaklade predchadzajiceho odstavca a faktu, Zze pocet moznosti pre
vyber podkocky K je r = 2"F. (Z) vieme ohranicif pocet zlych dvojic pod-
kociek m takto:

m < 2n k. (Z)(n—k+1)~2k- (Z) =9 (n—k+1)- (Z)Q (2.1)

Podme teraz odhadnif E(&; ;). Ozna¢me D mnozinu vsetkych dobrych
dvojic podkociek. Kedze E(X; ;) = P(A; N A;), nastavaji dve moznosti:
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e ak (K, K;) je dobra dvojica podkociek, tak E(X; ;) = P(4;) - P(4;)
e inak E(Xz’]) = P(AZ N AJ) S 1

Lahko vidiet, ze

a teda

IN

2
> P(Ai)~P(Aj)—|—2”~(n—k—l—l)(Z) 1
(Ki,K;)ED

Vieme, ze P(A;) = P(A;) = P[X; =1] = pF2h (1-— p(k+2)2k_1)"*k pre
dobru dvojicu kociek. Pocet vsetkych dobrych dvojic mézeme zhora ohra-
nicit poctom vietkych dvojic k-rozmernych podkociek, teda ((}) - 2"7%)2.

Dostavame, ze

2
n n— ok—1 k—1\p— 2
E(ng) < (k;) . (2 k)2 . (ka . (1 _ p(k+2)2 ) k)

%—2”{n—k+1wz)%

Dokaz zakonc¢ime pouzitim 2.3, ¢im ukazeme, ze X(G) > 0 pre skoro

vsetky grafy z G,,.

n\2 n— ok— 1y 2
. B(AY) . ()" - (@) (pk N ) k)
nh—glo E(X )2 < nh—>nolo n\2 n—k\2 k.ok—1 (k+2)25—1\n—k 5
g (k) S (2nR)2 (p (1—=p ) )
+ 1 2 (n = k+1)(})
im — - 7 2
oo ()T (2nk)2 L (ph 2T (1 — pH2)28 Tt yn—k)
| ¢ (n—k+1)
<
>~ 1 + nh—>nolo ank . (pk-2k71 . (1 _ p(k+2)2k*1)nfk)

2

R
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Nech p(n)/t(n)

= v(n). Tentokrat predpokladame, Ze p(n) je asympto-
ticky vicsie ako t(n). ¢ize lim, o y(n) = co. Potom

, (n—k+1)
lim,, 0o 5
on—2k . (pk:-2k*1 . (1 _ p(k+2)2k*1)n—k)
= lim n — 5
" g2k (9(n) - ) - (1= () - () )k
.on
= lim n 5
n—00 o1 o1 Ktz n—~k
(nk)z . (,Yk.z )2 . ((1 — 7(k+2)2 . (2—n) % > ) .on—k
- I n-2"
T D (R)2 . (fRP)2 L 0 gnk
- 0,

—1
pre p(n) asymptoticky mensie ako q(n) = (n — k) #+»2*~* (pre takéto p bude
vo vyraze vystupovat ,iba“ e°). Cize

lim E(X{)/E(X)* =1,

n—0o0

¢o sme chceli dokéazat.

[]

Poznamka 2.1. Existenciu hrani¢nej pravdepodobnosti g(n) sme uz vopred
ocakavali na zaklade toho, Ze pre p — 1 zacina byt podgraf hyperkocky

prilis husty a teda k-rozmerné podkocky nie st maximélne, lebo st stcastou

.....



Kapitola 3

Vrcholové pokrytie hyperkocky

Definicia 3.1. Vrcholové pokrytie grafu G je mnozina S C V(G) taka, ze

kazda hrana grafu je incidentna s aspon jednym vrcholom z mnoziny S.

Je jednoduché najst nejaké vrcholové pokrytie daného grafu. Staci zobrat
S = V(G). Zaujimavejsi a hlavne zloZitejsi je problém vrcholového pokry-
tia s danou maximalnou velkostou, minimélneho vrcholového pokrytia resp.
miniméalneho pokrytia grafmi danej triedy. KedZe napriek dlhoroénému fsi-
liu nepozname efektivny algoritmus na ich rieSenie, mnohi sa snazia zlepsit
zname algoritmy.

Problém vrcholového pokrytia mé vela praktickych aplikacii v tedrii gra-
fov, ale aj v inych oblastiach. Ako priklad moZno uviest zjednoduSovanie
Boolovskych funkcii z triedy disjunktnjch normalnych formil, ktoré sa da
zredukovat na problém vrcholového pokrytia n-rozmernej hyperkocky men-
$imi kockami.

Pozrime sa blizsie na redukciu spominant v predchadzajicom odseku.

Majme boolovskt funkciu f: {0,1}* — {0, 1} dant nasledovnou tabulkou:

1|1]1/1({0[{0]0]O

b 111{0{0}1/1]010

c 110{1{0}1/0]|1]0
fla,bye) |1 ]1]1]0{11][0]|0

Z tabulky vidiet, ze funkcia f sa da zapisat ako

f(a,b,c) = abc V abc V abe V @be V Gbe,

16
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kde vyuzivame oznacenie zyz =z Ay A 2.

Zostrojime graf k funkcii f, ktory bude podgrafom nejakej hyperkocky
a ukdzeme, ako suvisi miniméalne pokrytie tohto grafu maximalnymi podkoc-
kami so zjednodusenim funkcie f.

Defini¢ny obor funkcie f tvoria usporiadané trojice — binarne vektory.
Vektoru (z,y,z) zodpovedd bindrny retazec xyz, resp. vrchol hyperkocky
oznaceny tymto refazcom. Vezmime si podgraf hyperkocky indukovany vr-
cholmi, ktoré zodpovedaju trojiciam (z,y,z) takym, ze f(x,y,z) = 1. Pre
funkciu definovant vyssie uvedenou tabulkou dostaneme graf GG zobrazeny

na obrazku 3.1.

110 111
100:‘ """ T Mo
\ I
010 : 011
#/_ _______ | -~
000 001

Obr. 3.1: Graf zodpovedajici funkcii f.

Pokrytim grafu G maximéalnymi podkockami je mnozina
S = {{010,011,110,111},{101,111}}.

Je Tahké uréit, ktoré zlozky binarnych vektorov oznacujucich vrcholy danej
podkocky v pokryti sa zachovavaju, a ktoré sa menia. Ak mame n-rozmernt
hyperkocku (funkcia f ma n premennych) a v pokryti mame k-rozmerni
podkocku, tak sa zachovava n—k zloziek vektorov pre vrcholy a teda zvysnych
k zloziek sa meni.
Ako toto suvisi so zjednodusovanim zapisu danej funkcie?

Méme graf G, ktorého vrcholy st oznacené retazcami x1z5 . .. z,. Pre kazda
maximalnu podkocku v pokryti grafu G — mnozine § — vytvorime zodpove-

dajtcu konjunkciu niekolkych premennych podla nasledujucich pravidiel:

e ak je zlozka x; rdzna aspon pre dva vrcholy danej podkocky, tak zod-

povedajicu premenni zo zapisu vylucime;



KAPITOLA 3. VRCHOLOVE POKRYTIE HYPERKOCKY 18

e ak je zlozka x; = 1 pre vSetky vrcholy danej podkocky, tak zodpoveda-

juca premenna bude vo vyslednej konjunkcii literalov v tvare x;;

e ak je zlozka x; = 0 pre vsetky vrcholy danej podkocky, tak zodpoveda-
juca premenna bude vo vyslednej konjunkcii literalov negovana, teda

v tvare ;.

Ked méame vsetky konjunkcie Cy, Cs, . . ., Cy, ostava len skonstruovat vysledni
formulu pridanim disjunkcii a dostavame Cy VvV Cy V ---V (.
Pre nasu funkciu f a mnozinu S, ktord je pokrytim zodpovedajuceho

grafu GG dostavame nasledovné konjunkcie:
e podkocke {010,011,110,111} zodpoveda konjunkcia b;
e podkocke {101,111} zodpoveda konjunkcia ac.

Vysledna zjednodusena formula pre funkciu f je teda bV ac.

Cim je funkcia jednoduchsia, tym Tahsie sa urci, ¢i je splnitelnd, co je tiez
jeden z N P-tplnych problémov. Ak by sme vedeli pokryvat indukovené pod-
grafy hyperkocky maximéalnymi podkockami, tak vieme zjednodusovat bo-
olovské funkcie. Hoci proces zjednodusovania pomocou pokryti vyzera zlozito
v porovnani s pouzitim, napriklad, Karnaughovych map, pre vic¢sie mnozstvo

premennych sa nestava neprehladnym.

Regularny vrchol, jadrova mnozina

Pre dalsie pokracovanie prace uvedieme alternativnu definiciu vrcholového

pokrytia grafu.

Definicia 3.2. Majme graf G = (V, E). Nech § = {51, 5,,...,S,} je mno-
Zina niektorych podmnozin mnoziny V. Kazda mnozinu &’ C S taku, ze

Ja-v
Aes’

nazyvame pokrytim grafu G.
Jadrova mnoZzina grafu G je takd mnozina Sy C V, Ze existuje vrchol v € S,

pricom pre vsetky j # k plati: v € S;. Je to teda mnozina, ktora obsahuje
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vrchol nepokryty Ziadnou inou mnozinou a preto musi tato mnozina urcite
patrit do pokrytia grafu G. Tak(ito mnozinu nazyvame tiez jadrovy interval.
Nech V; = {j|v; € S;}. Ak existujt rozne r,s € {1,...,n} také, ze V, C V,
tak kazda mnozina v S obsahujica vrchol v, obsahuje aj vrchol v,. Takyto
vrchol v, sa nazyva reguldrny vrchol gratu G a je to vrchol, ktory je pokryty,

ak je pokryty vrchol v,.

V nasledujicom odstavci budeme pouzivat oznacenie V' — V' pre situé-
ciu, ze do mnoziny V' priradime mnozinu V’. Ak graf obsahuje jadrovii mno-
zinu Sy, tak moézeme zjednodusit problém vrcholového pokrytia daného grafu
takto:

V—>V\S]€,S—){Sl\Sk,SQ\Sk,...,Sk_l\Sk,Sk+1\Sk,...,Sm\Sk,}.

Ak graf obsahuje regularny vrchol v,, opdf moZeme problém vrcholového

pokrytia zjednodusit, a to nasledovne:

Vo V\ {uh, S = {51\ {vs}, S\ {vs}, ..., S \ {us} )

V obidvoch pripadoch sme zmensili mnozinu vrcholov asponi o 1. Cim viac
regularnych vrcholov a jadrovych mnozin obsahuje dany graf, tym viac vieme

pomocou nich zjednodusit problém vrcholového pokrytia tohto grafu.

3.1 Jadrové podkocky

V niekolkych dalich ¢astiach sa budeme venovat ndhodne indukovanym pod-
grafom n-rozmernej hyperkocky, pricom vrchol sa v grafe vyskytuje s prav-

depodobnostou p zavislou od n.

Definicia 3.3. Maximéalna podkocka K hyperkocky @, sa nazyva jadrovad
podkocka, ak existuje vrchol v € V(K) taky, Ze pre vSetky maximélne pod-
kocky J # K obsiahnuté v @, plati: v ¢ J. Mnozina vsetkych jadrovych
podkociek grafu G sa nazyva jadro grafu G.

Na nasledujicom obrazku je znazorneny priklad podgrafu G' 3-rozmernej
hyperkocky, ktory obsahuje dve jadrové podkocky K; = (1,5) a Ky = (2,3,7,6).
Podkocka L = (6,5) nie je jadrova.
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Obr. 3.2: Nahodny graf G s jadrovymi podkockami K; a K>

Nech (Y je ndhodné premenna oznacujica pocet k-rozmernych jadrovych
podkociek, jej stredntt hodnotu oznac¢ime E(C}). Dalej nech C' je ndhodné
premennd oznacujica pocet vSetkych jadrovych pokociek a E(C') nech je

strednd hodnota tejto ndhodnej premenne;j.

Teraz uvedieme hodnoty E(Cy) a E(C'), ktorych skiimanim sa zaobera

préaca [6]. Za¢neme nasledujicou lemou.

Lema 3.4. Nech K je podkocka @), radu k a nech G € G,,. Potom
P[K je jadrové|K € G] =1— (1 — (1 —p)" 5"

Dokaz. Ozna¢me hranu, ktord mé spolo¢ny vrchol s podkockou K, ale ne-
patri do K, ako okolit.

Hodnota 1 — p predstavuje pravdepodobnost, Ze v K sa nevyskytuje nejaké
hrana h. Po umocneni tejto hodnoty na (n — k) dostdvame pravdepodobnost,
ze pre nejaky vrchol podkocky K sa ziadna z okolitych hran tohto vrchola
nenachadza v G.

Odéitanim pravdepodobnosti (1 —p)™~* od 1 dostavame pravdepodobnost,
ze aspon jedna okolitd hrana konkrétneho vrchola sa nachadza v grafe G.
Umocnenie na 2* upravuje tato pravdepodobnost pre vsetky vrcholy pod-
kocky K.

Odéitanim hodnoty (1 — (1 — p)”_k)Qk od 1 tak dostavame pravdepodobnost,

ze G neobsahuje ziadnu z okolitych hran, ¢ize K je jadrova. O]

Veta 3.5. Nech p € (0,1) je pravdepodobost, ze indukovany podgraf hyper-
kocky @),, obsahuje Iubovolny vrchol. Potom plati

pco = ()2 (1- - a-pr ), (31)
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Dokaz. Zavedme indikator 7y (G) nasledovne:

1, ak podkocka K je jadrova v G,

0 v opac¢nom pripade.

nk(G) = {
Plati nasledujuci vztah:

BC) = E(Y (@) =Y P(n(G) =1).

KeG

Vieme, ze P(ng(G) = 1) je rovnaké pre vSetky podkocky K a je rovna
, 2k n—k Qk
vyrazu p -(1—(1—(1—;0) ) >
Hodnota ka je pravdepodobnost oznacujica existenciu podkocky K v G a na
k

zaklade lemy 3.4 vieme, Ze (1 — (1 —(1- p)”*k)2 > predstavuje pravdepo-
dobnost, ze K je jadrova v G.

Spojenim tychto skutoc¢nosti a lemy 1.5 dostavame vyssie uvedeny vysle-
dok.

O

Doésledok 3.6. Z predchadzajucej vety lahko vidiet, Ze plati:

n

EC) =Y (Z) gn—kp?* (1 —1-0- p)”_k)2k> .

Pre dalsie skiimanie vlastnosti ndhodnej premennej C}, bude uzitoéné poz-
nat disperziu tejto ndhodnej premennej. Ozna¢me D(C}) disperziu ndhodnej
premennej C. V nasledujicej vete uvadzame horny odhad pre D(C) a v do-

kaze sposob, ako sme sa k nemu dopracovali.

Veta 3.7. Nech Py = p? <1 — (1 —(1- p)"*k)2k> je pravdepodobnost, ze

dana k-rozmerna kocka K obsiahnuta v G je jadrova. Potom

n

D(Cy) < (k)2 (- PR).

Dokaz. Na vypocet D(C}) potrebujeme dve zakladné hodnoty. Jednou je

E(Cy), ktort uz mame, druhou je E(C?), ktort sa pokisime ohranicit.
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Zvolme indikator 7, (G) rovnako ako v dokaze vety 3.1. Potom plati

B} = BE(Y nk(@)= Y E(m(G) (@)

KeG (K,L)eG

- > P(w(@)-m©) =1).

(K,L)e@

P(nK(G) = 1) -P(nL(G) = 1), ak KNL=1
<1 v opac¢nom pripade.

P(nx(G) - nr(G) =1) {

Dvojicu k-rozmernych kociek (K, L) nazvime zlou vtedy, ked K N L # (.
Ostatné dvojice (K, L) nazveme dobré a ich pocet ozna¢me dj. Nech [, ozna-
¢uje pocet zlych dvojic (K, L) v G. Pocet spésobov, ako vybrat kocku K je
(Z) - 2"~k Nech prienikom K a L je nejaké j-rozmerna kocka. Kocku L po-
tom mozeme dovyberat Z?:o (];) (Z:f) = (Z) sposobmi. Najskor vyberieme
j suradnic, ktoré budi mat K a L spolo¢né (¢im zabezpe¢ime j-rozmerny
prienik) a potom dovyberame zo zvy$nych n — k stradnic ostavajucich k — j,
aby sme ziskali celt kocku L. Preto

2
Lo=2%") .
k

Z tohto vysledku a lemy 1.5 dostévame, ze

dy, = <Z)22"—’f<2"—k — 1),

a teda

2
E(C2) < d - P% + 27" (Z) .

Spojenim tohto vztahu, vzfahu 3.1 a vzorca pre vypocet disprezie na-
hodnej premennej po niekolkych tpravach dostavame pozadovany vysledok,

konkrétne

n

(i) < (k)gzn-k-u—a%)

(e (o om0

IN
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Odhad strednej hodnoty a disperzie nahodnej premennej C sme urcovali
hlavne za tGc¢elom zistenia prahovej funkcie pre vlastnost obsahovania jadrove;
podkocky. Toto usilie vSak neviedlo k Zelanému vysledku. Zistovanie praho-
vych funkcii vSak nie je jediny sposob vyuzitia disperzie a strednej hodnoty
nahodnej premennej. Preto uvadzame odhady tychto hodnét aj so sposobom

ich ziskania.

3.2 Regularne vrcholy

Regularne vrcholy st dalSou Struktirou, ktort moézeme skiimat aj v ndhodne
indukovanych podgrafoch hyperkocky. Pre korektnost uvedme najskor defi-
niciu.

Definicia 3.8. Nech G je ndhodne indukovany podgraf @,,. Vrchol v € V(G)

sa nazyva requldrny, ak existuje vrchol u # v taky, ze pre vSetky maximalne
podkocky K grafu G plati: u € K = v € K.

Na nasledujicom obrazku mozeme vidiet priklad regularneho vrchola.
Ak je pokryty vrchol u nejakou maximalnou podkockou, tak je pokryty aj

vrchol v.

Obr. 3.3: Nahodny podgraf hyperkocky s regularnym vrcholom v.

Nech Rg je ndhodna premennd oznacujica pocet regularnych vrcholov
v grafe G. Podla [4] plati
RG < Qn7

kde 1,51 < p < 2 je konstanta zavisla od p.
Vlastnosti regularnych vrcholov a ohranicenie ich poétu vyuzijeme v na-

sledujucej kapitole.



Kapitola 4

Iredundatné disjunktné
normalne formy nahodnych

booleovskych funkcii

V tejto kapitole sa budeme venovat iredundantnym disjunktnym norméalnym
formam (DNF) ndhodnych booleovskych funkcii, ktoré, ako sme ukazali v tre-
tej kapitole, izko suvisia s pokryvanim nahodného podgrafu hyperkocky ma-
ximalnymi podkockami. Zameriame sa hlavne na dolny a horny odhad poc¢tu

takychto formal.

Definicia 4.1. Pokrytie U mnoziny N; maximalnymi podkockami budeme
nazyvat iredundantné, ak ziadna vlastna podmnozina U nepokryva N;. Ire-

dundantna DNF je ta, ktora zodpoveda takémuto pokrytiu.

4.1 Dolny odhad poc¢tu iredundantnych DNF

Na zistenie dolného odhadu pouzijeme ndhodné booleovské funkcie n pre-
mennych, ktoré s pravdepodobnostou idtcou k 1 pre n idice do nekonecna

maju nasledujtce vlastnosti:

1. f(z1,...,2,) nadobuda hodnotu 1 aspon na p-2" — p(n)/p - 2" vrcho-
loch @,, — n-rozmernej hyperkocky, kde ﬁ = o(1).

24
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kde b = 1.
p

3. Pocet jadrovych podkociek c(f) < n{tTot)iglossn(9(1 — p))n.

.....

konstanta zavisla od p.

Vyssie uvedené vysledky st prebraté z prac [4], [7], [8] a vyuzijeme ich pri

dokaze nasledujicej lemy.

Lema 4.2. Nech f je ndhodné booleovska funkcia n premennych, M; C Ny
je mnozina vrcholov n-rozmernej hyperkocky, ktoré nie su pokryté jadrovymi
intervalmi a nie st regularnymi bodmi. Ozna¢me |M;| ako pocet prvkov
mnoziny M. Potom

| My| = 2"(1 = o(1)).

Dokaz. Vieme, ze rozmer jadrovych intervalov ndhodnej booleovskej funkcie

.....

najviac ¢(f) - 2* bodov. Okrem toho r(f) < p". Teda

(Mgl = p-2"—(n)y/p-2"—p" —c(f)- 2"
> p-2"—p(n)yp-2"—p"
. n(1+0(1))lg10g1/pn(2(1 . p))n . 21g10gb n+2
— (p —o(1) — 4(1 — p)" log, n - n<1+°<1>>lglog1/p”)
= 2"(p—o(1)) =2"(1 — o(1)).
O

Nasledujtiicu lemu spolu s definiciami vyuzijeme pri urc¢ovani dolného od-
hadu poctu iredundantnych DNF.

Definicia 4.3. Blokovy (n,d) kéd (E, D) pozostava z kédovacej funkcie E :
2" — 29 dekédovacej funkcie D : 2¢ — 27 pricom funkcia F o D je funkcia
identity a funkcie E, D spracovavajt text po blokoch dlzky n, resp. d.

Definicia 4.4. Grupovym kédom G, s parametrom d budeme nazyvat
Tubovolny blokovy (n,d) kéd, ktorého vsetky kédové slova tvoria aditivnu

podgrupu.
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Lema 4.5. Nech M je Iubovolna podmnozina n-rozmernej hyperkocky @,
| M| je pocet vrcholov v M a nech v @, existuje grupovy kéd G,, 4 so vzdia-
lenostou d. Potom existuje podmnozina M’ C M takd, ze vzdielenost medzi

Tubovolnymi vrcholmi M’ je aspon d a plati
G,
21 > (1G]

Dokaz. Rozlozime (), na invariantné triedy podla podgrupy G, 4.

on

Qn = Gn,d U G}l,d Uu---u Gnﬁd’

kde g = |Gql-
Kazda z G, ; je kéd so vzdialenostou d. Tento kéd indukuje rozklad

2"

M=(MNGpg)U(MNG, )U---UMNG,?, ).

Aspon jedna z tychto % mnozin obsahuje aspoii |M| - 5% bodov. Tymto je

lema dokazana. O

4.1.1 Algoritmus na zostrojenie iredundantnych DNF

Opiseme proces zostrojenia iredundatnych d. n. f. pre ndhodna booleovskt
funkciu. Budeme konstruovat zodpovedajice pokrytia mnoziny Ny. Algorit-

mus pozostava zo Styroch hlavnych krokov.

. krok Zaclenime do pokrytia jadrové podkocky.

Nech M; C Ny (ako aj predtym) je mnozina vrcholov, ktoré nie s pokryté
jadrovymi podkockami a nie st regularnymi bodmi. Z préace [9] je zndme, Ze
v n-rozmernej hyperkocke @, existuje grupovy kéd so vzdialenostou 2r + 1
s poc¢tom prvkov g > % Vytvorime mnozinu Wf C M; tak, ze bude
obsahovat body, ktorych vzajomné vzdialenost je aspon 24+ 1, kde hodnotu
1 sme uviedli v vode kapitoly. Na zaklade lemy 4.5 mdzeme predpokladat,

7e pocet prvkov |M ;| vyhovuje nerovnosti

— M
|My| > || :
(2n)m
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. krok Pokryvame kazdy vrchol mnoziny Mf niektorou podkockou, ktora ob-

sahuje dany vrchol.

. krok Pokryvame kazdy zo zostavajicich nepokrytych bodov podkockou, ktora

neobsahuje ziaden bod z mnoziny Mf.

Dokéazeme, Ze tento krok mozno vzdy uskutoc¢nit. V opa¢nom pripade existuje
bod /3 taky, ze lubovolny maximalny interval prechadzajici cez tento bod aj
cez body Mf. Dosledkom toho, Ze vzdialenost bodov z Mf je aspon 2u + 1
implikuje, ze vSetky intervaly, ktoré prechadzaji cez 3 , prechadzaju cez jeden
a ten isty vrchol & € M ¢ To v8ak znamena, Ze & je regularny bod, ¢o protireci

konstrukcii mnoziny Mf.

. krok Vynechavame z pokrytia podkocky, ktoré sme zaradili do pokrytia v pr-
vych dvoch krokoch a ktoré sa nachadzaju v zjednoteni ostatnych, az

do ziskania iredundantného pokrytia.

Pri 4. kroku nebude ziadna z podkociek zaradenych v druhom kroku vyho-
deny, pretoze kazda z nich obsahuje bod z Mf pokryty len jednou podkockou.
Takymto spésobom ziskame pokrytia, pricom roznym pokrytiam mnoziny

M ; odpovedaji rozne iredundantné d. n. f. funkcie f.

Teraz na zaklade uvedenych vlasnosti ur¢ime dolny odhad pre pocet ire-
dundantnych DNF funkcie f.

Veta 4.6. Oznacme 7(f) pocet iredundantnych disjunktivnych normalnych

lgn+1)(lgl 2
(lgn+ )(anogb n+ )_ Potom

foriem funkcie f. Nech €;(n) =
7(f) > 22 tmal),

Dokaz. Dolny odhad pre pocet iredundantnych disjunktivnych normélnych
foriem funkcie f ziskame vdaka predchédzajicemu algoritmu.

Pretoze body mnoziny M ; nepatria jadrovym intervalom, cez kazdy bod
zZ Mf prechadzaji aspon dva maximalne intervaly. Dalej v dosledku toho, Ze

vzdialenost medzi bodmi M je asponi 2+ 1 , kazdy z tychto intervalov (jeho
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.....

pokrytie vrcholov tejto mnoziny moézeme uskutocnit aspon oM sposobmi.
Z toho uz lahko dostéavame, ze

[Mg| 2" (1—0(1))
T(f) Z 2(2n)1glogb n+2 Z 2(2n)lglogb n+2
> 22n—(lg+1)(lglogb n+2)+lg(l—o(1))
> 92"(1—e(n))

4.2 Horny odhad poc¢tu iredundantnych DNF

Na ziskanie horného odhadu budeme uvazovat funkcie vyhovujice nasledu-

jucim podmienkam:

.....

2. Pocet maximalnych intervalov rozmeru k vyhovuje nerovnosti

Ii(f) <nl (n), k=0,1,..., 4.

3. I,;,';(f) =0(2"), ko =0,1,..., .

Poznamenajme, Ze iredundatnd DNF funkcie f je jednoznacne definovani,
ak

(a) je ukdzana mnozina intervalov rozmeru viicsieho ako kg, ktoré vystupuju

.....

(b) pre kazdy vrchol z Ny je ukazany jeden z intervalov rozmeru nie viicsieho
ako ko, ktorymi je vrchol pokryvany (alebo je ukézané, Ze vrchol nie je
pokryty takymi intervalmi). Pretoze cez kazdy vrchol prechddza nie viac
ako D g c® < p*otl maximalnych intervalov, rozmer ktorjch neprevy-
Suje ko, moze to byt uskutoc¢nené nie viac ako (n*o*! 4+ 1)2" sposobmi.
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Oznaéme rovnako ako v predchadzajtcej podkapitole 7(f) pocet iredun-
dantnych DNF funkcie f. Z predchadzajicich dvoch odstavcov dostavame,
ze

7(f) < 2% (kort 1),

Veta 4.7. Pre horné ohranicenie poctu iredundantnych disjunktivnych for-

mul funkcie f plati nasledujuci vztah:

T(f) < 22"(clgn+eg(n))

)

kde €3(n) = B2 4+ o(1) a ¢ = ko + 1.

Dokaz. Dokaz tohto tvrdenia dostavame pomocou tvrdenia uvedeného pred

vetou a jeho ekvivalentnych tprav.

IN

90(2") . (2(ko+1)1gn + 1)2”

2n n
20(2") ) Z <2k ) (2(k0+1) lgn)k

k=0
20(2”) . (2TL + 1) (231) (2(k0+1) lgn)?”

20(2") . 2lg(2n+1) . 22"’ . 22”(k0+1) Ign

7(f)

IA

IN

IA

22"-(0 lgntea(n))

IN

¢o sme chceli dokazat. O

Nasledujtuca veta je hlavnym vysledkom tejto sekcie, pricom sumarizuje

vysledky predchadzajicich dvoch viet.

Veta 4.8. Nech ¢,(n) = Ugnﬂ)(lﬁfogb"”), ea(n) = B2 1 o(1) ac = ko +

1. Potom nasledujtica nerovnost plati s pravdepodobnostou idtacou k 1 pre

n — oo:
22n'(1*e1(n)) < T(f) < 22”(clgn+52(n)).

Dokaz. Dokaz tejto vety trividlne vyplyva z vety 4.6 a 4.7. O]



Z.aver

V praci sme sa zaoberali ndhodne indukovanymi podgrafmi hyperkocky. V na-
som modeli nadobiida nahodnéa booleovska funkcia hodnotu 1 s pravdepo-
dobnostou p a hodnotu 0 s pravdepodobnostou 1 — p nezavisle od ostatnych
vrcholov. Skiimali sme struktiry stvisiace s problémom vrcholového pokrytia
takéhoto ndhodného grafu a venovali sme sa poctu iredundantnych disjunkt-

nych foriem nédhodnej booleovskej funkcie.

Zistili sme, ze pre pocet iredundantnych disjunktnych norméalnych foriem

7(f) ndhodnej booleovksej funkcie f platia nasledujice vztahy:

(f) 2 22070,

kde €1 (n) — (Ign+1)(1glog, n+2)

o , a taktiez

T(f) < 22”(clgn+62(n))

Y

kde ex(n) = £2 +0(1) a ¢ = ko+1. Vo stvrtej kapitole uvadzame vysledky,
ako aj sposob ich ziskania, pre ohranicenie poc¢tu iredundantnych DNF pre
nahodné booleovské funkcie (vety 4.6, 4.7, 4.8).

Zaoberali sme sa aj problematikou urcovania prahovych funkcii. V druhe;j
kapitole uvadzame vetu 2.4, ktora urcuje tvar prahovej funkcie pre vlasnost
obsahovania maximalnej k-rozmernej podkocky. V tretej kapitole sme za ice-
lom ziskania prahovej funkcie pre vlasnost obsahovania jadrovej k-rozmernej
podkocky skiimali strednt hodnotu a disperziu ndhodnej premennej C, defi-
novanej ako pocet k-rozmernych jadrovych podkociek v ndhodnom grafe G.
Toto tsilie vSak neviedlo k ziskaniu Zelanej prahovej funkcie, nakolko sme
s pomocou nam znamych metdd nedokazali ohranic¢it hodnotu disperzie do-

statoCne tesne pre pouzitie metédy popisanej v druhej kapitole.

30
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Z hladiska dalSej prace v nastolenej tematike povazujeme za zaujimavé
skiimat niektoré parametre ndhodnych booleovskych funkcii pre pravdepo-

dobnost p(n) idacu k 0 pre n idice do nekonecna.
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