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Abstrakt

V naSej préci sa zaoberame rozsiritelnostou péareni na grafoch. V prvej ¢asti
skiimame Struktiru equimatchable grafov, teda grafov v ktorych kazdé neroz-
Siritelné parenie je aj najvicsie, pricom naSe hlavné vysledky su nasledujuce
tvrdenia. Uvadzame charakterizaciu grafov H, pre ktoré plati, ze H#T je
equimatchable pre kazdu kostru T grafu H, kde H#T oznacuje prienikovy
graf fundamentalnych cyklov. Ukézali sme, ze pre kazdy equimatchable chor-
dalny graf GG, ktory nie je faktorovo kriticky, existuje graf H taky, ze H#T
je izomorfny s G pre kazda kostru T grafu H. Pre kartezidnske suciny gra-
fov sme dokézali, ze ak G a H sa suvislé grafy s aspon dvomi vrcholmi,
tak karteziansky sucin G a H je equimatchable prave vtedy, ked G aj H su
izomoriné s K. Dalej sme ukézali, Ze ak H; a Hy st Iubovolné faktorovo kri-
tické grafy s rovnakym pocétom vrcholov, tak pre Tubovolny graf G plati, Ze
najvécsie parenie grafu GLIH; méa rovnaki mohutnost ako najvicsie parenie
grafu GOH,.

V druhej ¢asti zavadzame novy koncept rozsiritelnosti pareni: graf G patri
do triedy A, prave vtedy, ak rozdiel mohutnosti Tubovolnych dvoch neroz-
siritelnych péreni grafu G je najviac n. NaSe hlavné vysledky v tejto ¢asti
st nasledovné tvrdenia. Popisujeme strukturu grafov z triedy A, a presne
charakterizujeme triedu A;. Zostrojili sme deterministicky polynomiélny al-
goritmus, ktory pre pevne zvolené n a k overi, ¢i graf s deficienciou najviac
k patri do triedy A,. Uvadzame algoritmus, ktory v deterministickom poly-
nomidlnom ¢ase rozhodne, ¢i dany graf patri do triedy A;.

Krlacové slova:
equimatchable graf, rozsiritel nost pareni, karteziansky sucin grafov, chor-
dalny graf, prienikovy graf fundamentalnych cyklov



Abstract

In this work we investigate the structure of equimatchable graphs in two
particular classes of graphs. Our main results are the following. We prove
that for any chordal graph G that is not factor critical there is a graph H
such that G is isomorphic with H#T for every spanning tree T of H, where
H+#T denotes the intersection graph of fundamental cycles of graph H with
respect to a spanning tree 7" of H. We show a characterization of graphs G
such that G#T is equimatchable for any spanning tree T" of G. For cartesian
products we prove that if G and H are connected graphs with |V(G)| > 1
and |V (H)| > 1, then GOH is equimatchable if and only if both G and H
are isomorphic with K.

In the second part we introduce a new concept of matching extension: a
graph G is in A,, if and only if the difference between the sizes of any two
maximal matchings in G is not larger than n. Our main results are the follo-
wing. We also describe the structure of graphs in A,,. For any fixed n,k € N
we provide a deterministic polynomial algorithm which can decide if a given
graph with d(G) < kisin G € A,,. We also provide a complete characteriza-
tion of graphs in A; and deterministic polynomial algorithm which decides
whether given graph is in A;. For cartesian products we prove that if H; and
H, are factor critical graphs with |V (H;)| = |V (Hz2)|, then for any graph G
the sizes of maximum matchings in GLJH; and GUJH, are equal.

Keywords:
equimatchable graph, matching extension, cartesian product of graphs,
chordal graph, intersection graph of fundamental cycles
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Kapitola 1
Uvod

Graf G nazyvame equimatchable, ak je lubovolné parenie v G obsiahnuté v
nejakom najvacsom pareni. Z toho vyplyva, Ze v kazdom equimatchable grafe
sa najvacsie parenie da najst greedy algoritmom. Pri skiimani struktary equ-
imatchable grafov sa pouziva (D, A, C')-dekompozicia [1l, 2]. Nech G je graf,
jeho (D, A, C)-dekomporzicia je definovana nasledovne. Mnozina D obsahuje
prave tie vrcholy z V(G), ktoré nepokryva nejaké najvic¢sie parenie. Mnozina
A obsahuje vrcholy z V(G) — D, ktoré v G susedia s aspon jednym vrcholom
z D a mnozina C' obsahuje prave vrcholy z V(G) — D — A.

Struktira vieobecnych equimatchable grafov je pomocou (D, A, C)-de-
kompozicie popisana v [3, [4]. Prace [5l 6] [7, 8] sa venuju n-rozsiritelnosti
pareni grafov, defnovanej nasledovne: graf G je n-rozsiritelny préave vtedy,
ked obsahuje parenie velkosti n a kazdé takéto péarenie sa da rozsirit na
perfektné parenie. Priamo z definicie vyplyva, Ze ak graf je n-rozsiritelny, tak
je aj m-rozsiritelny pre m < n.

Plummer v [6] zhrnul rézne vysledky dosiahnuté do roku 1994 o n-rozsi-
ritelnych grafoch. Uvadza tu vysledky, ktoré ukazuju suvis medzi n-rozsiri-
telnostou a inymi parametrami grafu, napriklad rodom, sudrznostou (tough-
ness), su¢tom stupiiov vrcholov a inymi. Neskor boli dosiahnuté dalsie vy-
sledky tykajice sa n-rozsiritelnosti grafov. V [5] Favaron ukazala stuvislost
medzi p-faktor kritickymi a n-rozsiritelnymi grafmi pre p parne. Yu v [9]
ukézal jednoduchsie dokazy jej hlavnych tvrdeni a vyrieSil otvoreny prob-
lém vysloveny v [5]. Téme n-rozsiritelnych grafov je venovanych aj niekol’ko
kapitol v predneddvnom vydanej monografii [7].

Okrem spominanych sposobov definovania rozsiritelnosti péareni sa Yu
a Liu v [10] zaoberali (n, k,d)-grafmi, ktoré¢ definovali nasledovne. Graf G



je (n, k,d)-graf prave vtedy, ked po odobrati lubovolnych n vrcholov sa vo
vyslednom grafe da kazdé parenie velkosti najviac k rozsirit na parenie, ktoré
pokryva vSetky vrcholy okrem nejakych d vrcholov. Podarilo sa im ukazat
viaceré vlastnosti takychto grafov pre d = 0. Na ich vysledky nadviazal ¢lanok
[11], ktory pokracoval v opisovani vlastnosti (n, k, d)-grafov a zameral sa na
grafy, kde d # 0. V skumani (n, k, d)-grafov pokracuje aj ¢lanok [12].

Rozsiritelnost pareni v Specidlnych triedach grafov bola pre hyperkocky
skimana v [13]; v [14] st charakterizované equimatchable grafy s obvodom
aspoit 5. Chordélne grafy su grafy, v ktorych kazda kruznica dlzky aspon 4
obsahuje tetivu. V nasej préci sa okrem iného zaoberame Struktirou equ-
imatchable chordalnych grafov.

Prienikovy graf fundamentdlnych cyklov G#T grafu G vzhladom na kos-
tru 7" je definovany nasledovnymi vztahmi: V(G#T) = {v.le € E(G —T)};
vevy € E(G#H) prave vtedy, ked fundamentalne kruznice prisluchajtce hra-
nam e a f maju neprazdny prienik. Pocet vrcholov grafu G#T' nezavisi od
kostry T" a je rovny Bettiho ¢islu §(G) grafu G, kde B(G) = |E| — |V | + cq,
pricom ¢islo ¢g oznacuje pocet komponentov grafu G. Grafy, ktoré majua
po odobrati TubovoIného vrcholu perfektné parenie, sa nazyvaju faktorovo
kritické. Pre chordalne grafy je nasim hlavnym vysledkom nasledovné veta.

Veta [3.9] Nech H je equimatchable chordalny graf, ktory nie je faktorovo
kriticky. Potom existuje graf G taky, ze G#T = H pre kazdu kostru T grafu
G.

Grafy G také, Ze pre Iubovolni kostru T je graf G#T equimatchable,
popisuje nasledujica veta.

Veta Nech graf GG je hranovo dvojsuvisly. Graf G#7T' je equimatchable
pre kazdu kostru T grafu G préave vtedy, ked graf G splia niektort z nasle-
dujtcich podmienok:

i) Graf G neobsahuje 3 disjunktné kruznice a S(G) je neparne.
ii) Graf G neobsahuje 2 disjunktné kruznice a 5(G) je parne.
iii) Graf G spliia podmienky v tvrdeni alebo v tvrdeni

Nas hlavny vysledok tykajuci sa equimatchable kartezidnskych sacinov je
nasledujtca veta.



Veta [3.37| Nech G a H su suvislé, pricom V(G) > V(H) > 2. Ak GOH je
equimatchable, tak G =2 H = K.

Dalej zavadzame a skimame novy v8eobecny koncept rozsiritelnosti pa-
reni na grafoch: ak rozdiel mohutnosti dvoch I'ubovolnych nerozsiritelnych
pareni grafu G nie je vac¢si ako k, hovorime, ze G patri do triedy Aj. Lahko
vidiet, Zze equimatchable grafy su prave tie, ktoré patria do triedy Ay. Triedy
Ay zodpovedaju spravaniu greedy algoritmu na najdenie najvacsieho parenia
- graf G patri do triedy Ay, ak greedy algoritmus na vstupe G vzdy najde
pérenie, ktoré sa od najvacsieho parenia lisi najviac o k.

V predkladanej praci sa zaoberame najmé Strukturdlnymi vlastnostami
grafov, ktoré patria do triedy Ay pre k > 1, algoritmami pre rozhodovanie
prislusnosti do tychto tried a algoritmami pre odhad hodnoty A’(G). Ako
aplikaciu tychto vysledkov uvadzame niekolko tvrdeni o prislusnosti karte-
zianskych sucéinov do tried Ay pre k > 1.

Triedy A vytvéaraja hierarchiu, pretoze zjavne A, C A, 1. Definujeme
preto aj funkciu A’ : G — N nasledovne: A'(G) = n prave vtedy, ked G € A,
a zaroven G ¢ A, _1. Deficiencia grafu G je pocet vrcholov nepokrytych
najvacsim parenim grafu G, oznac¢ujeme ju d(G). Nasledujuca veta popisuje
grafy patriace do triedy A, pre n € N.

Veta Ak G je Tubovolny graf, nasledujuce podmienky su ekvivalentné:
1) Graf G jev A,.

2) Pre kazda mnozinu S C V(G), |S| > d(G)+2n navzajom nesusednych vr-
cholov a pre kazdé parenie M grafu G nepokryvajtce vrcholy v S existuje
vrchol v ¢ S susedny s aspon jednym vrcholom z S.

3) Pre kazda mnozinu S C V(G), |S| > d(G)+2n navzajom nesusednych vr-
cholov existuji disjunktné mnoziny Sy, Ss, . .., S;, € N(S) takeé, ze spliaji
naraz vSetky nasledujtice podnienky:

i) |S;| je neparne pre 1 < i < k;
ii) S; a S; nie je spojené hranou pre i # j a
iii) |R(Si1,Ss,...,S,)| <k
kde R(Sy,Sa,...,Sk) = N(UL, Si) — Ui, Si — {u, v}
(Symbolom R(S1,Ss, ..., Sk) je oznafena mnozina vrcholov z G —u—
v, ktoré nelezia v ziadnej z mnozin S;, ale z ktorych kazdy je spojeny
s vrcholom z niektorej mnoziny S;.)
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Tato veta nevedie priamo k deterministickému polynomialnemu algoritmu
na najdenie hodnoty A’(G). V praci uvadzame pre dané n a k determinis-
ticky polynomiélny algoritmus, ktory rozhodne, ¢ graf G s deficienciou k
patri do triedy 4A,,. Problém najdenia velkosti najmensieho nerozsiritel ného
péarenia je NP-uplny [I5], ale pre problém néajdenia velkosti najvacsieho pare-
nia existuje napriklad znamy Edmondsov algoritmus, ktory je deterministicky
polynomialny. Z toho vyplyva, ze urcit rozdiel mohutnosti najvacsieho a naj-
mensieho nerozsiritelného parenia je NP-tuplny problém. V praci uvadzame
dokaz nasledujuceho tvrdenia.

Veta Existuje deterministicky algoritmus, ktory v polynomialnom case
overi, ¢i Tubovolny graf G patri do triedy A;.

Ukazujeme tiez viacero tvrdeni, pomocou ktorych sa d& deterministicky
v polynomialnom ¢ase odhadovat hodnota funkcie A’(G) pre dany graf G.
Porovnali sme tiez koncept A} tried s inymi konceptami rozsiritelnosti. Pre
kartezianske suciny grafov sme sa venovali najmé siac¢inom [ubovolnych gra-
fov s faktorovo kritickymi.

Veta Pre Tubovolny graf G existuje ng také, ze ak H je Tubovolny
faktorovo kriticky graf s aspon ng vrcholmi, tak graf GLJH nepatri do triedy
D,, kde n = [|V(G)|/2] — 1.

Naviac sme ukézali, Ze pokial nas zaujima najvicsie parenie kartezian-

skeho sucinu grafov, z ktorych jeden je faktorovo kriticky, tak nie je pod-
statné, akt ma tento faktorovo kriticky graf struktaru.

Veta Nech G je l'ubovolny suvisly graf a H; a H, su faktorovo kri-
tické grafy. Ak |V(H,)| = |V(Hy)|, tak d(GOH,) = d(GOH,). Naviac ak
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Kapitola 2

Stcasny stav problematiky

V tejto casti uvedieme najdolezitejsie vysledky z tedrie grafov, tykajice sa
skiimanej problematiky. Najprv spomenieme pouzité oznacenie a niektoré
zékladné pojmy z tedrie parenia na grafoch. Nech G je graf, mnozinu vrcho-
lov budeme oznacovat V' (G), mnozinu hran £(G). Konkrétnu hranu budeme
oznacovat indexovanym pismenom e alebo uvedenim dvoch vrcholov, ktoré
spaja. Graf GG je vrcholovo dvojsuvisly, ak kazdé dva vrcholy v iom sa spo-
jené aspon dvoma vrcholovo disjunktnymi cestami. Ak v praci uvazujeme o
vrcholovo dvojsivislych grafoch, predpokladédme, Ze neobsahuji slucky. Mno-
zinu susedov vrchola v budeme oznacovat N (v). Pdrenie v grafe G je mnozina
nezavislych hran, teda hrén, z ktorych ziadne dve nemaju spolo¢ny vrchol.
Najvicsie pdrenie je také, ktorého mnozina hran mé najvacsiu mohutnost
spomedzi vSetkych pareni daného grafu. V grafe moze existovat viacero roz-
nych najvacsich pareni. Nerozsiritelné pdrenie je parenie, ktoré sa neda zvac-
Sit pridanim novej hrany, teda ziadna nadmnozina hran tohoto parenia nie
je nezéavisla. Vrchol v grafu G je pokryty parenim M prave vtedy, ked sa
v M nachadza hrana incidentna s v. Mnozinu vrcholov pokrytych parenim
M oznacujeme V(M). Perfektné pdrenie grafu G je parenie, ktoré pokryva
vSetky vrcholy grafu G. Graf G sa nazyva faktorovo kriticky prave vtedy,
ked pre kazdy jeho vrchol v mé graf G —v perfektné parenie. Skoro-perfekiné
pdrenie je parenie, ktoré pokryva vsetky vrcholy okrem jedného. Deficiencia
grafu G je pocet vrcholov grafu G nepokrytych najvic¢sim parenim, oznacu-
jeme ju d(G).

Najprv uvedieme Tuttovu vetu, ktora charakterizuje grafy s perfektnym
parenim.

Veta 2.1. [16]Graf G méa perfektné parenie prave vtedy, ked pre kazda
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mnozinu vrcholov S C V(@) plati ¢,(G—5) < |S|, kde ¢,(H) oznacuje pocet
komponentov grafu H s neparnym poc¢tom vrcholov.

Vdaka Tuttovej vete na dokaz, Ze graf nema perfektné parenie, sta¢i najst
nejakd mnozinu vrcholov S, pre ktoru plati ¢,(G — S) > |S|. Takato mno-
zina vrcholov sa ¢asto nazyva Tuttova mnoZina. Bergova formula, ktoru teraz
uvedieme, zovseobecnuje Tuttov vysledok a umoziuje vypocitat velkost naj-
vacsieho parenia.

Veta 2.2. [17]|Plati: d(G) = max{co(G — S) — |S|; S C V(G)}.

Pokial graf nema perfektné parenie, zaujima néas spravidla najvicsie pare-
nie. Vysledky Gallaia a Edmondsa, ku ktorym dospeli nezévisle, popisuju vel-
kost a struktiru kazdého najvécsieho parenia v grafe. Predtym, ako vyslovime
tito charakterizaciu, definujeme (D, A, C')-dekompoziciu, alebo Gallaiovu-
Edmondsovu dekompoziciu vrcholov grafu.

Definicia 2.3. Nech G je [ubovolny graf. Nech mnozina D obsahuje prave tie
vrcholy grafu GG, ktoré nie st pokryté nejakym najvacsim parenim. Mnozina
A obsahuje vrcholy z V(G) — D, ktoré v G susedia s vrcholmi z D a mnozina
C' obsahuje prave vrcholy V(G) — D — A. Rozklad mnoziny V' (G) na mnoziny
D, A, C nazveme (D, A, C)-dekompoziciou grafu G.

Teraz moézeme vyslovit Gallaiovu-Edmondsovu Strukturalnu vetu.

Veta 2.4. (Gallaiova-Edmondsova Strukturalna veta|ll, 2]) Nech G
je graf a mnoziny D, A, C tvoria (D, A, C')-dekompoziciu grafu G. Potom
plati:

(i) komponenty podgrafu indukovaného vrcholmi z D st faktorovo kritické;
(ii) podgraf indukovany mnozinou C' mé perfektné parenie;

(iii) bipartitny graf ziskany z grafu G zmazanim vrcholov z C, kontrakciou
komponentov z D a zmazanim hran medzi vrcholmi z A, ma kladny
prebytok(surplus) z pohladu A;

(iv) kazdé najvicsie parenie v grafe G obsahuje perfektné parenie vsetkych
komponentov z C', skoro-perfektné parenie kazdého komponentu D a

paruje vSetky vrcholy z A s roznymi komponentami grafu indukovaného
D

13



(v) v(G) = (|V(G)|—c(D)+1A|)/2, kde ¢(D) oznacuje pocet komponentov
podgrafu indukovaného vrcholmi z D a v(G) oznacuje pocet hréan v
najvacsom pareni.

MéZeme si vimnut, Ze ak mé graf G perfektné parenie, tak V(G) = C.
Taktiez ak graf G je faktorovo kriticky, potom V(G) = D. Ak pre (D, A, C)-
dekompoziciu plati, Ze mnozina A je neprazdna, tak takato dekompoziciu
nazveme netrividlna. V dalSom texte nas budi zaujimat najmé grafy s ne-
trivialnou (D, A, C')-dekompoziciou.

Nech M je parenie grafu G. Striedavd cesta v grafe G vzhladom na M je
cesta, v ktorej sa striedaju hrany z M a hrany z F(G) — M. Pokial striedava
cesta zacina aj kon¢i nepokrytym vrcholom, hovorime jej zvdcsujica striedavd
cesta. Ak v grafe G existuje k pareniu M zvécsujica striedava cesta P, vieme
ziskat vécsie parenie M’ grafu G tak, Ze hrany na ceste P, ktoré sua v M
nebuda v péareni M’, ale hrany na ceste P z mnoziny E(G) — M budua v
pareni M’ naviac parenie M’ obsahuje aj hrany z mnoziny (E(G) — P)N M.
O zvacsujucich striedavych cestach hovori nasledujica veta, ktord vyuzivaja
algoritmy na najdenie najvacsiecho parenia.

Veta 2.5. [18] Parenie M v grafe G je najvicsie prave vtedy, ked neexistuje
striedava zvac¢sujuca cesta v G vzhladom na M.

Lahko vidiet, Ze ak mame Tubovolné parenie M grafu G, tak ho vieme
pomocou striedavych zviacsujucich ciest zvacsit na najvicsie parenie, a ze toto
najvicsie parenie bude pokryvat vsetky vrcholy, ktoré boli pokryté parenim
M. Tieto skuto¢nosti budeme ¢asto v praci vyuzivat.

Teraz uvedieme niektoré vysledky o rozsiritel nosti pareni. Zaujimavéa otézka
pri rozsiritelnosti pareni je charakterizovat grafy, v ktorych sa kazdé pare-
nie dé rozsirit na najvéicsie parenie, alebo ekvivalentne: kazdé nerozsiritelné
parenie ma rovnaki mohutnost. Takéto grafy sa nazyvaji equimatchable.
St zname viaceré vysledky opisujice strukturu equimatchable grafov. Uve-
dieme zakladné vysledky v tejto oblasti a vysledky, ktoré v praci vyuzivame.
Struktiru equimatchable grafov s perfektnym parenim popisuje nasledujica
veta.

Veta 2.6. [3] Ak G je equimatchable graf s perfektnym parenim, tak G je
izomorfny bud s Ky, alebo s K, .

Teraz uvedieme vetu charakterizujicu equimatchable faktorovo kritické
grafy.
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Veta 2.7. [4] Nech G je suvisly faktorovo kriticky graf. Potom nasledjice
podmienky st ekvivalentné:

1) Graf G je equimatchable.

2) Pre kazda dvojicu nesusednych vrcholov u a v a pre kazdé parenie M
grafu G — u — v existuje treti vrchol w susedny s u alebo s v, ktory nie je
pokryty parenim M.

3) Pre kazda dvojicu nesusednych vrcholov u a v existuju disjunktné mnoziny
S1, 89, ..., € N(u) U N(v) také, ze spliiaji naraz vsetky nasledujiice
podnienky:

i) |S;| je neparne pre 1 <i < k;
ii) S; a S; nie je spojené hranou pre i # j a

iii) |R(S1,Ss, ..., Sk)| < k,kde R(S1, Ss, ..., Sk) = N(Ur, Si)—UL, Si—
{u, v}
(Symbolom R(Sy, Sa, ..., Sk) je oznacena mnozina vrcholov z G —u—
v, ktoré nelezia v ziadnej z mnozin .5;, ale z ktorych kazdy je spojeny
s vrcholom z niektorej S;.)

Oznacenie Nech D je nejakd podmnozina mnoziny vrcholov grafu G. Mno-
zinu podgrafov grafu indukovaného vrcholmi z D budeme oznacovat (D).

Equimatchable grafy s netrividlnou Gallai-Edmondsovou dekompoziciou
su popisané nasledujticou vetou.

Veta 2.8. [4] Nech G je suvisly equimatcheble graf, ktory neobsahuje per-
fertné parenie. Nech (D, A, C') je Gallaiova-Edmondsova dekompozicia grafu
G anech A # (. .

1) Potom pre kazdé D; € (D) nastéva jedna z nasledujucich moznosti:
i) D; = Ky, 1 pre nejaké n > 2 a kazdy vrchol z D; susedi s rovnakym
vrcholom a € A a ziadny vrchol z D; nesusedi s inym vrcholom a € A.

ii) D, obsahuje artikulaciu d; v G, pri¢om d; je jediny vrchol z D; spojeny
s vrcholmi z mnoziny A. Nech H},..., H pre nejaké r > 1 st kom-
ponenty grafu D; —d;. Potom pre kazdé j, 1 < j < r, bud Hf >~ Ko
pre m > 1 a aspon dve hrany spajaju Hl-j s d;, alebo Hij e Kom
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pre nejaké m > 1 a ak (U, V) je biparticia tohto grafu, potom aspon
jedna hrana spaja d; s vrcholom z U a aspon jedna hrana spaja d; s
nejakym vrcholom z W.

iii) aspon dva vrcholy z D; st spojené s vrcholmi z A a aspon jeden
vrchol z D; nie je spojeny zo ziadnym vrcholom z A. V tomto pripade
existuje vrchol a € A, taky Ze oddeluje D; od G. Ak D; obsahuje
prave dva vrcholy y; a y, spojené s bodom a, potom D; musi byt
jedného z nasledujtcich troch typov:

a) D; je Ks;

b) D; — {y1,y2} je kompletny bipartitny graf K, ,_; kde r > 2 a ak
(U, V) je jeho biparticia, kde |U| = r potom y; a y, st oba susedné
s kazdym vrcholom v U a aj navzajom;

c) D; —A{y1,y2} je Kor_q, pre v > 2, 41 a yo si spojené s kazdym
vrcholom v D; —{y1, 42} a y1 s y mdzu (ale nemusia) byt spojené.

Ak D; ma aspon 3 a najviac |V (D;)| — 1 vrcholov spojenych s a,

potom D; je Ks,,_1 pre nejaké m > 3.

Komponenty D; pre ktoré nastéva pripad i), ii), resp. iii) nazyvame kom-
ponenty typu I, II, resp. IIL.

2) Odoberme z grafu G vSetky komponenty D; typu II a typu III a kazdy
komponent typu I skontrahujme do jedného vrchola. Potom existuje pa-
renie vo vyslednom bipartitnom grafe G’, ktoré pokryva vsetky vrcholy z
A a graf G’ je equimatchable.

Doésledok 2.9. Nech G je Tubovolny equimatchable graf bez perfektného
péarenia a nech (D, A, C) je jeho Gallaiova-Edmodsova dekompozicia. Potom

C =0.
Equimatchable bipartitné grafy charakterizuje nasledujica veta.

Veta 2.10. [4] Suvisly bipartitny graf GG, s mnozinami biparticie |U| < |[W],
je equimatchable prave vtedy, ked pre kazdy vrchol u € U existuje neprazdne
X C N(u) taka, ze |[N(X)| < |X].

7 uvedenych vysledkov vyplyva nasledujice tvrdenie.

Tvrdenie 2.11. [19] Nech G je suvisly, equimatchable graf bez perfektného
parenia. Ak G nie je bipartitny ani faktorovo kriticky, tak G' obsahuje aspon
jednu artikuléciu.
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Na tieto vSeobené vysledky nadvézuje viacero prac popisujicich equimat-
chable grafy patriace do nejakej triedy grafov. Napriklad v [14] autori skiimali
grafy s obvodom aspon pét a charakterizovali tie z nich, ktoré st equimat-
chable. Pri tejto triede grafov sa dal vyuzit ten fakt, Ze podgrafy izomorfné
s K, pre n > 3 alebo s K,,,, pre n > 2 obsahuju kruznice dlzky 3 a teda
grafy s obvodom aspon pét nemdzu takéto podgrafy obsahovat. Vdaka tomu
mnohé pripady spomenuté vo vete 2.8 nemo6zu nastat. Teraz uvedieme hlavny
vysledok prace [14].

Veta 2.12. [14] Nech G je suvisly equimatchable graf s obvodom aspoii 5.
Potom G je izomorfny s Ky, C5, C7 alebo G je bipartitny graf s mnozinami
biparticie Vi a V5 takymi, ze kazdy vrcholy z Vi susedi s vrcholom stupna 1
a ziadny vrchol z V| nema stupen 1.

Jeden zo vSeobecnejsich konceptov rozsiritel nosti pareni je n-rozsiritel nost.
Graf G je n-rozsiritel ny prave vtedy, ked obsahuje parenie velkosti n a kazdé
také parenie sa dé rozsirit na perfektné parenie. Charakterizacia grafov s
perfektnym parenim, v ktorych sa kazdé parenie velkosti n da rozsirit na
perfektné parenie je popisana v [§].

Veta 2.13. [8] Graf GG je n-rozsiritelny prave vtedy, ked pre kazda mnoZzinu
S C V(@) platia obe nasledujuce podmienky:

(1) no(G — 8) < |5], kde n,(H) oznatuje pocet neparnych komponentov
grafu H,;

(ii) ak no(G — S) = |S — 2k|, pre nejaké k, 0 < k <n — 1, tak F(S) < k,
kde F(S) je mohutnost najvacsieho péarenia v podgrafe indukovanom
mnozinou S.

V niektorych pripadoch nemusime nutne pozadovat rozsirenie na najvac-
sie parenie. V [10] definovali (n, k, d) -grafy takto: graf G je (n, k, d)-graf prave
vtedy, ked po zmazani [ubovolnych n vrcholov z grafu G sa vo vyslednom
grafe kazdé parenie velkosti k da rozsirit na parenie, ktoré nepokryva prave
d vrcholov. Takato definicia je velmi vSobecné. Napriklad grafy s perfekt-
nym péarenim sua (0,0, 0)-grafy, (n,0,0)-grafy sa n-kritické grafy a podobne.
Nasledujtica veta charakterizuje (n, k, d) -grafy.

Veta 2.14. [10] Graf G je (n, k, d)-graf prave vtedy, ked st splnené nasle-
dujtice podmienky:
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(i) pre kazda S C V(G) a |S| < n, plati n,(G —S) < |S| —n+d.

(ii) pre kazdu S C V(G) taka, ze |S| < n + 2k a podgraf ureny mnozinou
S obsahuje parenie velkosti k, plati n,(G — 5) < |S| —n — 2k + d.

Okrem charakterizacie (n,k,d)-grafov je v [10] ukézanych aj niekolko
vlastnosti takychto grafov, vac¢sinou pre d = 0.

Veta 2.15. [10] Nech G je (n, k, d)-graf. Potom G ma nasledujuce vlastnosti.

(i) G je aj (n', k', d)-graf pre kazdé n', k' také, 26 0 <n' <n,0< Kk <ka
n' =n (mod 2).

(i) Akd=0,n>1ak >2 tak G je aj (n+ 2,k — 2,0)-graf.
(i) Ak G jesuvisly, d=0ak > 1, tak G je (n + k + 1)-savisly.
(iv) Ak G je suvisly, tak je G — e je (n — 2, k,0)-graf pre kazda hranu e.

Na spomenuté vysledky z [10] priamo nadviazal ¢lanok [I1I], ktory sa
venuje najma charakterizacii grafov, ktoré vzniknua z nejakého (n, k, d)-grafu
odobratim alebo pridanim vrchola alebo hrany. Teraz spomenieme niektoré
z dosiahnutych vysledkov.

Veta 2.16. [11] Pre kazdé n >d > 0 a k > 1, ak G je (n, k, d)-graf, potom
GUeje (n,k —1,d)-graf pre kazda hranu e ¢ E(G).

Veta 2.17. [11] Nech graf G’ vznikne z grafu G pridanim nového vrchola,
ktoré bude spojeny s kazdym vrcholom grafu G. Potom ak G je (n, k, d)-graf,
tak G' je (n+ 1,k — 1,d) -graf.
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Kapitola 3

Equimatchable grafy

3.1 Chordalne grafy

V tejto casti charakterizujeme Struktiru equimatchable chordalnych grafov.

Definicia 3.1. Graf G sa nazyva chorddlny prave vtedy, ked pre kazdu
kruznicu dlzky aspoi 4 obsahuje graf G aj nejaki jej tetivu.

Tvrdenie 3.2. Stvisly chordélny graf je bipartitny préave vtedy, ked je strom.
Speciélne jediny kompletny bipartitny chordalny graf je K;; = K.

Dokaz Ak chordalny graf obsahuje nejaka kruznicu dizky aspoi 4, tak obsa-
huje aj jej tetivu. Teda pokial nie je nejaky chordalny graf acyklicky, potom
obsahuje aj kruznicu dlzky 3, a teda nemdze byt bipartitny. O]

Veta 3.3. Nech G je chordalny equimatchable graf s perfeknym parenim.
Potom G je izomorfny s K, pre nejaké n > 1.

Dokaz Dokaz vyplyva z vety [2.6] a z tvrdenia O

Veta 3.4. Nech G je suvisly equimatchable chordalny graf, ktory neobsa-
huje perfertné parenie. Nech (D, A, C) je Gallaiova-Edmondsova dekompozi-
cia grafu G a nech A # (). .

(1) Potom pre kazdé D; € (D) nastava jedna z nasledujicich moznosti:

(i) D; = Ks, 1 pre nejaké n > 2 a kazdy vrchol z D; susedi s rovnakym
vrcholom a € A a ziadny vrchol z D; nesusedi s inym vrcholom
a € A.

19



(ii) D; obsahuje artikulaciu d; v G, pricom d; je jediny vrchol z D;
spojeny s vrcholmi z mnoziny A. Nech H}, ..., HI pre nejaké r > 1

st komponenty grafu D; — d;. Potom pre kazdé j, 1 < j < 7,
Hij = Ky, pre m > 1 a aspon dve hrany spajaju H{ s d;.

(iii) aspon dva vrcholy z D; st spojené s vrcholmi z A a aspon jeden
vrchol z D; nie je spojeny zo ziadnym vrcholom z A. V tomto pri-
pade existuje vrchol a € A taky, Ze oddeluje D; od G. Ak D; méa
aspon 2 a najviac |V (D;)| — 1 vrcholov spojenych s a, potom D; je
Ks5,,_1 pre nejaké m > 3.

Komponenty D;, pre ktoré nastéva pripad i), ii), resp. iii), nazyvame
komponenty typu I, II, resp. III.

(2) Odoberme z grafu G vsetky komponenty D; typu II a typu III a kazdy
komponent typu I skontrahujme do jedného vrchola. Potom existuje pa-
renie vo vyslednom bipartitnom grafe G’, ktoré pokryva vsetky vrcholy
z A a graf G’ je equimatchable.

(3) Odoberme z grafu G vsetky komponenty D; typu I a typu III a kazdy
komponent typu II skontrahujme do jedného vrchola. Potom vysledny
graf je suvisly strom, v ktorom sa na kazdej ceste striedaja vrcholy zis-
kané z vrcholov z A s vrcholmi ziskanymi z vrcholov z D.

Doékaz Veta vyplyva z tvrdenia [3.2] a popisu equimatchable grafov z vety
2.8 O

3.2 Prienikové grafy fundamentalnych cyklov

V tejto Casti sa venujeme Strukture grafov G takych, Ze pre Tubovolnu kostru
T grafu G je graf G#T equimatchable. Najprv definujeme niektoré pojmy
pouzivané v nasledujicom texte.

Definicia 3.5. Nech G je graf a T je nejaka jeho kostra. Nech e je lubovolna
hrana grafu G a e ¢ T. Potom T+ e obsahuje prave jednu kruznicu, oznacme
ju C', a tato kruznica sa nazyva fundamentdlna. Budeme hovorit, ze C' prisla-
cha k hrane e. Definujeme aj funkciu C7 z mnoziny nekostrovych hrén G' do
kruznic v G, ktora I'ubovolnej nekostrovej hrane e priradi jej fundamentalnu
kruznicu a funkciu Er z fundamentélnych kruznic v G do hran z E(G) — T,
ktora priradi Tubovolnej fundamentélnej kruznici jej nekostrova hranu.
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Definicia 3.6. Prienikovy graf fundamentdlnych cyklov(vzhladom na kostru
T') budeme oznacovat G#1' a definujeme ho nasledovne: V(G#T') = {v.|e €
E(G = 1T)}; ve,ve; € E(G#H) préave vtedy, ked fundamentalne kruznice
prislachajtice hrandm e; a e; maja neprazdny prienik.

Definicia 3.7. Bettiho cislo grafu G je rovné E(G) —V(G) +c(G), kde ¢(G)
je poCet komponetov grafu G. Bettiho ¢islo grafu G budeme oznacovat 5(G).

Tvrdenie 3.8. Prienikové grafy fundamentélnych cyklov maja nsledujice
vlastnosti.

(i) Kazdy graf G#T je chordalny graf.

(ii) Pocet vrcholov grafu G#T, ak G je suvisly, je ur¢eny vztahom
[V(G#T)| = B(G) = |E(G)| — V(G) + 1, a teda nezavisi od zvolenej
kostry T

(iii) Ak graf G je hranovo dvojsavisly, potom G#T je suvisly.
Doékaz Vlastnost i) vyplyva z [20] a vlastnosti ii) a iii) st zrejmé.

V dokaze vety vyuzijeme nasledujtice grafy. Symbolom Ky (n, k) bu-
deme oznacovat grafy s dvoma vrcholmi v, a v, a mnozinou hréan, ktora
pozostava z n — k sluciek vo vrchole v a k + 1 hran medzi vrcholmi v, a v;.
Vsimnime si, ze graf K4 (n,k) obsahuje pre kazda svoju kostru 7' prave n
fundamentalnych cyklov, z ktorych prave k prechadza vrcholom v, a kazdy
z tychto cyklov obsahuje vrchol v, tohoto grafu. Z vety vyplyva, ze equ-
imatchable graf moze obsahovat viacero kompletnych podgrafov, ale kazdy z
nich je spojeny s préave jednym vrcholom zo zvysku grafu.

Veta 3.9. Nech H je equimatchable chordalny graf, ktory nie je faktorovo
kriticky. Potom existuje graf G taky, ze G#T = H pre kazdu kostru T grafu
G.

Dokaz Struktiru equimatchable chordalnych grafov s netrivialnou Edmonds-
Gallaiovou dekompoziciou sme popisali vo vete [3.4] Teraz ukazeme, ako sa
da na zéklade tejto Struktury zostrojit graf G' s pozadovanymi vlastnostami.
Predpokladajme, ze graf H je suvisly. Ak by nebol, m6zeme zvlast vyriesit
kazdy z jeho komponentov.

Najprv definujeme pomocny graf H', ktory je podgraf grafu H a pre neho
zostrojime graf G’ taky, ze G'#T = H' pre kazdu kostru T grafu G’. Graf
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H' definujeme takto: z grafu H odobieme vsetky komponenty z D typu I a
I11. Dalej v kazdom komponente z D typu (ii) odoberieme vsetky vrcholy
okrem centralneho vrchola tohto komponentu, z vety vyplyva, ze graf H’
je strom. Graf G’ zostrojime nasledovne. Kazdému vrcholu v z H' priradime
v grafe G’ jednu kruznicu C,, ktora obsahuje préave tolko vrcholov, kolko
mé vrchol v susedov v H'. Ak st vrcholy vy a vy v grafe H' susedné, potom
prienik kruznic C,, a C,, v G’ obsahuje préave jeden vrchol. V opa¢nom
pripade je tento prienik prazdny. VSimnime si, ze kazda z tychto kruznic je
artikulacna, ¢o je zabezpecené stromovou Strukturou grafu H’. Naviac graf
H — H' je tvoreny niekol’kymi komponentami, z ktorych kazdy je izomorfny
s kompletnym grafom a kazdy z nich je jednou alebo viacerymi hranami
pripojeny k H'.

Kazdy komponent H; grafu H — H' bude v G zodpovedat podgrafu G;
izomorfnému s K4 (n;, k;), kde n; = |V (H;)| a k; sa rovna po¢tu hran spajaji-
cich podgrafy H; s H' v grafe H. Graf G ziskame zo spomenutych pomocnych
grafov tak, Ze pre kazdé i spravime nasledovné. Oznacme h; € H' vrchol, s
ktorym je spojeny komponent H;. Nech Cg je kruznica v grafe G’ zodpove-
dajtca vrcholu h;. Nech viu; je Tubovolna hrana Cg:. Grafy G; a G' spojime
tak, Ze namiesto hrany v;u; vlozime hrany v;v, a vyu;, kde v, € G;. Zjavne
takto ziskany graf G vyhovuje tvrdeniam vety. O

Obr. 3.1: Graf H (vlavo) a graf H' (vpravo), ktory vznikne z H konstrukciou
z dokazu vety [3.9

Priebeh dokazu vety ilustruju na priklade obrazky 3.1 a 3.2. V nasle-
dujucom texte popiSeme Strukturu grafov G takych, ze pre kazda kostru T
je G#T je equimatchable. Najskor ukdZeme niekolko pomocnych tvrdeni, v
ktorych preskiimame, ako mézeme zmenit graf G#T zvolenim inej kostry.

Lema 3.10. Ak graf GG obsahuje dve disjunktné kruznice C a Cs, tak existuje
kostra T' grafu G taka, ze C; a Cy st fundamentélne kruznice vzhladom na
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Obr. 3.2: Graf G’ (vlavo) a graf G (vpravo), ktoré vznikni z grafov na obrazku
3.1 konstrukciou z dokazu vety [3.9

T. Naviac vrcholy v grafe G#T prislichajuce kruzniciam C; a Cs nie st
susedné.

Dokaz Definujme kostru 7' tak, aby obsahovala vSetky hrany C okrem ne-
jakej eq, a taktiez vSetky hrany Cy okrem nejakej es, zvySné hrany zvolme
I'ubovolne. Lahko vidiet, Ze kruznice C; a Cy st fundamentalne vzhladom
na kostru 7" a kedze st podla predpokladu disjunktné, tak vrcholy v grafe
G#1T, ktoré im prislichaji, nie st susedné. O

Lema 3.11. Nech graf G obsahuje dve disjunktné kruznice C a Cs, ktoré
su spojené aspon dvoma vrcholovo disjunktnymi cestami P, P, ktorych
koncové vrcholy st navzidjom rozne. Potom existuje kostra T tohto grafu
G taka, ze C a (5 st fundamentélne kruznice a vrcholy v; a vy v grafe
G#T, ktoré prislichaju kruzniciam C); a C5, st susedné. Naviac v grafe
G#T existuje vrchol vs, ktory susedi s vy aj s vs.

Doékaz OznaCme vy resp. vy vrcholy prieniku kruznice C s cestami P; resp.
P,. Kostru T' zvolme tak, aby obsahovala Cy okrem jej Tubovolnej hrany ey,
cesty P, a P2, a kruznicu C okrem dvoch hran es; a es, ktoré vyberieme tak,
aby v grafe C'| N'T neexistovala cesta medzi vrcholmi v; a v,. Lahko vidiet,
ze v grafe G#T tvoria vrcholy v,,, v, a v, trojuholnik. O

Veta 3.12. Graf G#T je izomorfny s K,, pre kazda kostru T' prave vtedy,
ked v G maju kazdé dve kruznice spolo¢ny prienik.

Doékaz Najprv dokazeme, ze ak v grafe G maja kazdé dve kruznice spolo¢ny
prienik, tak potom je G#T kompletny graf pre kazda kostru T grafu G.
Nech 7" je Tubovoln4, ale pevne zvolené kostra grafu G. Majme Tubovolné
dva rozne vrcholy v, a v, grafu G#1". Nech C a Cs st k nim prislichajtce
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fundamentalne cykly vzhladom na kostru 7”. Tieto cykly C; a Cy st kruz-
nicami v grafe G a podla predpokladov maja neprazdny prienik, teda aj im
prislichajuce vrcholy st spojené v G#1" hranou. Opac¢né implikacia vyplyva

z lemy O]

Definicia 3.13. Nech G je Iubovolny graf a T a 71" st Iubovolné kostry
grafu G také, ze |E(T) — E(T")| = |E(T") — E(T)| = 1. Nech N¢ je mnozina
kruznic v grafe G, ktoré st fundamentalnymi cyklami zaroven vzhladom
na kostru 7' aj vzhladom na kostru 7”. Ozna¢me N C V(G#T') mnozinu
vrcholov prislichajicich fundamentalnym cyklom z mnoziny Ng. Najudcsi
spoloény podgraf grafov GH#T a G#1' definujeme ako podgraf H grafu G#T
indukovany vrcholmi z mnoziny N. Najvacsi spoloény podgraf G#T a GH#T"
budeme oznacovat G#(T,T"). Lahko vidiet, ze graf G#T" obsahuje indu-
kovany podgraf H' izomorfny s H, tento izomorfizmus budeme oznacovat
fawr).

Lema 3.14. Nech G je graf a T' je nejaka jeho kostra. Nech C) a C5 st dve
Tubovolné fundamentélne kruznice v grafe G vzhladom na kostru 7', kto-
rych prienik obsahuje aspon jednu hranu. Oznacme v resp. v, vrcholy grafu
G#T, ktoré zodpovedaju kruzniciam C' resp. C5. Potom graf G obsahuje
kostru 7" liSiacu sa od kostry T" jednou hranou taku, Ze zaroven platia vSetky
nasledujice podmienky:

i) Graf G#T — G#(T,T") obsahuje vrchol vy a moze obsahovat niektoré z
vrcholov z mnoziny N (vy) N N(vq). Ziadne iné vrcholy neobsahuje.

ii) Pre kazdy vrcholv € V(G#T—GH#(T,T")) existuje vrchol v' € V(GH#T'—
G#(T",T)) taky, ze v" susedi so vietkymi vrcholmi v fau ) (N(v) N
V(G#(T,T"))) okrem niektorych z fau (N (v1) NN (v)).

iii) Kazdy vrchol v grafu G#1" — G#(1",T') susedi so vSetkymi vrcholmi z
mnoziny feurry(N(v1) NV(G#H(T,T')) — (N(v1) N N(vg))).

iv) Graf G#T' — G#(T",T) je izomorfny s kompletnym grafom.

Dokaz Nech e; je hrana z kruznice C', ktora nepatri do kostry 7" a nech e, je
nejaka hrana z prieniku kruznic C a Cs. Zjavne ey patri do kostry T'. Kostru
T’ definujeme vztahom 7" = T — ey +e;. Teraz dokaZzeme, Ze T’ méa vlastnosti
i) aziv). Kruznice v grafe G, ktoré boli fundamentélne vzhladom na kostru 7,
a ktoré neprechadzaji cez hranu ey, st fundamentalne aj vhladom na kostru
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T'. KruZnica C; je fundamentéalna aj vzhladom na kostru 7", ale kruznica Cs
nie je fundamentalna vzhladom na kostru 7”. Z tychto vlastnosti vyplyva, Ze
vlastnost i) je splnend. Nech f je hrana z E(G) —T" —T. Ak es ¢ Cr(f),
tak Cr/(f) = Cr(f). Ak eo € Cr(f), tak Cp(f) obsahuje prave hrany zo
symetrickej diferencie Cr(es) a Cr(f). Specialne Cpv(f) obsahuje hranu e;.
Z tychto pozorovani vyplyva platnost tvrdeni ii) - iv). O

Z predchéadzajucej lemy vyplyvaji nasledujuce dosledky.

Dosledok 3.15. Nech G je Tubovolny graf a T' je jeho Tubovolna kostra.
Nech vy a vy st vrcholy grafu G#7T prisluchajice nejakym fundamentalnym
kruzniciam C; a Cy. Nech vy a v, nemaji v G#7T spolocného suseda. Ak prie-
nik kruznic C a Cy obsahuje asponi jednu hranu, tak existuje kostra 7" grafu
G taka, ze graf GH#T" je izomorfny s H, kde H je graf, ktory vznikne z grafu
G#T pridanim hran spajajtcich vSetkych susedov vrchola vy s vrcholom wvs.

Dosledok 3.16. Nech T je lubovolna kostra grafu G. Nech v grafe G existuje
artikulacia v, ktora oddeluje podgraf H izomorfny s kompletnym grafom od
zvySku grafu. Oznacme G’ graf, ktory vznikne z grafu G#7T nahradenim
podgrafu H dvomi podgrafmi H' = K, a H" = K, takymi, ze |V(H)| =
n + m, pricom kazdy vrchol podgrafu H' susedi s v a so v8etkymi vrcholmi
z V(G — H")N N(v) a moze susedit aj s vrcholmi z podgrafu H' a aspon
jeden vrchol podgrafu H” susedi s v alebo s nejakym vrcholom z H'. Ak
(' je fundamentéalna kruznica prisluchajica vrcholu v, Cs je fundamentéilna
kruznica prislichajica vrcholu v € H a ak C; N Cy obsahuje aspon jednu
hranu, tak existuje kostra 7" grafu G taka, ze graf G#T1’ je izomorfny s
grafom G'.

3.3 Struktura grafov G takych, Ze pre kazdu
kostru 1" je G#1' equimatchable

Hlavnym vysledkom v tejto Casti je veta[3.29] ktora popisuje struktiru grafov
G takych, ze pre kazda kostru T' je G#T equimatchable. Najprv dokazeme
niekol'ko pomocnych liem a nésledne v niekol’kych tvrdeniach ukéZeme CGias-
tocné vysledky pre $pecialnu Struktaru grafu G#T.

Definicia 3.17. Artikulacnd kruznica je kruznica C' v grafe G taka, ze ak
vrcholy w a v lezia na kruznici C, potom kazda cesta z u do v lezi cela na
kruznici C.
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Platnost nasledovného tvrdenia je zrejma.

Tvrdenie 3.18. Ak C je artikula¢né kruznica v grafe GG, tak platia nasle-
dovné vlastnosti.

i) Kazdy komponent grafu G — C' je spojeny s najviac jednym vrcholom
kruznice C.

ii) Kruznica C' je fundamentalna kruznica grafu G pre kazda kostru 7.

iii) Vrchol prisluchajuci kruznici C' v grafe G#T je bud artikulaciou, alebo
listom.

Definicia 3.19. Nech G je lubovolny graf a T' je nejaka jeho kostra. Hovo-
rime, ze podgraf L grafu G prislicha podgrafu H grafu G#T prave vtedy,
ked L je podgraf grafu G indukovany vrcholmi fundamentélnych kruznic
prisliuchajacimi vrcholom podgrafu H.

Lema 3.20. Nech G je graf taky, ze pre kazdu jeho kostru T' je graf G#T
equimatchable. Potom ak pre nejaku kostru 7" existuje v grafe G#1" vrchol
a € A spojeny s aspon troma komponentami mnoziny D, tak kruznica C' =
Cri(a) v grafe G je artikula¢na kruznica.

Dokaz Nech graf G spliia predpoklady lemy. Predpokladajme kvoli sporu,
ze pre nejaki kostru 7" existuje v grafe G#T' vrchol a € Agyr, pre ktory
plati, ze kruznica C7(a) nie je artikulacna a vrchol a je spojeny s aspon
troma komponentami z (D), ozna¢me ich Dy, Ds, ..., Dy, pre k > 3. Dalej
predpokladajme, ze G#T je equimatchable. Ak kruznica Cr(a) nie je artiku-
la¢né, tak potom existuje vrchol d v G#T' v niektorom komponente D; taky,
ze prienik kruznice Cr(d) s Cr(a) obsahuje aspon jednu hranu. Bez ujmy na
vSeobecnosti nech to je Di. Rozlisime tri pripady, bud je D; typu II; alebo
D obsahuje jediny vrchol d; alebo D; je izomorfny s K5, 1 pre nejaké n > 1.

i) Ak D; je typu II alebo ak V(D;) = {d}, tak vrcholy a a d nemaju
spolo¢nych susedov a podla dosledku existuje kostra 17" grafu G
taka, ze G#T' je izomorfny s grafom H, ktory vznikne z G#7T prida-
nim hran spajajucich vrchol d so vSetkymi susedmi vrchola a. V zmysle
izomorfizmu z désledku ozna¢me vrcholy v G#1" rovnako, ako st
oznacené ich vzory v G#7T'. Zostrojme ubovolné nerozsiriteIné péarenie
M grafu G#T', ktoré obsahuje hranu ad. Zostrojme tiez nerozsiritel né
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parenie grafu G#T", ktoré obsahuje hrany spajajtice a s Dy a d's D3. Je
zrejmé, ze ak G#T je equimatchable, tak |M| < |M'|, a teda G#T" nie
je equimatchable, ¢o je spor s predpokladmi.

ii) Ak D; je izomorfny s K, pre nejaké n, tak podla doésledku existuje
kostra T” grafu G a podgrafy H' a H” popisané v dosledku[3.16] V zmysle
izomorfizmu z dosledku ozna¢me vrcholy v G#T" rovnako, ako si
oznalené ich vzory v G#T. V grafe G#T' vytvara podgraf H' spolu
s vrcholom a kompletny graf, ozna¢me ho H!. Podgraf H! je spojeny
aspon jednou hranou s podgrafom H” a vSetky vrcholy z H! susedia s
podgrafmi Ds, ..., Dy. Zjavne |V (H")| a |V (H])| maja rovnaku paritu.
Teraz zostrojme nerozsiritelné parenia M a M’ s nasledujucimi vlastnos-
tami. Ak |V (H")| je neparne, tak parenia M a M’ obsahuju prave jednu
hranu spajajucu H! a H”, inak neobsahuju ziadnu hranu spajajicu H”
so zvyskom grafu. Parenie M neobsahuje Ziadnu hranu spéjajicu vr-
choly z V(H]) s vrcholmi z V(G#T" — H" — H|). Parenie M’ obsahuje
hrany spajajice H, s Dy a s D3. Ak G#T je equimatchable, tak zjavne
|M| < |M’|, ¢o je spor s predpokladom, ze G#S je equimatchable pre
kazdu kostru S grafu G.

]

Z vety [3.4 vyplyva nasledovna vlastnost Gallai-Edmodsovej dekompozicie
Tubovolného eqiumatchable grafu G. Nech D; € (D). Ak je D; susedny s
aspon dvoma roéznymi vrcholmi z mnoziny A, tak so vSetkymi vrcholmi z A
susedi prave jeden vrchol tohoto grafu, ozna¢me ho d. Graf D; — d pozostava
z niekol'kych komponentov izomorfnych s kompletnymi grafmi. Kazdy z nich
je spojeny s d aspon dvomi hranami. Vrchol d budeme v nasledujicom texte
nazyvat centrdlny vrchol komponentu D; typu II.

Lema 3.21. Nech G je graf taky, ze pre kazdu jeho kostru T je graf G#T
equimatchable. Potom ak pre nejaku kostru 7" existuje v grafe G#1" vrchol
d € D spojeny s aspoit dvoma vrcholmi z mnoziny A, tak kruznica C' = Cr(d)
v grafe G je artikulacné.

Dokaz Nech graf G splia predpoklady lemy. Predpokladajme kvoli sporu,
7e existuje kostra T grafu G také, ze v grafe G#T existuje vrchol d z D
spojeny s aspon dvoma réznymi vrcholmi z mnoziny A, ozna¢me ich a; pre
1 <i<kak>2. Naviac vrcholu d prislicha fundamentalna kruznica, ktora
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nie je artikulacna. Ak [V (D;)| > 1, tak vrchol d je centralnym vrcholom
komponentu (D) typu II, teda je spojeny s podgrafmi H; kde 1 < j <[ a
[ > 1. Predpokladajme, ze G#T je equimatchable. Teraz mézu nastat dva
pripady.

i) Prienik kruznice Cr(d) a nejakej kruznice Cr(a;), kde 1 < i < k ob-
sahuje aspon jednu hranu. Bez ujmy na vSeobecnosti nech to je aj.
KedZe d a a; nemaju spoloénych susedov, podla dosledku [3.15] exis-
tuje kostra T" taka, ze graf G#T" je izomorfny s grafom, ktory vznikne
z grafu G#7T pridanim hran spéjajucich vrchol a so vSetkymi susedmi
vrchola d. V zmysle izomorfizmu z dosledku [3.15| ozna¢me vrcholy v
G#T' rovnako, ako st oznacené ich vzory v G#T. Nie je tazké vi-
diet, ze (Dgyrr, Acur, Caur)-dekompozicia grafu G#1” je rovnaka ako
(Dgyr, Agpr, Copr)-dekompozicia grafu G#T. V grafe G#1" su su-
sedné aspoil dva vrcholy z mnoziny Agur, preto podla vety [3.4] nie je
graf G#T" equimatchable.

ii) Prienik kruznice Cr(d) a kruznice Cr(h), pre nejaké h € H;, bez ujmy na
vSeobecnosti nech 7 = 1, obsahuje aspon jednu hranu. Vrchol d oddeluje
od zvysku grafu podgraf H; izomorfny s K, pre nejaké n, takze podla
dosledku existuje kostra 1" a podgrafy H' a H” popisané v dosledku
B.16] V zmysle izomorfizmu z dosledku ozna¢me vrcholy v G#T1"
rovnako, ako st oznacené ich vzory v G#T. Nie je tazké vidiet, ze H' +
H" +d+ H; pre 2 < i <[ je komponentom (D¢gxrv) a nema Struktiru
popisanti vo vete [3.4] preto graf G#1" nie je equimatchable.

]

Lema 3.22. Nech G je graf taky, ze pre kazdu jeho kostru 7' je graf G#T
equimatchable. Ak pre nejaka kostru 7" existuje v grafe G#T’ centralny
vrchol d komponentu D; € (D) typu II, pre ktory plati, ze D; — d nie je
izomorfny s kompletnym grafom, tak Cr(d) je artikulacné kruznica.

Dokaz Nech G je graf spliiajici podmienky lemy a nech pre kostru T grafu
G existuje v grafe G#T komponent D; € (D) spliajtci podmienky lemy.
Oznacéme Hq, Hs, ..., H; pre k > 2 podgrafy K,, spojené v grafe G#T s
vrcholom d a ozna¢me a vrchol z A spojeny s d. Predpokladajme kvoli sporu,
ze bud prienik C%.(d) s Cr(a) obsahuje aspoii jednu hranu alebo prienik C’.(d)
s C%.(h), kde h € H;, obsahuje aspon jednu hranu. Obidve moznosti vyrieSime
zZv1ast.
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i)

ii)

Nech prienik C7(d) s Cr(a) obsahuje asponi jednu hranu. Vrcholy a a d
nemaju spolo¢nych susedov v grafe G#T. Podla dosledku [3.15] existuje
kostra T" grafu G taka, ze G#T" je izomorfné s grafom, ktory vznikne z
grafu G#T pridanim hran spajajicich vrchol a s vrcholom d. V zmysle
izomorfizmu z dosledku ozna¢me vrcholy v G#T” rovnako ako zod-
povedajuce vrcholy v G#T'. Kedze graf G#T je equimatchable, tak v
nom aj v grafe G#T" je vrchol a spojeny s nejakym komponentom z
(D) typu I, ozna¢me ho D;. Zostrojme nejaké nerozosiritelné parenie M
grafu G#T"', ktoré obsahuje hrany spajajiuce a s Hy a d s Hy. Zjavne
zostane v Hy aj v Hy po jednom vrchole, ktory nebude nepokryty M.
Zostrojme tieZ nejaké nerozsiritelné parenie M’ grafu G#T"’, ktoré ob-
sahuje hranu ad. Pripomenme, Ze graf G#T’ sa od equimatchable grafu
G#T 1isi len hranami medzi vrcholom a a susedmi vrchola d, preto zjavne
M| < |M'], a teda G#T" nie je equimatchable.

Nech prienik kruznice Cr(d) a kruznice Cr(h) pre nejaké h € H; obsa-
huje aspon jednu hranu, bez ujmy na vSeobecnosti nech 7 = 1. Vrchol d
oddeluje od zvysku grafu podgraf H; izomorfny s K,, pre nejaké n, takze
podla dosledku [3.16| existuje kostra 7" a podgrafy H" a H” popisané v
dosledku [3.16] V zmysle izomorfizmu z dosledku [3.16] ozna¢me vrcholy
v G#T' rovnako, ako si oznacené ich vzory v G#7T'. Nie je tazké vidiet,
ze H + H" +d+ H; pre 2 < ¢ < je komponentom (D7) a nemé
Strukturu popisani vo vete 3.4}, preto graf G#T" nie je equimatchable.

Grafy, v ktorych ziadne dve kruznice nie st nezavislé, popisuje nasledu-

juaca veta.

Definicia 3.23. Koleso je graf, ktory vznikne z kruznice pridanim nového
vrchola v a hran, ktoré spoja v so vSetkymi vrcholmi kruznice, tieto hrany
nazyvame priecky.

Veta 3.24. (Lovasz [21]) Graf G neobsahuje dva nezavislé cykly prave
vtedy, ked bud obsahuje vrchol v taky, ze G — v je strom, alebo ho vieme
ziskat pridanim lesa a najviac jednej hrany spajajucej kazdy strom s grafom

G07
i)

ii)

pricom graf G je subdivizia jedného z nasledujtcich grafov:

Graf G ma tri vrcholy a nasobné hrany, ktoré spéajaju kazda dvojicu
vrcholov.

Graf G je izomorfny s K, v ktorom hrany jedného trojuholnika mézu
mat nasobné hrany.
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iii) Graf G je izomorfny s K.

iv) Graf GG je izomorfny s K5 bez jednej hrany, v ktorom hrany neincidentné
s vrcholom incidentnym s odobratou hranou moézu byt nasobné.

v) Graf G je koleso, ktorého priecky mozu byt nasobné.

vi) Graf G ziskame z grafu K3, pridanim hran spéjajicich vrcholy v prvej
(trojvrcholovej) particii.

Teraz vyslovime niekolko tvrdeni o Strukture grafov G takych, Ze pre
kazdua kostru T' grafu G je G#T equimatchable. Pripomenme, ze artikula¢na
kruznica je fundamentélna vzhladom na I'ubovolnu kostru grafu G.

Oznacenie Nech G je Tubovolny hranovo dvojsavisly graf, T je lubovolna
kostra grafu G a Cr je fundamentalna kruznica vzhladom na 7' v grafe G.
Symbolom G\ Cr budeme oznacovat najvacési hranovo dvojsuvisly podgraf
grafu G, ktory neobsahuje hranu Cr — E(T). Pripomefime, ze ak Cr je arti-
kula¢na kruznica, tak pre kazdy komponent K grafu G \ C plati, ze K N C
obsahuje prave jeden vrchol.

Lema 3.25. Nech G je graf taky, ze pre kazdu kostru T grafu G je G#T
equimatchable a nech T” je Tubovolné, ale pevne zvolena kostra grafu G. Ak
artikulacnéd kruznica C' zodpoveda v grafe G#T" vrcholu z mnoziny Agyr,
tak pre kazdu kostru T' grafu G zodpovedé kruznica C' v grafe G#T vrcholu
z mnoziny Agyur.

Dokaz Nech graf G spliia podmienky vety. Nech C' je artikula¢na kruznica a
nech T je Tubovolna kostra grafu G. Ozna¢me v vrchol prislachajici kruznici
C v grafe G#T. Graf G#T je equimatchable, a teda s vrcholom v musi
susedit komponent D; € (D) typu . Oznac¢me Gy, ..., G, komponenty grafu
G\ C, ktoré prisluachaju podgrafom Dy, ..., D, grafu G#T typu I. V aspon
jednom z podgrafov Gy, ..., G, prechadza kazda kruznica vrcholom G; N C.
Keby opisany podgraf G; neexistoval, tak by sme vedeli lahko najst kostru 7"
taku, ze graf G#T’ by nebol equimatchable. TakZe pre kazda kostru T susedi
vrchol prislachajuci kruznici C' s kazdym vrcholom podgrafu izomorfného s
K,, pre m neparne. Je zjavné, ze vrchol prislichajici kruznici C' je v grafe
G#T', kde T" je Tubovolna kostra grafu G, pokryty kazdym nerozsiritelnym
parenim, a teda nemoze patrit do mnoziny D.
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Tvrdenie 3.26. Nech G je hranovo dvojsuvisly graf a nech kostra T' grafu
G je taka, ze mnozina Ay z (Dg, Ag, Cy)-dekompozicie grafu H = G#T je
neprazdna. Pre graf G plati, Ze pre lubovolnu kostru 7" grafu G je G#1" equ-
imatchable prave vtedy, ked G splita naraz vietky nasledujiice podmienky:

i)

ii)

iii)

iv)

vi)

vii)

Pre kazdy vrchol a € Ag taky, Ze a susedi s aspon 3 komponentami z
(D) plati, ze kruznica Cr(a) v grafe G je artikula¢na.

Pre kazdy vrchol d € Dy taky, ze d je spojeny s aspoit dvoma vrcholmi
z mnoziny Ay plati, Ze kruznica Cp(d) v grafe G je artikula¢na.

Pre kazdy vrchol d € Dy, centralny vrchol komponentu D; € (Dgurv)
typu II, pre ktory plati, Ze D; —d nie je izomorfny s kompletnym grafom,
plati, ze Cr/(d) je artikula¢na kruznica.

Pre kazdy vrchol a € Ay taky, ze Cr(a) je artikulacna kruznica, plati,
ze aspon v jedinom komponente L grafu G \ Cr(a) prechddza kazda
kruznica vrcholom K N Cr(a) a B(L) je neparne. Pre kazda kostru 7"
grafu G prislacha L v grafe G#T’ komponentu (D) typu I.

Pre kazdy vrchol a € Ap taky, ze Cr(a) nie je artikulaéné kruznica, plati,
ze G\ Cr(a) obsahuje prave 2 komponenty, ozna¢me ich L} a Lj. Aspon
pre jeden z komponentov L} a L) plati, ze L; = L}, U Cr(a) neobsahuje
2 disjunktné kruznice a f(L;) je parne. Pre kazdu kostru 7" grafu G
prislucha L; v grafe G#T" bud vrcholu a € A a komponentu (D) typu I
spojenému s a, alebo ¢asti komponentu z (D) typu II izomorfnej s Ky,
pre n € N.

Nech d € Dy je centralny vrchol komponentu D; z (Dy) typu II a
Cr(d) je artikulacnéd kruznica. Ozna¢me Lq, Lo, ..., L;, ..., L, kompo-
nenty grafu G \ Cr(d) tak, aby komponenty L, ..., L; prislichali pod-
grafu H — D;. Pre kazdy podgraf L;, kde ¢ + 1 <4 < n plati, Ze kazdé
dve kruznice v iom maju neprazdny prienik.

Pre kazdy vrchol d € Dy taky, ze d je centralny vrchol komponentu D;
z (D) typu II a Cp(d) nie je artikulaéna kruznica, platia nasledujice
podmienky. Ak a je vrchol z mnoziny Ag susedny s d, tak G\ Cr(a)
obsahuje prave dva komponenty Ly a Ly. Jeden z tychto podgrafov grafu
G zodpoveda podgrafu G#1 — D; — a grafu G#T, bez ujmy na vSoebec-
nosti nech to je Ly. Potom I'ubovolné kruznice C1, Cy, C3 a Cy v podgrafe
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L, splhaju, ze C; NCy = C3N Cy. Pre kazdu kostru 7" grafu G prislicha
Ly v grafe G#T' komponentu z (D).

viii) Nech D; je l'ubovolny komponent grafu (Dg) typu I alebo III. Oznac¢me
L podgraf grafu G, ktory prislacha podgrafu D; v G#T. Potom plati,
7e bud podgraf L neobsahuje dva nezavislé cykly, alebo ma Struktaru
popisant v vii).

Dokaz Lahko vidiet, ze ak graf G splita podmienky tvrdenia, tak pre kazda
kostru T grafu G je G#1 equimatchable. Opacnt implikaciu dokazeme po-
stupne pre jednotlivé podmienky. Podmienky 1), ii) a iii) vyplyvaja z tvrdeni
13.20, [3.21] a[3.22] Platnost podmienky iv) vyplyva z toho, Ze podla lemy
artikula¢na kruznica Cr(a) prislacha vrcholu z mnoziny Ay pre Iubovolna
kostru 7" grafu G a podla vety musi vrchol z A susedit s komponentom
z (D) typu I. Podmienka v) vyplyva z toho, ze kazdy vrchol z mnoziny A
susedi s kazdym vrcholom komponentu z (D) typu I. Podmienka vi) vyplyva
zo Struktary komponentu D € (D) typu II. Podmienky vii) a viii) popisuji
najmé Struktiru podgrafov grafu G, ktoré susedia s artikula¢nou kruznicou
prislichajacou vrcholu z A v G#1" pre Tubovolnu kostru 7" grafu G. Tieto
podgrafy zjavne prislachaju vzdy komponetom z (D) a musia mat opisaniu
struktiru.

Tvrdenie 3.27. Nech G je hranovo dvojsuvisly graf taky, ze G#1 pre Tu-
bovolni kostru 7' grafu GG neobsahuje artikulaciu a je faktorovo kriticky.
Graf G#T je equimatchable pre kazdu kostru 7" grafu G préave vtedy, ked G
neobsahuje 3 navzajom disjunktné kruznice.

Dokaz Nech graf G splita podmienky dokazovaného tvrdenia. Ak G neobsa-
huje 3 disjunktné kruznice, tak pre [ubovolnu kostru 7" grafu G neobsahuje
G#T tri navzajom nesusedné vrcholy, a teda kazdé nerozsiritelné pérenie
pokryje vSetky vrcholy okrem jedného.

Opacni implikidciu budeme dokazovat sporom. Predpokladajme teda, ze
graf G obsahuje 3 navzajom disjunktné kruznice. Ukazeme, Ze v takomto
pripade existuje kostra T" grafu G taka, ze G#T nie je equimatchable. Nech
C1, Cy a (5 su navzajom disjunktné kruznice v grafe G. Zvolme kostru
T tak, Zze obsahuje hrany kruznice C; pre ¢ € {1,2,3} okrem jednej a T
obsahuje ¢o najmenej hran, ktoré majua jeden koniec na kruznici C;. Takze
ak vy,v9 € O, tak viu; € T A vguy € T prave vtedy, ked jedina cesta medzi
uy a ug prechadza cez kruznicu C. Zjavne plati, ze kruznice C7, Cy a C3 su
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fundamentalne vzhladom na T'. Oznacme cy, ¢y resp. c3 vrcholy v grafe G#T
prislichajice fundamentalnym kruzniciam Cy, Cs resp. C5. Hranu v kostre
T, ktoré vychadza z kruznice C a lezi na ceste z C7 do (5, oznac¢ime e. Je
zrejmé, ze existuje prave jedna takato hrana. Nech A je mnozina vSetkych
fundamentalnych kruznic vzhl'adom na kostru T', ktoré prechadzaji cez hranu
e. Ozna¢me H podgraf grafu G#T, ktory prislicha podgrafu A v grafe G.
Je zrejmé, ze H je izomorfné s kompletnym grafom K,,.

Teraz ukézeme, ze graf G#1T — H obsahuje 2 komponenty. Zjavne vrcholy
c1 a ¢ lezia v roznych komponentoch grafu G#1 — H, a teda pocet kom-
ponentov je aspon 2. Predpokladajme kvoli sporu, Ze tychto komponentov
je viac ako 2. Kedze predpokladame, 7e graf G#T neobsahuje artikulécie,
obsahuje podgraf H aspon 2 vrcholy. Je Tahké vidiet, Ze vieme néjst parenie
grafu G#T, ktoré pokryva vSetky vrcholy podgrafu H a obsahuje niekolko
hran spajajiacich komponenty G#1 — H s podgrafom H tak, aby v aspon 3
komponentoch zostalo po jednom nepokrytom vrchole. Ukazali sme teda, Ze
v tomto pripade graf G#1 nie je equimatchable.

Predpokladajme preto, ze graf G#1 — H obsahuje prave 2 komponenty.
Ozna¢me H; komponent grafu G#T', v ktorom sa nachadza vrchol ¢3 a druhy
komponent oznacme Hjy. V komponente Hj sa teda nachadzaja 2 nesusedné
vrcholy, oznacme ich ¢ a ¢,. Ukdzeme teraz, ze graf G#71 nie je equimat-
chable. Lahko vidiet, Ze ak z equimatchable grafu odoberieme vrcholy pokryté
nejakym parenim, tak zvysSok grafu je stile equimatchable a mé rovnaku defi-
cienciu ako povodny graf. Tuto skuto¢nost neskor vyuzijeme. Teraz rozliSime
niekol'ko pripadov.

i) Ak |H| je parne a |Hs| neparne, tak |H;| je parne. Naviac, kedZe podgraf
H vieme pokryt parenim a v H, ostane v takom pripade vzdy jeden
vrchol nepokryty (kvoli parite), musi platit, ze H; je equimatchable s
perfektnym pérenim, a teda izomorfny s K,,,. Toto je spor s tym, ze v
podgrafe H; st vrcholy ¢] a ¢, nesusedné.

ii) Ak |H| je neparne a |H,| péarne, tak |H;| je parne. Ak z grafu G#T
odoberieme nejakt hranu spajajicu podgrafy H a H,, ziskame situaciu
z1).

iii) Ak |H| aj |Ha| st nepérne, tak |H;| je neparne. S podgrafom H susedia
v Hp aspon 2 vrcholy, teda okrem ¢; aj nejaky vrchol v, pretoze podla
predpokladov G#T neobsahuje artikulaciu a |H;| > 2. Lahko vidiet, Ze
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vrchol v susedi s vrcholom ¢, a teda v # c3. Ak z grafu G#T oda-
stranime hranu spéjajicu vrchol v s podgrafom H, ziskame situaciu z

i).
iv) Ak |H|aj|H,| st parne, tak | H;| je neparne. Ak z grafu G#T odoberieme
nejakd hranu spajajucu podgrafy H a Hs, ziskame situaciu z iii).

]

Tvrdenie 3.28. Nech G je hranovo dvojsuvisly graf taky, ze G#1" pre Tubo-
volni kostru 7" grafu G je faktorovo kriticky. Naviac nech existuje kostra T’
grafu G taka, ze G#T obsahuje artikulaciu v prislichajicu fundamentélne;j
kruznici C. Grat G#T je equimatchable pre kazdu kostru 7' grafu G prave
vtedy, ked kazdy komponent grafu G'\ C' neobsahuje dva disjunktné cykly a
plati prave jedna z nasledujicich podmienok:

1. Pocet komponentov grafu G \ C je 2.

2. Pocet komponentov grafu G \ C' je 3 a pre kazdy komponent H grafu
G\ C plati, ze ak P = H N C, tak kazda kruznica v H obsahuje celu
cestu P.

3. Pocet komponentov grafu G \ C' je vacsi ako 3 a kruznica C' je artiku-
la¢na.

Dokaz Nech graf G splia podmienky tvrdenia. UkaZeme najprv, ze kazdy
komponent grafu G\ C neobsahuje 2 disjunktné cykly. Viimnime si, Ze kazdy
komponent grafu G#71T — v musi obsahovat perfektné péarenie, pretoze graf
G#T je faktorovo kriticky. Ozna¢me G1, Go, . . ., G; komponenty grafu G\C' a
H,, Hy, ..., H komponenty grafu G#T — v tak, aby podgraf H; grafu G#T
prislichal podgrafu G; grafu G. Kedze v je artikulacia, tak [ > 2. Kedze
kazdé pérenie obsahujtice hranu spajajicu v s H; sa musi dat rozsirit na
najvacsie parenie grafu G#7T, musi byt kazdy z komponentov H; pre 2 <
1 < [ izomorfny s kompletnym grafom s parnym poc¢tom vrcholov. Podobne
vieme dokéazat, ze aj H; musi byt izomorfny s kompletnym grafom s parnym
poc¢tom vrcholov. Lahko vidiet, Ze ak G; obsahuje dve disjunktné kruZnice,
tak existuje kostra 1" taka, ze G#T' nie je equimatchable.

Teraz ukdzeme, ze ak [ > 3, tak C je artikula¢na kruznica. Budeme po-
stupovat sporom, nech teda C' nie je artikula¢na. Existuje i také, ze H; N C
obsahuje aspon jednu hranu. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze
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i = 1, a teda Hy N C obsahuje aspon jednu hranu. Podla dosledku [3.16
existuje kostra 7" a grafy H' a H” popisané v désledku |3.16, Pomocou spo-
menutého izomorfizmu ozna¢me vrcholy v G#1” rovnako, ako st oznacené
ich vzory v G#T. Takze G#T'— H'—v obsahuje komponenty H”, H, ..., H;,
ktoré st izomorfné s kompletnymi grafmi. Ukazeme, ze graf L = G#1" nie je
equimatchable. Zjavne L obsahuje parenie pokryvajice vSetky vrcholy okrem
jedného, nasim cielom bude teda najst nerozsiritelné parenie M, ktoré neché
nepokryté aspon 3 vrcholy grafu L. Najprv zostrojime pomocné péarenie M.
Ak |[V(H')| = 1, tak M’ obsahuje hranu spajajucu H' s Hy a hranu spéja-
jucu v s Hy. Ak |V(H')| > 1 a |V(H’)| je neparne, tak M’ obsahuje hrany
spajajuce v s H”, H s Hy, H s Hy a H' s H, a M’ obsahuje aj perfektné
parenie zvysnych vrcholov v H medzi sebou. Ak |V (H')| je parne, tak M’
obsahuje hrany spéajajuce v s Hy, H' s H3 a H' s Hy a M’ obsahuje aj per-
fektné parenie zvysnych vrcholov v H' medzi sebou. Parenie M vznikne ako
Tubovolné rozsirenie parenia M’ na nerozsiritelné parenie. Je zjavné, ze M
nepokryva prave 3 vrcholy grafu L.

Nakoniec potrebujeme dokazat, ze ak | = 3, tak pre kazdé H; plati, Ze
ak P = H; N C, tak kazda kruznica v H; obsahuje P. VSimnime si, Ze ak je
spomenuté podmienka splnend, tak pre kazdu kostru 7" grafu G graf G#T"’
je bud izomorfny s G#7T', alebo neobsahuje 3 navzajom nesusedné vrcholy,
a teda je equimatchable. Je Iahké vidiet, Ze ak uvedena podmienka neplati,
tak existuje kostra 7" grafu G taka, ze G#T’ nie je equimatchable. O

Veta 3.29. Nech graf G je hranovo dvojsuvisly. Graf G#T' je equimatchable
pre kazda kostru T' grafu G prave vtedy, ked graf GG splha niektoru z nasle-
dujucich podmienok:

i) Graf G neobsahuje 3 disjunktné kruznice a 3(G) je neparne.
ii) Graf G neobsahuje 2 disjunktné kruznice a S(G) je parne.
iii) Graf G spliia podmienky v tvrdeni alebo v tvrdeni m

Doékaz Veta vyplyva z tvrdeni [3.27, [3.28| a |3.26| a z toho, ze ak B(G) je
parne a pre kazda kostru 7' ma graf G#1" prazdnu mnozinu Agyr, tak G#T
mé perfektné parenie, a teda G#T musi byt vzdy izomorfny s kompletnym
grafom.
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3.4 Equimatcheble karteziansky stcin grafov

V tejto kapitole ukazeme, ze netrividlny karteziansky sucin GUH je equ-
imatchable prave vtedy, ked G = Ky a H = K5. Najskor dokdZzeme niekol'ko
pomocnych tvrdeni a s ich pomocou odvodime hlavny vysledok.

Definicia 3.30. Kartezidnsky siucin grafov G a H oznacujeme GUH a de-
finujeme ho nasledovne: V(GOH) = V(G) x V(H) a (vg,vm)(vg, vy) €
E(GOH) prave vtedy, ked vg = v, A vgvly € E(H) alebo vy = vy A vguy, €
E(G).

Z definicie vyplyva, Zze operécia karteziansky suc¢in na grafoch je komu-
tativna, teda GOOH = HUOG. Tuto vlastnost v nasledujicom texte nebu-
deme zdoraznovat a budeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze
\V(G)| > |[V(H)|. Pokial je graf H izomorfny s K, potom graf GOH je
izomorfny s G, a teda je equimatchable prave vtedy, ked graf G je equimat-
chable. V dalsom texte budeme karteziansky suc¢in GLIH nazyvat netrividl-
nym prave vtedy, ked |V(G)| >2a |V(H)| > 2.

Nech G a H su grafy s komponentami G1,Gs,...,G, a Hi, Hy, ..., H,,
potom GOH je equimatchable prave vtedy, ked G;00H; je equimatchable pre
kazdu dvojicui a j, kde 1 <i <mn;1 < j < m.V dalsom texte budeme preto
skiimat len netrividlny karteziansky sucin suvislych grafov. Teraz vyslovime
niekol'ko zakladnych vlastnosti kartezidnskych sucinov.

Tvrdenie 3.31. Ak GUH je netrivialny karteziansky sicin suvislych grafov,
tak neobsahuje artikuléciu ani list.

Dokaz Nech G a H splhaju podmienky tvrdenia. Staci ukazat, Zze pre I'ubo-
volné dva rozne vrcholy (g1, h1), (g2, he) € GOH existuju v GOH aspon 2
vnutorne disjunktné cesty, ktoré ich spajaja. Oznacme ¢19,9; - - - g,,g2 cestu
v grafe G z vrchola vy do vrchola vy a hih(h) ...h] he cestu v grafe H z
vrchola hy do vrchola hy. Rozli§ime dva pripady, bud ¢; # g¢o a zaroven
hy # hs, alebo je jedna stradnica vrcholov (g1, h1) a (go, he) rovnaka, bez
ujmy na vSeobecnosti, nech v tom pripade plati g; # gs.

i) Nech g1 # g2 a hy # hy. Definujeme cestu P v grafe GOH z vrchola

<g17 h'l) do vrchola (g27 h2)7 P = (gh h1>(917 h6)(gla h’ll) ce (g17 h;n)<g17 h2>
(90, h2) - - . (), ha)(g2, he). Zostrojime cestu P’, ktora bude vnatorne dis-

junktnd s P, P = (g1,h1)(g0, h1)(g1, P1) - - - (g1, 1) (g2, ha) (g2, hg) - -
(92, Iy,) (92, h2).
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ii) Nech ¢z = go = g a hy # hy. Jedna cesta z (g,hy) do (g,hs) je
P =(g,h1)(g,h4)(g,h})...(g,Rh.,)(g, he). Nech ¢’ je niektory zo susedov
vrchola g v grafe G. Cestu P’ zostrojime nasledovne P’ = (g, h1)(¢’, h1)
(' ho) (g, Ry (g R (G ha)(g, he). Zjavne s P a P’ vnutorne dis-
junktné.

Tvrdenie 3.32. Graf GOH je bipartitny prave vtedy, ked grafy G a H su
bipartitné.

Teraz popiSeme Strukturu equimatchable kartezidnskych stucinov.

Tvrdenie 3.33. Nech GUJH je netrividlny karteziansky stucin stuvislych gra-
fov. Ak GOH je equimatchable a nie je bipartitny, tak bud GCOH méa per-
fektné parenie, alebo GUH je faktorovo kriticky.

Doékaz Dokaz tohto tvrdenia vyplyva z tvrdenia a z tvrdenia [2.11 [

Lema 3.34. Ak GUH je equimatchable, tak aj grafy G a H st equimat-
chable.

Doékaz Kvoli sporu predpokladajme, Ze jeden z grafov, bez ujmy na vse-
obecnosti GG, nie je equimatchable. Potom existuju nerozsiritelné parenia
Mg a M, také, ze |Mg| > |MY}|. Dalej nech My je nejaké neroziiritelné
parenie grafu H. Definujeme nerozsiritelné parenia M a M’ grafu GOH s
roznou mohutnostou. Hrana (g;, h;)(gir, hj) patri do M prave vtedy, ked
9i = gy Nhjhjy € My alebo h; = hy N g;g5 € Mg a zaroven h; nie je pokryty
parenim My. Péarenie M’ obsahuje hranu (g;, h;)(gs, hj) prave vtedy, ked
gi = gir N hjhj € My alebo h; = hy A gjg; € Mg a zaroven je vrchol h;
nepokryty parenim My.

Parenie M pokryva vSetky vrcholy grafu GUJH okrem tych vrcholov
(gis hj), kde g; ¢ Mg a h; ¢ My. Parenie M’ nepokryva tie vrcholy (g;, hj),
kde g; ¢ M, a h; ¢ My. Z predpokladov dokazovaného tvrdenia vyplyva, ze
parenia M a M’ st nerozgiritelné a ukéazali sme, Ze nemaju rovnaku velkost,
¢im sme dosiahli hTadany spor. ]

Oznacenie V dokaze nasledujiceho tvrdenia budeme mnozinu vrcholov kar-

tezidnskeho sucinu {(g,h) | ¢ € G C V(G);h € H' C V(H)} oznacovat
skratene ako (G', H').
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Lema 3.35. Nech G a H su suvislé grafy, pre ktoré plati |V (G)| > 3 a
|V(H)| > 2 a nech je graf GOH faktorovo kriticky. Ak je graf GOH equ-
imatchable, tak kazdé nerozsiritelné parenie grafu G pokryva vsetky vrcholy
tohto grafu okrem jedného a podobne aj kazdé nerozsiritelné parenie grafu
H pokryva vsetky vrcholy az na jeden.

Doékaz Graf GLH obsahuje nejaké parenie M, ktoré pokryva vSetky vrcholy
okrem jedného. Nech Mg je nejaké nerozsiritelné parenie grafu G a My je
nejaké nerozsiritelné parenie grafu H. Definujme parenie M’ grafu GLJH na-
sledovne. Hrana (g, h1)(g, he) patri do M’ prave vtedy, ked hihs patri do M.
Hrana (g1, h)(ge, h) patri do M’ prave vtedy, ked h nie je pokryté parenim
My a g1g2 patri do Mg. UkdZeme, Ze parenie M’ je nerozsiritelné. Predpokla-
dajme, ze parenie M’ sa da rozsirit pridanim hrany (g1, h})(g5, h5). Ak hrana
(g7, hY)(g5, hY) existuje v GOH, tak bud ¢} = g5, alebo h} = hl,. Predpokla-
dajme, Ze g5 = g4 = ¢'. Zo susednosti vrcholov (¢, k) a (¢', hYy) musi platit, ze
h a hl, st susedné v H. Z toho, Ze vrcholy (¢', h}) a (¢', h}) nie st pokryté pa-
renim M’ vyplyva, Ze susedné vrcholy h) a hf nie st pokryté parenim My.
To je spor s nerozsiritelnostou parenia Mpy. Symetrickymi uvahami vieme
ukézat, ze parenie M’ sa neda rozsirit ani ziadnou hranou (g, h')(g5, h').

Z predpokladu, ze graf GOH je equimatchable a z toho, Ze péarenia M
a M’ st nerozgiritelné, vyplyva, Ze parenia M’ a M musia mat rovnaki
mohutnost. Péarenie M’ pokryva vSetky vrcholy grafu GLJH okrem jedného
vrchola (¢”, h"). Z definicie parenia M’ vyplyva, Ze nepokryva préave tie vr-
choly (g,h) € V(GOH), v ktorych g € V(G) nie je pokryté parenim Mg a
h € H nie je pokryté parenim M. Preto parenie My pokryva vsetky vr-
choly grafu H okrem h" a taktieZ parenie Mg pokryva vSetky vrcholy grafu
G okrem ¢". ]

Lema 3.36. Nech equimatchable graf GG je stivisly a obsahuje aspon tri hrany.
Dalej nech existuje parenie M; grafu GG, ktoré pokryva vsetky vrcholy okrem
jedného, oznac¢me ho v;. Potom existuju v tomto grafe parenia My a Ms, ktoré
obidve pokryvaju vSetky vrcholy grafu G okrem jedného a Ms nepokryva
vrchol vy, M5 nepokryva vrchol vs. Vrcholy vy, v9 a v3 st navzajom rozne.

Dokaz Kedze graf G je suvisly, existuje hrana vyv}. Této hrana nepatri do

M. Vrchol v} je pokryty parenim M, teda existuje vrchol vy taky, Ze hrana
vhve patri do M. Parenie My definujeme takto: My = (M —{vhve})U{viv5}.
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Ak existuje ind hrana incidentné s vrcholom vy, definujeme parenie M3 po-
dobne. Ak existuje hrana incidenta s vrcholom wvs, ktori neobsahuje péarenie
M, mozeme postupovat rovnako ako pri definicii parenia M, a definovat M.

Ak nenastava ziaden z predchédzajucich pripadov, musi existovat hrana
vhvs. Ak definujeme péarenie M;z ako [ubovolné nerozsiritelné parenie obsa-
hujice hranu vhvs, toto parenie nebude sucasne pokryvat vrcholy vrcholy vy
a vy. Parenie M3 ma teda mensiu mohutnost ako parenie M, ¢o je spor s
equimatchabilitou grafu G, a teda tento pripad nemoze nastat. n

Veta 3.37. Nech GUH je netrividlny kartezidnsky sacin suvislych grafov G
a H. Ak GUH je equimatchable, tak G =2 H = K.

Doékaz Dokazeme, ze ak aspon jeden z grafov G alebo H obsahuje aspon
tri vrcholy, tak GOH nie je equimatchable. Z tvrdenia [3.33] vieme, ze ak
GOH je equimatchable, tak je bud bipartitny, faktorovo kriticky, alebo ma
perfektné péarenie. UkdZeme, Ze ani jedna z tychto moznosti nemdze nastat.
Predpokladajme, ze GLIH je netrividlny equimatchable karteziansky sicin
suvislych grafov, z ktorych aspon jeden obsahuje aspon 3 vrcholy.

Tvrdenie A. Graf GOOH nemé perfektné parenie.
Dokaz tvrdenia A. Predpokladajme kvoli sporu, ze existuje perfektné pa-
renie grafu GOH, ktory je equimatchable. Potom podla vety (strana
musi byt grat GOH izomorfny s K, alebo s K, ,,. RozliSime dva pripady.

Ak g1,92 € V(G) a hy, hy € V(H), tak vrchol (g1, h1) nie je v grafe GOH
spojeny s vrcholom (gs, hy), a teda graf GOH nemdze byt izomorfny s Ky,.

Graf G je bipartitny a musi obsahovat particiu s asponn dvoma vrcholmi
g1 a g9, oznacme hi a hy nejaké dva susedné vrcholy v H. KedZe vrcholy
hy a hy st susedné v grafe H, tak su susedné aj vrcholy (g1,h1) s (g1, ho)
a (ga, h1) s (ga, he) v grafe GOH. Dvojica susednych vrcholov musi lezat v
roznych biparticiach a preto sa vrcholy (g1, h1) a (g2, h1) nachadzaji v inej
particii ako vrcholy (g1, ha) a (g2, ha). Vrcholy (g1, h1) a (g2, he) nie st spojené
v grafe GLH, teda GLJH nie je kompletny bipartitny graf.

[

Tvrdenie B. Graf GLJH nie je bipartitny.

Doékaz tvrdenia B. Predpokladajme kvoli sporu, ze graf L = GUH je
equimatchable a zaroven je bipartitny. Teda graf L neobsahuje Zziadnu kruz-
nicu nepéarnej dlzky. Z toho vyplyva, Ze aj grafy G a H neobsahuju ne-
parne kruznice, a teda si bipartitné. Ozna¢me G a (Go mnoziny biparticie
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grafu G, podobne ozna¢me biparticie grafu H ako H; a H,. 7 lemy
vyplyva, ze grafy G a H si equimatchable. Predpokladajme, bez ujmy na
vieobecnosti, ze |G| < |Ge| a |Hy| < |Hs|. V grafe L st mnoziny biparticie
L1 = G1 X H2 UG2 X H1 a L2 = G1 X H1 UG2 X Hg. Plati L1 < LQ, pretoie
|H1|(|Ga| — [G1]) < [Hal(|G2| —[G1]).

Podla vety [2.10|musi pre kazdy vrchol v € Ly platit, Ze existuje X C N(v)
spliajica podmienku |X| > |N(X)|. Ukdzeme, Ze tato podmienka nie je
splnena. Mnozina susedov [ubovolného vrchola (g,h) € L; je N((g,h)) =
(9, Ng(h)) U (Ng(g),h). Mnozina X C N((g,h)) sa da napisat ako X =
(9, Xg)U(Xg, h), kde Xy C Ny (h)a Xg € Ng(g). Teraz vyjadrime mnozinu
N(X) = (Ng(g9), Xu)U( X, Nu(h))U(Ng(Xg, h))U(g, Ng(Xg)). Mohutnost
mnoziny N(X) mozeme zdola odhadnuit ako |(Ng(g), Xu) U (Xa, Nu(h))| >
| Xe| | Xul > | Xe| + | Xu| = (g9, Xn) U (Xg, h)| = | X|. Ukdzali sme teda, ze
pre kazda mnozinu X C N((g,h)) plati | X| < |[N(X)]. O

Tvrdenie C. Graf GUH nie je faktorovo kriticky.

Doékaz tvrdenia C. Pocet vrcholov faktorovo kritického grafu GUJH musi
byt neparny, preto mézeme predpokladat |V (G)| > 3 a |V(H)| > 3. Z lemy
3.35| vyplyva, Ze kazdé nerozsiritelné péarenie grafov G a H pokryva vSetky
vrcholy okrem jedného. RozliSime 2 pripady.

Grafy G a H st oba izomorfné s cestou s 3 vrcholmi. Teda plati, ze V(G) =
{91,92, 93} a E(G) = {9192, 9293} podobne V(H) = {hy,hs,h3} a E(H) =
{h1ha, hohs}. Definujme parenie M v GOH takto: M = {(g1,h1)(g2, 1),
(g1, h2)(g2, ha), (g1, h3)(ge, h3), (g3,h1)(gs, he)}. Teraz definujeme nerozsiri-

telné parenie M = {(91, hl)(g27 hl)? (92; h2)(g37 h2)7 (91; h3)(g27 h3)} v grafe
GUOH. Parenia M a M’ st nerozsiritelné a maju roznu mohutnost, graf GOH
teda nie je equimatchable, ¢o je spor s predpokladom.

Aspon jeden z grafov G a H nie je cesta na troch vrcholoch. Predpokla-
dajme teda, ze aspon jeden z grafov GG a H obsahuje aspon 3 hrany, bez ujmy
na vSeobecnosti nech je to G. Potom podla lemy existuju nerozsiritel né
parenia My, M, resp. M3 grafu G, z ktorych kazdé necha nepokryty iny vr-
chol g1, go resp. g3. Graf H obsahuje aspon 3 vrcholy hq, hs a hs. Definujeme
teraz parenie M v grafe GOH. Parenie M obsahuje hranu (g, h)(¢’, h) préave
vtedy, ked nastava jeden z nasledujucich pripadov:

(i) ak vrchol h nie je ziaden z vrcholov hs a hs a hrana gg’ patri do parenia
M17

(ii) ak vrchol h je vrchol hy a hrana gg’ patri do Ma,
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(iii) ak vrchol h je vrchol hs a hrana gg’ patri do Ms,

Parenie M nepokryva vrcholy (g2, ha), (g3, hs) a vrcholy (g1, V(H) —hy —ho).
Parenie M’ vznikne z péarenia M lubovolnym rozs$irenim na nerozsiritelné
parenie. Parenie M nepokryva vrcholy (g, hs), (g3, h3) a kvoli parite aspon
jeden vrchol z (g1, V(H) — hy — hy). Graf GOH nemdze byt equimatchable,
pretoze je faktorovo kriticky a zaroven obsahuje nerozsiritelné parenie M,
ktoré nepokryva aspon 3 vrcholy. [

Dokonc¢enie dokazu vety Ukéazali sme, ze grafy G a H modzu mat
najviac po 2 vrcholy a menej ako 2 mat nemozu, pretoze potom by GLJH bol
trivialny kartezidnsky sacin. Zostava graf Ks[Ks, ktory je izomorfny s K o
a zjavne equimatchable. O]

41



Kapitola 4

Vseobecnejsi koncept
rozSiritelnosti

V tejto kapitole zavedieme novy koncept rozsiritel nosti pareni, uvedieme jeho
zékldné vlastnosti, porovname ho z niektorymi zavedenymi konceptami pé-
reni a v poslednej casti sa venujeme kartezianskym stuc¢inom grafov.

Definicia 4.1. Graf G patri do triedy A, prave vtedy, ked rozdiel mohut-
nosti Tubovolnych dvoch nerozsiritelnych péareni grafu G nie je vacsi ako n.
Trieda Al obsahuje prave grafy, ktoré patria do triedy A, a sti¢asne nepatria
do triedy A,,_;. Definujme tiez funkciu A’ : G — N, ktora priradi kazdému
grafu ¢islo n prave vtedy, ked dany graf patri do triedy Al.

Poznamenajme, Ze zjavne pre lubovolny graf GG, ktory sa sklada s kom-
ponentov Hy, Ho, ... Hy, plati, ze A'(G) = A'(Hy) + A'(Hy) + - - - + A'(H,).

4.1 Zakladné vlastnosti

V tejto ¢asti uvedieme niektoré zékladné vlastnosti tried A,. Nasledujuca
veta je zovSeobecnenim vety a popisuje grafy z pohladu klasifikacie po-
mocou 4, tried.

Veta 4.2. Ak G je Tubovolny graf, nasledujice podmienky st ekvivalentné:
1) Graf G je v A,,.
2) Pre kazda mnozinu S C V(G), |S| > d(G) + 2n + 1 navzajom nesused-

nych vrcholov a pre kazdé parenie M grafu G nepokryvajice vrcholy v
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S existuje nepokryty vrchol v ¢ S susedny s aspoii jednym vrcholom z
mnoziny S.

3) Pre kazda mnozinu S C V(G), |S| > d(G) + 2n + 1 navzajom nesused-
nych vrcholov existuju disjunktné mnoziny S, Ss,...,Sx € N(S) také,
ze spliaju naraz vsetky nasledujice podnienky:

i) |S;| je neparne pre 1 <1i < k;
ii) S; a S; nie je spojené hranou pre ¢ # j;

111) |R(Sl, SQ, - ,Sk)| <k
kde R(Sy,S2, ...,k = N(U, S) — UL, Si — {u,v}.
(Symbolom R(Sy, Sa, ..., Sk) je ozna¢ena mnozina vrcholov z G —u—
v, ktoré nelezia v ziadnej z mnozin .5;, ale z ktorych kazdy je spojeny
s vrcholom z niektorej S;.)

Pri dokaze uvedenej vety vyuZzijeme nasledujicu lemu.

Lema 4.3. [22] Nech G je graf a X C V(G). Potom je splnené prave jedna z
nasledujicich podmienok: i) Graf G obsahuje parenie pokryvajice X alebo
ii) existuju disjunktné neparne podmnoziny Si, Ss,....S, mnoZiny X takeé,
ze ziadna hrana nespéaja S; s S; pre i # j a |R(S1,S52,...,5) < k, kde
R(S1,S5,...,5) = N(S1USyU---USk) — (S USyU---USy).

Dokaz vety Najprv ukdzeme ekvivalenciu podmienky 1) a 2). Obe im-
plikdcie ukédzeme nepriamo. Najvicsie parenie nechd nepokrytych d(G) vr-
cholov grafu G. Je zrejmé, ze ak G ¢ A, tak existuje nerozsiritelné parenie,
ktoré necha nepokrytych aspon d(G) + 2n + 1 nesusednych vrcholov, a ze
v8etky nepokryté vrcholy buda nesusedné. Pre dokaz 2) — 1) predpokla-
dajme, Ze existuje mnozina S obsahujtca d(G) + 2n + 1 nezavislych vrcholov
grafu G a parenie M grafu G, ktoré pokryva vietky vrcholy z mnoziny N(S).
Ak péarenie M rozsirime na Tubovolné nerozsiritelné parenie, tak toto pare-
nie zjavne necha nepokrytych aspon d(G) + 2n + 1 vrcholov, a teda G ¢ A,,.
Ekvivalencia podmienok 2) a 3) vyplyva z lemy [£.3] O

Téato veta nepontika deterministicky polynomiélny algoritmus na overenie,
¢i graf patri do triedy A,,. Pre niektoré pripady takyto algoritmus existuje.
Pontkame ho v dokaze nasledujicej vety. Tento algoritmus vznikol tpravou
algoritmu z [22].
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Veta 4.4. Pre zvolené n a k existuje deterministicky polynomialny algorit-
mus, ktory pre lubovolny graf G s d(G) < k overi, ¢i G € A,,.

Dokaz Nech m = k+2n+1. Algoritmus spustime pre kazda m-ticu nezavis-
lych vrcholov Z. Oznacme X = N(Z) a G' = G — Z. Kazdej hrane grafu G’
priradme vahu rovna poctu jej koncov leziacich v X (zjavne tato viha moze
byt 0, 1, alebo 2). Poznamenajme, Ze sucet vah hran Tubovolného pérenia
grafu G’ je rovny po¢tu pokrytych vrcholov z X. Teraz najdeme parenie M
grafu G’ s najvacsou vahou pomocou I'ubovolného plynomiéalneho algoritmu.
Parenie M necha nepokrytych ¢o najmenej vrcholov v mnozine X. Ak ne-
existuje v X nepokryty vrchol, tak podmienka 2) vety nie je splnena.
Na druhej strane, pokial pre vSetky m-tice obsahuje mnozina X aspon jeden
nepokryty vrchol, tak graf G je v triede A,,. O

Teraz uvedieme niekol'ko tvrdeni, pomocou ktorych vieme odhadovat hod-
notu d(G) pre lubovolny graf G. Nasledujuce tvrdenie zjavne plati.

Tvrdenie 4.5. Nech G je I'ubovolny graf a M je nejaké jeho parenie. Ak G’ je
podgraf grafu G indukovany vrcholmi z V(G) — V(M), tak A'(G") < A(G).

Nasledujice tvrdenia hovoria, ako sa moze zmenit hodnota A’'(G) grafu
G, ak do grafu G pridame alebo z neho odoberieme niekolko hran.

Tvrdenie 4.6. Ak graf G’ vznikne z grafu G pridanim alebo odobranim
niektorej hrany, tak |A'(G') — A'(G)| < 2.

Dokazeme tvrdenia [£.7 a [£.8] ktoré implikuju tvrdenie [4.6]

Tvrdenie 4.7. Nech G je Tubovolny graf. Ak graf G’ vznikol z grafu G
pridanim mnoziny novych hran, v ktorej kazdé dve hrany maja spolo¢ny

vrchol, tak A'(G') = A'(G) + ¢, kde ¢ € {—1,0,1,2}.

Dokaz Oznacme M resp. N lTubovolné najvacsie parenie grafu G resp. G’
a M’ resp. N’ Tubovolné najmensie nerozsiritelné péarenie grafu G resp. G'.
Zjavne |N| < |M|. KedZe v kazdom péareni v grafe G’ moze byt najviac 1 z
novych hran, plati, ze |M| < |N| < |M|+ 1. Najmensie nerozsiritel né parenie
v grafe G' moze byt vicsie alebo mengie ako najmensie nerozsiritelné parenie
grafu G, ale zjavne sa |N’| moze od |M’| lisit najviac o 1. Takze plati, ze
|M'|—1 < |N'| <|M'|+1. Z uvedenych rovnic vyplyva, ze |M|—|M'|—1 <
|IN|—|N'| < |M|—|M'|+2, ¢o je ekvivalentné s dokazovanym tvrdenim. [
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Tvrdenie 4.8. Ak graf G’ vznikol z grafu G odobratim mnoziny hran P, v
ktorej kazdé dve hrany maju spolo¢ny vrchol, tak |A'(G")| = |A/(G)|+ ¢, kde
ce{-2,-1,0,1}.

Doékaz Ozna¢me M resp. N Tubovolné najvicsie parenie grafu G resp. G’
a M’ resp. N’ Tubovolné najmensie nerozsiritelné péarenie grafu G resp. G'.
Zjavne |N| > |M|. KedZze v kazdom pareni v grafe G mohla byt najviac 1 z
odobratych hran, plati, ze |[M| — 1 < |N| < |M|. Najmensie nerozsirite[né
parenie v grafe G' moze byt vicsie alebo mengie ako najmensie nerozsiritelné
parenie grafu G, ale zjavne sa |N'| moéze od |M’| lisit najviac o 1. Takze plati,
ze |[M'|—1 < |N'| < |M'|+1. Z uvedenych rovnic vyplyva, ze |M|—|M'| -2 <
IN|—|N'| < |M|—|M'|+1, ¢o je ekvivalentné s dokazovanym tvrdenim. [

Pomocou predchadzajuceho tvrdenia vieme odhadnut, ako sa zmeni hod-
nota A’'(G) po odobrati jedného vrchola z grafu G. V skuto¢nosti vieme v
tomto pripade ukazat presnejsi vysledok.

Tvrdenie 4.9. Ak graf G’ vznikol z grafu G odobratim I'ubovolného vrchola
v, tak |A(G")| = |A'(G)| + ¢, kde c € {—1,0,1}.

Dokaz Lahko vidiet, Ze odobratim vrchola sa nemohla zviacsit mohutnost
najviacsieho parenia. Rovnako je zrejmé, ze sa nemohla zvacsit ani velkost
najmensieho nerozsiritelného parenia. TakZe rozdiel medzi najvacim a naj-
mensim nerozsiritelnym parenim sa mohol zmenit najviac o 1. O]

Tvrdenie 4.10. Nech G a G5 st lubovolné suvislé grafy. Ak graf G vznikne
pridanim hrany spajajucej G; s Go, tak A'(G) = A'(G;1) + A'(G2) + ¢, kde
ce{-1,01,2}.

Doékaz Oznacme g, resp. go vrcholy grafov Gy resp. G incidentné s prida-
nou hranou. Oznacme tiez My najvicsie parenie grafu H a M}, najmen-
Sie nerozsiritelné parenie grafu H (v tomto pripade H € {G,Gy,Go}). Ak
kazdé najvicsie parenie grafu G obsahuje hranu g¢;g¢s, tak zjavne |Mg| =
|M¢,| + |Mg,| + 1, inak |[Mg| = |Mg,| + |Mg,|. Taktiez zjavne plati, ze
Mg, | + [Mg,| — 1 < |ML| < |Mg,| + |Mg,| + 1. Ukézali sme teda, ze
A(Gh) + A'(Gs) — 1 < A(G) < A(Gh) + A'(Gy) + 2. O

Nech G7 a G4 st Tubovolné grafy a g € V(G4), g2 € V(Gs) st Tubovolné
vrcholy. Ak graf G vznikne z grafov G; — gy a Gy — g» pridanim nového
vrchola g a hran spajajicich vrchol g so vSetkymi susedmi vrcholov g, a ¢o,
hovorime, ze G vznikol z G a G5 stotoznenim vrcholov ¢g; a gs.
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Tvrdenie 4.11. Nech G; a G5 st Tubovolné grafy a g € V(Gy), g2 €
V' (Gs) st Tubovolné vrcholy. Ak graf G vznikol z grafov G a G stotoznenim
vrcholov g1 a go, tak A'(G) = A'(G1) + A'(Gs) + ¢, kde ¢ € {—2,—-1,0,1}.

Doékaz Oznaéme Mg, Mg, resp. Mg, lubovolné najvicsie parenie grafu G,
G resp. G a Mg, Mg, resp. M, Tubovolné najmensie nerozsiritené parenie
grafu G, G resp. Gy. Ak g1 € Ag, alebo gy € Ag,, tak zjavne |Mg| =
|Mea,| + |Mg,|, inak [Mg| = |Mga,| + |Mg,| — 1. Zjavne plati, ze |Mg, | +
|Mg,| — 1 < |Mg| < [Mg,| + |Mg,|. Rozdiel najvécsieho a najmensieho
nerozsiritelného parenia grafu G bude teda A'(G) = A'(Gy) + A'(G2) + ¢,
kde c € {~2,-1,0,1}. 0

Jednym z dosledkov Gallai-Edmondsovej vety je, Ze [ubovolny graf vieme
ziskat z bipartitného grafu, grafu s perfektnym parenim a niekol'kych fakto-
rovo kritickych grafov. Nasledujice tvrdenia ukazuji, ako sa da s pomocou
znalosti hodnoty funkcie A faktorovo kritickych grafov a grafov s perfektnym
parenim odhadnit hodnota D(G) pre Tubovolny graf G.

Tvrdenie 4.12. Ak graf G’ vznikol z grafu G odobratim jedného vrchola z
mnoziny Ag, tak A'(G') < A'(G) < A'(G') + 1.

Dokaz Najprv ukdzeme, ze ak graf G’ vznikne z grafu G odobratim vrcholu
z mnoziny Ag, tak A'(G") < A'(G). Vrchol a € Ag je pokryty kazdym naj-
VACGSIm parenim, a teda najvacsie parenie Mg grafu G’ ma mensiu mohutnost
ako najvicsie parenie My grafu G, presnejsie |Mea/| + 1 = |Mg|. Oznacme
najmensie nerozsiritelné parenie grafu G’ ako M(, a najmensie nerozsiri-
telné parenie grafu G ako M(,. Zjavne |M{,| < |M[| < |ML|+ 1, a teda
| Mer| = [Mey| < [Mg| — [Mg| < |Mer| — |Mg| + 1. O

Pri dokaze nasledujtceho tvrdenia vyuzijeme Lemu o stabilite[23].

Lema 4.13. [23|(Lema o stabilite) Nech G je l'ubovolny graf a D, Cq a
Ag st mnoziny jeho Gallai-Edmondsovej dekompozicie.

1) Ak u e Ag, tak AG’—u = AG —u, CG—u = CG a Dg_, = Dg.
11) Ak u € Cg, tak Ag_, 2 Ag, Cou CCqo—uaDg_, 2 Dg.

111) Ak u e D¢, tak AG’—u - Ag, Ca_u 2 C(G) aDg_y € Dg—u.
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Veta 4.14. Ak graf H vznikol z grafu G odobratim mnoziny vrcholov A; C
Ag, tak A'(H) < A'(G) < A'(H) + | Ay

Doékaz Tvrdenie vyplyva z lemy a z tvrdenia [4.12] ]

Poznamenajme, 7Ze ak A; = A v predchadzajicej vete, tak graf H je tvo-
reny komponentami, z ktorych kazdy je izomorfny bud s faktorovo kritickym
grafom, alebo obsahuje perfektné parenie. Pokial odoberieme len niektoré
vrcholy z A a odoberieme aj niektoré hrany, mozeme ziskat bipartitny graf
H, kde jednu particiu tvoria vrcholy z A a druht vrcholy z D. Teraz uve-
dieme tvrdenie, ktoré umoznuje zakladny odhad hodnoty A pre Iubovolné
grafy, ale najmé pre faktorovo kritické a pre grafy s perfektnym parenim.
Toto tvrdenie je dobre zname.

Tvrdenie 4.15. Ak najvicsie parenie grafu GG obsahuje n hran, tak G €
ANYEIR

Doékaz NajmenSie nerozsiritelné parenie musi zjavne pokryvat aspon jeden
z kazdej dvojice vrcholov pokrytych najva¢sim parenim, ak ma byt neroz-
Siritelné. Preto rozdiel najmensieho nerozSiritelného a najvic¢siecho péarenia
nemoze byt vacsi ako [n/2]. O

Nasledujica veta popisuje struktiru grafov, ktoré s v Al.

Veta 4.16. Nech G je suvisly graf s netrivialnou Gallai-Edmondsovou de-
kompoziciou. Plati G € A] prave vtedy, ked graf G splha prave jednu z
nasledujtcich podmienok:

A) Ak Cg # 0, tak existuju najviac 2 nezavislé hrany spajajuce vrcholy z
mnoziny Ag s vrcholmi z mnoziny Cg. Pre kazda neprazdnu mnozinu
N C Cg taku, ze vetky vrcholy v mnozine N mézu byt naraz sparené s
vrcholmi z mnoziny Ag, plati, ze graf Cg — N je equimatchable. Naviac
plati, Ze prave jedna z nasledujicich podmienok je splnena:

i) Existuje prave jeden vrchol a € Ag spojeny s vrcholmi z mnoZiny
Cq a graf G — a — Cg je equimatchable.

ii) Existuju prave dva vrcholy a1, ay € Ag spojené s vrcholmi z mnoziny

CG a
a) bud graf G — Cg — ajas je equimatchable,
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iii)

b) alebo bez ujmy na vSeobecnosti N(a;) N Cq = {c} a vrchol ay
susedi s kazdym vrcholom z Cg — ¢,

c¢) alebo bez ujmy na vSeobecnosti |N(a;) N Cg| > 1 a vrchol ay
susedi s kazdym vrcholom z Cg.

Naviac graf, ktory vznikne z grafu G — Cg pridanim vrchola d a
hrany asd je equimatchable (tyka sa najmé podmienok b) a c)).

Ak |N<Cg> N Ag| Z 3, tak
a) bud graf G — Cg je equimatchable,

b) alebo ak A’ C Ag je mnozina vrcholov spojenych s vrcholmi v Cy,
tak existuje prave jeden vrchol a € A’ a prave jeden vrchol ¢ € Cg
tak, ze pre kazdy vrchol a; z A’ — {a} plati, ze N(a;)NCq = {c} a
N(a)N(Ce—A{c}) = Ca—{c}. V tomto pripade plati, ze G—Cg—a
je equimatchable.

B) Ak Cg = (), tak plati prave jedna z nasledujicich podmienok:

i)

ii)

Existuje mnozina hran £’ C E(G) spajajuca vrcholy v mnozine Ag.
Mnozina E’ neobsahuje 2 nezavislé hrany. To znamena, Ze hrany
z mnoziny E’ tvoria bud trojuholnik, alebo vychadzaju z jediného
vrchola a € Ag. Ak mnozina E’ je trojuholnik, tak graf G — E’ je
equimatchable. Ak hrany v mnozine E’ vychadzaju z jedného vrchola
a € Ag a |E'| > 1, tak graf G — a je equimatchable. Ak |F'| =
1 a hrana aja; € E’, tak bud graf G — ay, alebo graf G — ay je
equimatchable, alebo existuje prave jeden komponent D; € (Dg)
taky, ze graf G’, ktory vznikne z grafu G — a;ay kontrakciou podgrafu
D;, je equimatchable. Naviac musi platit, Ze ak existuje spominany
podgraf D; grafu G, tak N(D;)NAg = {a1, a2} a pre kazdi mnozinu
S C V(D;), ktorej vrcholy mozu byt naraz sparované s vrcholmi z
mnoziny Ag, plati, ze ak |S| = 1, tak D;—S € Ay, inak D;—S € A,.

Mnozina Ag je nezavisla a existuju 2 nezavislé hrany spajajice vr-
choly z Ag s jednym komponentom (Dg). Nech D’ je mnozina vSet-
kych komponentov D; € (D¢) takych, ze podgraf D; obsahuje konce
2 nezavislych hran z vrcholov z mnoziny Ag. Ak |D'| =1a D; € D/,
tak pre kazda dvojicu roznych vrcholov (dy,ds) z D; takych, ze d;
aj dy mozu byt naraz spojené nezavislymi hranami s vrcholmi z Ag,
plati, Ze D; — d; — ds je equimatchable a zaroven pre kazdy vrchol d
z D; susediaci s vrcholom z Ag plati, ze D; —d € Ay. Ak |D'| > 1,
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tak existuje vrchol a € Ag taky, ze G — a je equimatchable. Pretoze
G € Al, tak bud D; € A, alebo existuje d; € D; susedné s vrcholom
Z AG také, ze Dl — dz € All

iii) Mnozina Ag je nezavisla, neexistuju 2 nezéavislé hrany spajajuce vr-
choly z Ag s jednym komponentom (Dg) a existuje prave jeden
komponent D; € (Dg) taky, ze graf G’, ktory vznikne z grafu G
kontrakciou D;, je equimatchable. Podgraf D; grafu G musi byt v
Aq. Pre kazdy vrchol d € D; susediaci s vrcholom z Ag plati, Ze
D; —d € A;. Ak existuje vrchol D; nesusediaci s vrcholom z Ag, tak
graf G’ ktory vznikne z grafu G pridanim hran medzi vrcholy D;
tak, aby D; bol izomorfny s kompletnym grafom, je equimatchable.

iv) Definujme bipartitny graf H, ktory vznikne z grafu G zmazanim ta-
kych D; € (D), 7e existuje vrchol d; € V(D;) nesusedny so ziadnym
vrcholom z Ag a kontrakciou ostatnych D; € (Dg). Graf H nie je
equimatchable, ale plati, Zze ak do grafu GG pridame vrchol d; a spo-
jime ho s kazdym vrcholom z Ag, tak vysledny graf je equimatchable.

Doékaz Nech G je suvisly graf s netrivialnou Gallai-Edmondsovou dekompo-
ziciou. Nech A'(G) =1 a Cg # (. Ozna¢me M Tubovolné najvicsie parenie
grafu G. Najskor ukdzeme, Ze existuju najviac 2 nezavislé hrany spajajice
vrcholy z mnoziny Ag s vrcholmi z mnoziny Cg. Predpokladajme kvoli sporu,
7e existuju aspon 3 takéto hrany. Vieme zostrojit nerozsiriteIné parenie M;
grafu G obsahujice 3 hrany spéjajice vrcholy z mnoziny Ag s vrcholmi z
mnoziny Cg a pokryvajice vSetky vrcholy z mnoziny Ag tak, Ze najdeme
najvicsie parenie grafu G — Cg a hrany vychadzajice z troch vrcholov z
mnoziny Ag v pareni nahradime hranami medzi tymito vrcholmi a vrcholmi
mnoziny Cg a nakoniec toto parenie rozsirime na nerozsiritelné. Lahko vi-
diet, ze | M| — |[M| > 2, ¢o je spor s tym, 7ze A'(G) = 1. Nech N C V(Cg)
a mnozina N obsahuje vrcholy, ktoré mozu byt naraz spojené pariacimi hra-
nami s vrcholmi z mnoziny Ag. UkaZzeme, Ze graf Co — N je equimatchable.
Plati, ze |N| < 2. Nech M} je parenie, ktoré obsahuje hrany spajajtuce vr-
choly z mnoziny N s vrcholmi z A a paruje ostatné vrcholy z mnoziny Ag
s vrcholmi v mnozine D. Ak graf C; — N nie je equimatchable, tak existuje
nerozsiritelné parenie My O M) také, Ze necha nepokryté aspon 2 vrcholy v
grafe Cq — N. Plati, ze |M| — |My| > 2, ¢o je spor s predpokladom.

Nech existuje jediny vrchol a € Ag susediaci s vrcholmi v mnozine Cg.
Potrebujeme dokazat, ze G — (Cs + a) je equimatchable prave vtedy, ked
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A'(G) = 1. Vyssie sme ukazali, ze pre kazdy vrchol ¢ z mnoziny N(a) N Cg
je graf Cg — ¢ equimatchable. Lahko vidiet, Ze ak graf G — (Cg + a) nie je
equimatchable, tak rozdiel mohutnosti najvicsieho a najmensieho nerozsiri-
telného parenia je asponi 2. A taktiez je lahko vidiet, Ze ak je graf G—(Cg+a)
equimatchable, tak kazdé nerozsiritelné parenie grafu G, ktoré nie je najvac-
Sie, bud obsahuje hranu spajajacu vrchol a s vrcholom v mnoZine Cg, alebo
nepokryva vrchol a, alebo nepokryva 2 vrcholy komponentu D; € (Dg),
ktory je equimatchable, a teda Ze rozdiel mohutnosti najvéicsieho a najmen-
Sieho parenia grafu G je 1. Ak existuju prave 2 vrcholy ai,as € Ag susedné
s vrcholmi z mnoziny Cg, tak mézu byt spojené hranou a najmensie neroz-
Siritelné péarenie moze obsahovat bud hranu ajas (ak existuje), alebo moze
péarovat vrcholy a; a as s réoznymi vrcholmi v mnozine C¢, alebo méze paro-
vat jeden vrchol bez ujmy na vSeobecnosti a; s vrcholom z mnoziny Cq a as s
vrcholom z mnoziny D¢. Ak je naraz jeden z vrcholov aq, as sparovany s vr-
cholom z mnoziny Cg a druhy nie je pokryty parenim, tak A’(G) > 1. Lahko
vidiet, 7ze ak su splnené podmienky vety, tak tento pripad nemdze nastat.
Ak aspon tri vrcholy z mnoziny Ag susedia s vrcholmi z mnoziny Cg, tak
plati, ze ak nejaké parenie M obsahuje prave jednu hranu medzi vrcholom z
mnoziny Ag a vrcholom z mnoziny Cg, tak kazdé rozsirenie M na nejaké ne-
roz8iritelné parenie M3 musi pokryvat vSetky vrcholy v mnozZine Ag. Najviac
2 z vrcholov z mnoziny Ag moéze péarovat s vrcholmi z mnoziny Cq a kazdy
zo zostavajucich vrcholov z mnoziny Ag musi parovat s inym komponentom
grafu (Dg). Lahko vidiet, Ze uvedené podmienky st equivalentné s tvrdenim
dokazovanej vety. Tymto sme ukonéili dokaz podmienky A).

Predpokladajme teraz, ze Cz = (). Pripomeiime, Ze najmensie nerozsiri-
telné parenie grafu G obsahuje o jednu hranu menej ako najvicsie parenie
tohto grafu. NajmenSie nerozsiritelné parenie preto bud neché nepokryty
jeden vrchol z mnoziny Ag, alebo obsahuje hranu spajajiucu 2 vrcholy z
mnoziny Ag, alebo péaruje najviac 3 vrcholy z mnoziny Ag s jednym kom-
ponentom z (D¢), alebo jeden komponent (Dg) je v A}. PretoZe najmensie
nerozsiritelné péarenie grafu G je iba jednu hranu mensie ako najvacsie, moze
nastat najviac jeden zo spomenutych pripadov. Toto je zjavne ekvivalentné
s tvrdenim vety.

Veta 4.17. Existuje deterministicky algoritmus, ktory v polynomialnom case
overi, ¢ graf [ubovolny G patri do triedy A;.

Doékaz Vieme deterministicky v polynomidlnom c¢ase overit, ¢i graf je equ-
imatchable (resp. ¢i patri do Ag) [22]. Podla vety [4.4] vieme deterministicky
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v polynomialnom ¢ase overit, ¢i faktorovo kriticky graf alebo graf s perfekt-
nym parenim patri do A;. Ak graf G nema trividlnu Gallai-Edmondsovu
dekompoziciu (teda Ag # (), tak vieme deterministicky v polynomilnom
Gase overit & spliia podmienky vety [4.16]

4.2 Porovnanie A, tried a inych modelov roz-
Siritel'nosti

Pripominame, ze graf nazveme equimatchable prave vtedy, ked kazdé neroz-
Siritel né parenie mé rovnaku mohutnost ako najvécsie parenie. Pripomenme
nasledujuci fakt.

Tvrdenie 4.18. Graf G je equimatchable prave vtedy, ked G € Aj.

Graf G nazveme n-rozsiritel ny prave vtedy, ked |V (G)| > 2n, G obsahuje
parenie velkosti n a kazdé takéto parenie sa da rozsirit na perfektné parenie
grafu G. Je zrejmé, 7e ak graf G je n-rozsiritelny, tak je aj m-rozsiriteIny pre
m < n. Taktiez je Tahké vidiet, Ze ak graf G je 0-rozsiritelny, tak G obsahuje
perfektné parenie. Graf G s perfektnym pérenim je zjavne equimatchable
prave vtedy, ked je (|V(G)|/2 — 1)-rozsiritelny.

Tvrdenie 4.19. Ak graf G je n-rozsiritelny a |V (G)| = m, tak G € A, kde
t=1[(m—2n)/4].

Doékaz Najvicsie parenie grafu G je perfektné parenie. Z toho, ze kazdé pa-
renie mohutnosti n sa da rozsirit na perfektné parenie, vyplyva, Ze neexistuje
nerozsiritelné parenie s mensou mohutnostou ako n. Kazdé najmensie neroz-
Sirite[né parenie M musi obsahovat nejaké parenie |M'| = n a nerozsiritelné
parenie grafu G —V (M’). Kedze grat G —V (M’) obsahuje perfektné parenie,
musi kazdé nerozsiritelné parenie grafu G —V (M’) obsahovat aspon polovicu
jeho vrcholov. Takze |M| > n+ (m — 2n)/2. O

Uvedené tvrdenie ukazuje, ze ak graf G je n-rozsiritelny, tak vieme pove-
dat, do akej triedy A,, graf GG patri, a teda vieme odhadnit maximalny rozdiel
medzi dvomi nerozsiritelnymi pareniami v grafe G. Na druhej strane sa da
Tahko néjst graf z A s perfektnym péarenim, ktory nie je ani 1-rozsiritelny.

Graf G nazveme (n, k, d)-graf prave vtedy, ked po odobrati Iubovolnych
n vrcholov sa vo vyslednom grafe da kazdé parenie velkosti najviac k rozsirit
na péarenie, ktoré pokryva vSetky vrcholy okrem nejakych d vrcholov.
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Tvrdenie 4.20. Graf G je (0,|V(G)|/2 —n —d(G)/2 — 1,2n + d(G))-graf
prave vtedy, ked G € A,,.

Dokaz Ak graf G patri do triedy Al tak kazdé nerozsiritelné parenie po-
kryje aspon |V (G)| —2n — d(G) vrcholov, a teda kazdé mensie parenie sa da
rozsirit. Ak graf G je (0, |V(G)|/2—n—d(G)/2—1,2n+d(G))-graf, tak naj-
mensie nerozsiritelné parenie necha nepokrytych najviac 2n + d(G) vrcholov,
¢o je o 2n viac, ako neché nepokryté najvicsie parenie. Takze graf G je v
triede A,,. O

4.3 Vlastnosti tried A, v kartezianskych suci-
noch grafov

V tejto ¢asti budeme skimat vlastnosti A,, v kartezianskych stu¢inoch grafov.

Oznacenie Nech G a H su Iubovolné grafy. Nech Mg resp. My je pérenie
grafu G resp. H. Symbolom (Mg, My) budeme oznacovat péarenie grafu
GUOH, ktoré obsahuje prave také hrany (g1, h1)(g2, he) € E(GOH), ze bud
g1 =gz a hithy € E(H), alebo hy = hy ¢ V(Mpy) a g1g2 € Mg.

Lahko vidiet, ze (Mg, My) definované vyssie je skuto¢ne parenie, pretoze
ziadny vrchol grafu GUH nie je incidentny s viac ako jednou hranou z
(Mg, My). Taktiez lahko vidiet, ze (Mg, My) je nerozsiritelné parenie
prave vtedy, ked obidve Mg aj My st nerozsiritelné.

Teraz ukaZzeme niekol'ko tvrdeni o deficiencii grafov. Pripominame, Ze de-
ficiencia grafu d(G) oznacuje pocet vrcholov grafu G nepokrytych najvacsim
parenim.

Tvrdenie 4.21. Pre lubovolné dva grafy G a H plati, ze d(GUH) < d(G)d(H).
Specidlne, ak G aj H st equimatchable bipartitné grafy, tak d(GOH) =
d(G)d(H).

Dokaz Prvi cast tvrdenia dokdzeme tak, ze najdeme parenie M grafu GLH,
ktoré necha nepokrytych d(G)-d(H) vrcholov. Ozna¢me M nejaké najvicsie
parenie grafu G, My najvicsie parenie grafu H a M = O(Mg, My). Parenie
M nepokryva prave tie vrcholy (g, h), pre ktoré plati, ze vrchol g v grafe G
nie je pokryty parenim Mg a vrchol H nie je pokryty parenim Mpy. Takychto
vrcholov je prave d(G) - d(H).
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Na dokazanie druhej ¢asti tvrdenia nam stac¢i ukazat, ze ak G aj H su
equimatchable bipartitné, tak k pareniu M definovanému vyssie neexistuje v
grafe GLIH striedava predlzujica cesta. Poznamenajme, ze parenie M neché
nepokryté iba niektoré vrcholy z Dg x Dy, takze vSetky vrcholy z Ag X
Ag UAg X Dy U Dg x Ay st pokryté parenim M. Lahko vidiet, Ze kazda
striedava predlzujuca cesta P musi zac¢inat vo vrchole z mnoziny Dg X Dy
nepokrytom parenim M a Ze v inom takomto vrchole konéi. Prva aj posledna
hrana na kazdej ceste P musi byt hrana z mnoziny E(G) — M vychadzajuca
z vrchola z mnoziny Ag X DyU Dg X Ay. Nie je tazké vidiet, Ze na ceste P sa
striedaji vrcholy z mnoziny Ag X Ay U Dg x Dy s vrcholmi z mnoziny Ag X
Dy UDg x Ay a ze z vrchola z mnoziny Dg X Ay U Ag X Dy vychédza cesta
P vzdy hranou patriacou do parenia M. Preto zjavne zvac¢Sujuca striedava
cesta P k pareniu M v grafe G neexistuje. n

Nasledujuca veta hovori o najvacsich pareniach v kartezianskych stac¢inoch
faktorovo kritického grafu a l'ubovolného grafu.

Veta 4.22. Nech G je [ubovolny suvisly graf a H; a Hs su faktorovo kri-
tické grafy. Ak |V(H,)| = |V(H)|, tak d(GOH,) = d(GOH,). Naviac ak

Dokaz Najskor ukazeme prvi ¢ast tvrdenia. Je zrejmé, ze ak graf G’ vznikol
z grafu G pridanim novych hran, tak najvicsie parenie grafu G’ pokryje
aspon tol'ko vrcholov, ako najvécsie parenie grafu G. Preto plati, ze ak H je
Tubovolny faktorovo kriticky graf s 2n+ 1 vrcholmi a G je lubovolny suvisly
graf, tak d(GOH) > d(GOKy,41). Lahko vidiet, Ze na dokézanie prvej asti
vety nam staci ukazat, ze pre Tubovolny faktorovo kriticky graf H s 2n + 1
vrcholmi a I'ubovolny graf G plati, Ze najvicsie parenie grafu GLH pokryva
aspon tol'ko vrcholov, ako najvicsie parenie grafu GOK5,, . 1. Pre kazdy vrchol
g; € V(G) oznacme K9 podgraf grafu Ky, 10G indukovany vrcholmi (k, g;)
pre vSetky vrcholy k € V(Ky,.1). Ak M je parenie grafu GOKy, .1, tak
symbolom GM oznaéime graf, ktory vznikne z grafu GOK,,,; odobratim
hran z mnoziny E(G)— M a naslednou kontrakciou v8etkych podgrafov K.
Vrchol grafu GM oznaéime §; prave vtedy, ked vznikol kontrakciou podgrafu
K9 . Teraz ukazeme nasledujiice pomocné tvrdenie.

Tvrdenie Ak M je parenie grafu GOKj, 1, tak existuje parenie M’ grafu

GOKoy,41 s rovnakou mohutnostou ako parenie M a graf GM' je acyklicky
bez nasobnych hran.
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Doékaz tvrdenia Nech M je parenie grafu GLIKy, ;. Pomocné parenie M,
zostrojime tak, ze v pareni M nahradime vsetky dvojice hrén (g1, k1) (g2, k1),
(91, k2) (g2, k2), kde g1,90 € V(G) a ki, ky € Kopyr, hranami (g1, k1) (g1, k2)
a (ga, k1)(ga, k2). Lahko vidiet, ze parenie M; obsahuje rovnako vela hran,
ako parenie M a naviac obsahuje najviac 1 hranu medzi kazdymi dvomi pod-
grafmi K9 a K9. Graf M’ popisany v zneni tvrdenia ziskame z grafu M;
postupnym odstranenim cyklov v grafe GMi. Pre kazdy cyklus v GM! obsa-
hujici vrcholy vzniknuté z podgrafov K9, K9 ... K9 plati, ze z kazdého
podgrafu K% vychadza jedna pariaca hrana do predchadzajiceho podgrafu
a jedna do nasledujtceho, ozna¢me ich (g;, k1)(g;, k1) a (gs, k2)(gi, k2). Ked
nahradime naraz pre kazdy podgraf K9 spomenuté hrany z parenia M; za
hranu (g;, k1)(g1, k2) a spravime to pre kazdy cyklus v grafe GMt, ziskame
parenie M’ popisané v zneni tvrdenia. ]

Pokrac¢ovanie dokazu vety Majme teda najviacsie parenie M grafu
GOKs,,1 také, ze graf GM je acyklicky a neméa nasobné hrany. Najdeme
parenie M’ grafu GOOH, kde H je Tubovolny, ale pevne zvoleny faktorovo
kriticky graf a parenie M’ méa rovnakt mohutnost ako parenie M. Zvolme
Tubovolny vrchol h € H. Ozna¢me My perfektné parenie grafu H — h. Odis-
lujme vrcholy v grafe H tak, aby platilo nasledovné: h; = h a pre vrcholy ho;
a hoiy1, kde 7 > 0, plati, ze hrana ho;he; 11 je v pareni My. Pre kazdy vrchol
gi € V(G) ozna¢me HY podgraf grafu GOH indukovany vrcholmi (g;, h;)
pre vietky h; € V(H). Teraz priradime kaZzdej hrane grafu GM prirodzené
¢islo mensie ako 2n + 1. Pripomenme, Ze graf GM je acyklicky. V kazdom
komponente grafu G™ vyberieme jeden vrchol a oéislujeme hrany, ktoré z
neho vychadzaju postupne ¢islami od 1 az po ich pocet. Potom pokracujeme
vo vrcholoch, do ktorych vedie jedna, uz oc¢islovana hrana. Pre kazdy takyto
vrchol v moze nastat prave jedna z nasledujicich moznosti:

i) Z vrchola v ziadna dalsia hrana nevychadza. V tomto pripade nemame
¢o cislovat.

ii) Vrchol v je incidentny s neocislovanymi hranami a o¢islované hrana vcha-
dzajuca do vrchola v mé ¢islo 1. V tomto pripade priradujeme postupne
ostatnym hranam ¢isla od 2 az po pocet hran incidentnych s v.

iii) Vrchol v je incidentny s neocislovanymi hranami a o¢islovana hrana vcha-
dzajica do vrchola v ma ¢islo ¢ > 1. V tomto prirade priradime jednej
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neocislovanej hrane také c¢islo j, aby h;h; € Mpy. Ostatné neocislované
hrany ¢islujeme postupne od 1 a vynechame ¢isla ¢ a j.

Tymto postupom po niekolkych opakovaniach ocislujeme vSetky hrany v
grafe GM. Zostrojime pomocné parenie M; grafu GLOH. Parenie M, obsahuje
préave také hrany (g;, hx)(g;, hi), kde hrana g;g; v grafe G existuje a ma
priradené ¢islo k. Lahko vidiet, Ze graf, ktory vznikne z grafu GCOH odobratim
hran z mnoziny E(GOH) — M, a kontrakciou vsetkych podgrafov HY% pre
gi € V(Q), je izomorfny s grafom G.

Je zrejmé, Ze péarenie M neché nepokrytych prave tolko vrcholov grafu
GOKs,.1, kolko obsahuje graf G vrcholov neparneho stupiia. Preto na
ukoncenie dokazu prvej Casti vety staci najst parenie M’ O M, grafu GOH,
ktoré pokryje vSetky vrcholy podgrafov HY%, z ktorych vychadza neparne vela
hréan z parenia M, a necha nepokryty jeden vrchol v kazdom podgrafe H97,
z ktorého vychadza parne vela hran z parenia M;. Parenie M; roz$irime na
parenie M’ zvlast v kazdom podgrafe HY%, a to takto:

i) Ak z HY% vychadza prave jedna hrana e z parenia M; a oznaime h’
vrchol z HY9 pokryty hranou e, tak do M’ pridame hrany perfektného
parenia grafu H — h'.

ii) Ak z H9 vychadza péarne vela hran z parenia M, tak do péarenia M’
pridame tie hrany parenia grafu H% izomorfného s My, z ktorych Ziadny
vrchol nie je pokryty parenim M. Lahko vidiet, Ze v tomto pripade
parenie M’ necha nepokryty préave jeden vrchol podgrafu HY:.

iii) Ak z HY% vychadza neparne vela hran z péarenia M; a tychto hran je
viac ako 1, tak do parenia M’ pridame tie hrany parenia grafu HY
izomorfného s My, z ktorych ziadny vrchol nie je pokryty parenim M.
Vdaka tomu, ze hrany z parenia M; pokryli vrchol h; a iba také vrcholy
z mnoziny V(H), ktoré po dvojiciach tvoria hrany z parenia My, plati,
7e M' pokryje vSetky vrcholy podgrafu HY.

Teraz dokadzeme druhu ¢ast vety. Vdaka uz dokézanej prvej ¢asti nam staci
dokazat, ze ak d(GOKy,—1) > 1, tak d(GOK5,—1) < d(GOK2y,11). Inak pove-
dané, potrebujeme dokazat, ze graf GLIK5, ., obsahuje parenie, ktoré neché
nepokrytych menej vrcholov ako najvicsie parenie grafu GOKs, 1. Zvolme
si Tubovolné najvicsie parenie M grafu GOKs, 1. Zostrojime péarenie M’
grafu GOK, 1 s pozadovanou vlastnostou. Vyberme ubovolne dva vrcholy
ki a kb grafu Ko, yq1. Graf GO(Ky,41 — k] — k) je zjavne izomorfny s grafom
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GUOKs,_1. Pomocou spomenutého izomorfizmu vieme ziskat parenie M; pod-
grafu GO( Ky, 11 — k] — k) grafu GOK,,, 1 zobrazenim parenia M. Péarenie M
neché aspon 2 vrcholy grafu GLIKs, 1 nepokryté. Ozna¢me teda dva Iubo-
volné, ale pevne zvolené vrcholy grafu GO( Ky, 11—k} —k}) nepokryté parenim
M ako (g1,k1) a (g2, k2). KedZe graf G je suvisly, obsahuje cestu medzi vr-
cholmi g; a go. Ozna¢me ju g; = g1, g5, . - ., g, = g2. Ak k je parne, tak parenie
M’ obsahuje hrany péarenia M, hrany (g;, k})(g:, k) pre vietky ¢g; € V(G) —
{9195, - g1} a hrany (g, k1)(91, K1), (91, k2) (95, k3), (95, k1) (g5, k1), - -

(95 k1) (ks k2). Ak k je neparne, tak parenie M’ obsahuje parenia M, hrany
(95, k1) (9i, k3) pre vSetky g; € V(G) — {41, 95, - -, g1} a hrany (g3, k1)(g1, k1),
(90 k), K5). (s ) (g K1), g K5) (g K2 Taahko vidiet, 7o vSetky vr-
choly nepokryté parenim sa nachadzaju v podgrafe GO(Ks, 1 — k] — k) a
je ich o 2 menej ako d(GOKy,_1). O

Z tejto vety vyplyva niekol'ko dosledkov.

Désledok 4.23. Nech G je Tubovolny a H faktorovo kriticky graf. Potom
d(GOH) < d(G). Ak H obsahuje viac ako jeden vrchol, tak d(GOH) = d(G)
prave vtedy, ked bud graf G mé perfektné parenie, alebo d(G) = 1.

Doékaz Nerovnost vyplyva z tvrdenia a z toho, ze d(H) = 1. Druha ¢ast
vyplyva z toho, ze ak |V(H)| > 1 a d(G) = d(GOK;) > 1, tak podla
vety plati, ze d(GOH) < d(G). O

Dosledok 4.24. Pre [ubovolny suvisly graf G existuje ng € N také, Ze pre
Tubovol'ny faktorovo kriticky graf H s aspon ng vrcholmi, plati, ze d(GOH) <
2.

Dokaz Tento dosledok priamo vyplyva z druhej casti vety [4.22] O]

V skututo¢nosti vieme ukazat silnejSie tvrdenie ako predchadzajuci do-

sledok.

Veta 4.25. Pre lubovolny suvisly graf G existuje ng € N také, Ze pre kazdy
faktorovo kriticky graf H s aspon ng vrcholmi je graf GOOH bud faktorovo
kriticky, alebo mé perfektné parenie.

Dokaz Ak |V(G)| je parne, tak z dosledku vyplyva existencia pozado-
vaného ng. Ak |[V(G)] je neparne, tak z dosledku vyplyva, Ze existuje ng
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také, Ze pre lubovolny faktorovo kriticky graf H s aspon ng vrcholmi plati, ze
d(GOH) = 1. Potrebujeme dokazat, ze pre I'ubovolny vrchol v grafu GOH
plati, ze GLOH — v obsahuje perfektné péarenie. Pomocou matematickej in-
dukcie vzhladom na pocet vrcholov grafu G ukézeme, Ze pre 'ubovolny graf
H s aspoii d(G) + 2 vrcholmi je graf GOH faktorovo kriticky.

Baza indukcie: Nech G je izomorfny s K;. Je zrejmé, Ze pre kazdy
faktorovo kriticky graf H je graf GLJH fakorovo kriticky.

Indukény krok: Nech G je Tubovolny suvisly graf s aspon tromi vr-
cholmi a H je faktorovo kriticky graf s aspon d(G) + 2 vrcholmi. UkaZeme, ze
graf GUH je faktorovo kriticky. Zostrojime perfektné péarenie Mcom)—(g,n)
grafu (GOH ) — (g, h) pre lubovolny vrchol (g, h) € V(GOH). Uvazujme graf
(G — g)0H). Podla zovseobecnenej Tuttovej vety tento graf obsahuje naj-
viac d(G) + 1 neparnych komponentov a mozno niekol’ko parnych komponen-
tov. V8etky parne komponenty tohto grafu maju podla dokizanej casti vety
perfektné parenie a podla indukéného predpokladu su vSetky neparne kom-
ponenty faktorovo kritické, a naviac ich je parny pocet (kvoli parite poctu
vrcholov grafu G). Parenie Mgom)—(g,n) bude obsahovat perfektné parenia
vSetkych parnych komponentov grafu (G—g¢)OH a hrany parenia My gy (g.n)-
Pokial existuje nejaky nepokryty neparny komponent grafu (G —¢)dH, opa-
kujme tento postup: vyberme [ubovolné dva takéto komponenty G a Gs a
nejakt hranu (g, hy)(g, he), ktord je v pareni Mg m)—(g,n). Odoberme hranu
(9,h1)(g, he) z parenia Mcom)—(g,n) a pridajme hrany pareni Mg, (g, ) @
M, —(gs,h0) @ hrany (g1, h1)(g, ha) a (g2, ha)(g, ha), ktoré spajaja vybraté kom-
ponenty a vrcholy (g, k1) a (g, hz). Dvojic neparnych komponentov je najviac
d(G)/2 a hran v Mg i)—(gn) je podla predpokladov aspon d(G)/2, a teda
péarenie Mcom)—(g,n) skutocne pokryva vsetky vrcholy grafu GUH okrem
vrchola (g, h). O

Teraz sa zameriame na najmensie nerozsiritelné parenie faktorovo kritic-
kého grafu a 'ubovolného grafu.

Lema 4.26. Nech G je Tubovolny graf, ktory je vrcholovo zafarbitelny n
farbami. Ak H je faktorovo kriticky graf s aspon n vrcholmi, tak existuje ne-
rozsiritelné parenie grafu GOH nepokryvajuce |V (G)| vrcholov. Naviac ak H
je izomorfné s kompletnym neparnym grafom, tak toto parenie je najmensie
nerozsiritel né.

Dokaz Nech funkcia f : V(G) — N, je vrcholovym farbenim grafu G vy-
uzivajucim najviac n farieb. Ozna¢me vrcholy grafu H ako hy, hs, ... hy.
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Definujme nerozsiritelné parenie M’ grafu GOH, ktoré necha V (G) vrcholov
nepokrytych, takto: M’ = UgeV(G) Mg, 1)~ (g,hs,y)- Pérenie M’ zjavne spliia
uvedené podmienky.

Druht ¢ast tvrdenia ukdzeme sporom. Nech H je izomorfné s Ks,,11 a
existuje nerozsiritelné péarenie grafu G, ktoré nepokryva aspon V(G) + 1
vrcholov. Z Dirichletovho principu vyplyva, Ze existuje vrchol g grafu G taky,
ze vrcholy (g, h1) a (g, he) st nepokryté. Ale tieto vrcholy st susedné, ¢o je
spor s nerozsiritel nostou parenia. O

Nasledujuaci dosledok vyplyva z vety a z lemy [£.26]

Dosledok 4.27. Pre Iubovolny graf G existuje ng také, ze ak H je Tubo-
volny faktorovo kriticky graf s aspon mgy vrcholmi, tak graf A'(GOH) >
[V(G)l/2] - 1.

Teraz ukazeme este niekolko vysledkov o A’(GOH), kde nevyzadujeme,
aby jeden z grafov G, H bol faktorovo kriticky:.

Tvrdenie 4.28. Ak G a H st lubovolné grafy, tak A'(GOH) > A'(G)D(H).

Doékaz Nech Mg resp. My je najvicsie parenie grafu G resp. H a M, resp.
M7, je najmensie nerozsiritelné parenie grafu G resp. H. Potom zjavne plati,
ze |V(O(Mg, Mu))| = |V(O(Mg, My))| = ([V(Me)| = [V(Mg)[)(IV(Mp)| -
[V (Mp)I)- O

Tvrdenie 4.29. Ak K, a K,, st kompletné grafy a 2 <n <m am > 3, tak
graf K,00K,, patri do triedy A}, kde k = |n/2].

Dokaz Potrebujeme néjst najvicsie a najmensie nerozsiritel né parenie grafu
K,OK,,. Je zjavné, ze ak n alebo m je parne, tak graf K,[1K,, ma perfektné
parenie. Ak n aj m st neparne, tak graf K,[1K,, je faktorovo kriticky.

Na dokézanie tvrdenia potrebujeme najst najmensie nerozsiritelné péare-
nie M’ grafu K,[0K,, a ukazat, Zze M’ nepokryva n vrcholov, ak n alebo m
je parne, pripadne ze M’ nepokryva n — 1 vrcholov, ak n aj m je neparne.
Rozlisime nasledujuce pripady podla parity n a m.

Ak m je neparne, tak podla lemy [£.26| najmensie parenie nepokryva prave
n vrcholov, teda v tomto pripade dokazované tvrdenie plati.

Predpokladajme, ze aj n, aj m st parne. Nech M), je nejaké najvicsie pa-
renie grafu K,,, g1¢> je lubovolna hrana parenia M, a hy, hy st nejaké vrcholy
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grafu K,,. Ak n > 4, tak moZeme zostrojit najmensie nerozsiritelné parenie
M’ grafu K,0K,, nasledovne. Ozna¢me G' = K,, — g1 — g2 a H' = (K,;, — hq).
Graf G'O0H’ spliia podmienky lemy [4.26] takZe jeho najmensie parenie MY
nepokryva prave n — 2 vrcholov. Podla Dirichletovho principu existuje vrchol
hs € V(K,,) taky, ze pre kazdy vrchol ¢g; € V(K,, — g1 — go) je vrchol (hs, g;)
pokryty parenim M{. Ozna¢me perfektné parenie grafu G'O{h;} ako M.
Dalej definujme parenie M ako perfektné parenie grafu {g; YO(K,, — hy — hy)
a parenie MY ako perfektné parenie grafu {go}J(K,,, — ha — h3). Parenie M’
definujeme nasledovne M’ = MJ U M U MY U M5 U {(g1, h2)(ga, he)}. Toto
péarenie je zjavne najmenSie nerozsiritelné a nepokryva prave n vrcholov. Ak
n = 2 am > 4 je parne, tak najmensie nerozgiritelné parenie M’ obsa-
huje hranu (g1, h1)(g2, h1) a najvicsie parenie M” podgrafu (g1, K, — hy)
nepokryvajice vrchol (gq, he) a najvacsie parenie podgrafu (ge, K., — hy) ne-
pokryvajtce vrchol (gg, h3). Parenie M’ je zjavne najmensie nerozsiritelné a
nechava nepokryté 2 vrcholy.

Predpokladajme, Ze m je parne a n neparne. Nech ¢ je Tubovolny vrchol
grafu K. Oznaéme symbolom M , - perfektné parenie grafu (K, —g;)0{h;}.
Nech V'(K,,) je Tubovolna podmnozina V' (K,,) s mohutnostou n— 1. Definu-
jeme parenie M’ grafu K,[JK,, nasledovne, M’ obsahuje parenia M/ , pre
kazdy vrchol h; € V/(K,,), g # ¢; pre ziadne i a g; # g; ak ¢ # j, a parenia
My, pre kazdy vrchol h; € V(K,,) — V'(K,,). Pérenie M’ nepokryva prave
n — 1 vrcholov. Kazdé mensie parenie by nepokryvalo aspon n + 1 vrcholov,
teda by nebolo nerozsiritelné. Parenie M’ je najmensie nerozsiritelné parenie
grafu GOH a dokazované tvrdenie plati. m
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Kapitola 5

Zaver

V préci sme sa venovali rozgiritel nosti pareni na grafoch. Graf G sa nazyva
equimatchable prave vtedy, ked kazdé nerozsiritelné péarenie grafu G je aj
najvacsie. V praci uvadzame charakterizaciu equimatchable chordalnych gra-
fov. Skiimame tiez vztah medzi prienikovymi grafmi fundamentélnych cyklov
a equimatchable chordalnymi grafmi. Charakterizujeme Struktiru grafov G
takych, ze pre kazdu kostru 7' grafu G je graf G#T equimatchable. Dalej
sa venujeme equimatchable kartezianskym stuc¢inom grafov a ukazujeme, ze
jediny netrivialny equimatchable karteziansky sucin je Ky[1Ks.

Zavadzame tiez novy koncept rozsiritel nosti pareni: graf G patri do triedy
A,, prave vtedy, ked rozdiel mohutnosti lubovolnych dvoch nerozsiritelnych
pareni v grafe G je nanajvys$ n. Graf G patri do triedy A/, prave vtedy, ked
GeA,aG¢ A, 1.V praci uvadzame chrakterizaciu grafov z triedy D,, pre
n € N. Je zname, Ze problém najst pre Tubovolny graf G ¢islo n také, ze G €
Al je NP-tuplny. Uvadzame deterministicky polynomialny algoritmus, ktory
pre lubovolny graf G rozhodne, ¢ G' € A. Taktiez pre dané n a k uvadzame
deterministicky polynomialny algoritmus, ktory vie rozhodnit, ¢i graf G taky,
ze d(G) = k, patri do triedy A,. Pre kartezidnske stuciny grafov sme sa
venovali najmé stc¢inom faktorovo kritickych grafov so stvislymi grafmi z
pohladu A, tried. Ukazali sme, Ze ak H je Tubovolny faktorovo kriticky graf,
tak velkost najvécsieho parenia v grafoch GOH a GOK)y (g je rovnaka. Tiez
sme ukézali niekolko d'alsich vysledkov o A triedach pre kartezianske suciny
faktorovo kritickych grafov a stuvislych grafov.

Otvorenou otazkou zostéva, ¢i pre dané n existuje deterministicky polyno-
midlny algoritmus rozhodujici, ¢ graf G patri do triedy A,. DalSie moznosti
vyskumu poskytuje trieda kartezidnskych sacinov grafov. Zaujimava otvo-
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rend otazka je uplnejsia charakterizacia najmensieho nerozgiritelného parenia
kartezianskeho sucinu faktorovo kritického grafu a suvislého grafu. Predpo-
kladame tiez, ze podobné vysledky, aké sme dosiahli pre faktorovo kritické
grafy v kartezianskych sacinoch, by mohli existovat pre grafy s perfektnym
parenim alebo pre ich podmnozinu, pre bikritické grafy.
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