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Abstrakt

Predlozené praca sa zaoberd vlastnostami najvicsich pareni grafov, konkrétne equi-
matchable grafmi. Hlavnym cielom préace je klasifikdcia vSetkych equimatchable grafov

v dvoch konkrétnych triedach a to regularnych grafov a tenzorovych sucinov.

V oblasti regularnych equimatchable grafov sme ukazali, ze ak G je k-regularny equi-
matchable graf pre k neparne, tak je izomorfny s Kj1, alebo Ky . Dalej sme ukézali, ze
ak je stupen regularity k parny, tak grat G je izomorfny s Ky, K} 1, alebo je faktorovo-
kriticky. Naviac dokazujeme, ze k-regularnych equimatchable grafov pre pevne zvolené
k je iba konecne vela. Prica sa dalej zameriava na 4-reguldrne equimatchable grafy,
kde sa ndm podarilo charakterizovat vSetky 3-stivislé 4-reguldrne equimatchable grafy

okrem pripadu, ked m4 11, alebo 13 vrcholov a neobsahuje netrividlny 4-rez.

V pripade tenzorovych suc¢inov sme ukazali, ze neexistuje netrivialny suvisly tenzorovy
sicin s obvodom asponl 5. Na druhej strane, existuje nekonecne vela netrividlnych

equimatchable tenzorovych sucinov.

KIticové slova: graf, parenie, equimatchable, tenzorovy stcin grafov



Abstract

This thesis investigates properties of maximum matchings in graphs, specifically equi-

matchable graphs.

For regular equimatchable graphs we showed, that if G is k-connected regular equi-
matchable graph for odd &, then G is either isomorphic to Ky, or Kj . Further we
show, that even degree regular graphs are either isomorphic to Kj.i, Ki, or G is
factor-critical. We show, that there are finitely many k-regular equimatchable graphs
for given k. We characterize 3-connected 4-regular equimatchable graphs except for

cases when G has 11 or 13 vertices and does not contain a non-trivial 4-cut.

In case of tensor products we show, that there are none non-trivial tensor products with
girth at least 5. On the other hand, there are infinitely many non-trivial equimatchable

tensor products.

Keywords: graph, matching, equimatchable, tensor product of graphs
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Uvod

Tato diplomova praca sa zaobera equimatchable grafmi a to konkrétne v triede re-
gularnych grafov a v triede tenzorovych su¢inov. Equimatchable grafy si presne tie, v

ktorych kazdé maximaélne parenie je najvacsie.

Trieda equimatchable grafov bola prvykrat uvazovana v [Gru74], [Lew74] a [Men74].
Konkrétne [Grii74] vyslovuje problém charakterizécie vsetkych equimatchable grafov.
Najskor boli charakterizované equimatchable grafy s perfektnym péarenim [Sum79],
tiez nazyvané “randomly matchable”, ktoré si bud izomorfné s Ks,, alebo K, ,,
pre nejaké n. Equimatchable grafy, ktoré nie st faktorovo kritické a nemaji per-
fektné parenie, si presne charakterizované s vyuzitim Edmonds-Gallaiovej dekom-
pozicie v [LPP84]. Z tejto charakterizacie vyplyva, ze 2-sivislé equimatchable grafy
bez perfektného parenia st bud bipartitné, alebo faktorovo-kritické. V [Fav&6] st cha-
rakterizované equimatchable grafy s artikulaciou a 2-rezom. Existuju prave dva sivislé
3-reguldrne equimatchable grafy [KPS03], konkrétne K4 a K3 3. Oblast pdrenf je spra-
covand v [LP8G] a monografii [LY09]. V nasej praci dalej skimame reguldrne equi-
matchable grafy. Charakterizujeme vSetky neparno-regularne equimatchable grafy a
pre parno-reguldrne equimatchable grafy ukiZeme, Ze bud majui perfektné parenie,
alebo st faktorovo kritické. Zaverecnt cast druhej kapitoly venujeme charakterizacii

4-regularnych equimatchable grafov.

Publikacie [AG90] a [HIK11] tvoria zdklad pre skiimanie pareni v sti¢inoch. V [Kov12]
je ukazané, ze jediny suvisly equimatchable graf, ktory dostaneme kartézskym sicinom
je Ko Ks. Dosledkom vysledku z [WYY12] je, ze kartezidnsky stucin dvoch faktorovo-
kritickych grafov je tiez faktorovo-kriticky. Z [FHV10] pozndme presni charakterizaciu
vSetkych equimatchable grafov s obvodom aspon 5. V tejto praci sa venujeme tenzo-
rovym sucinom grafov, konkrétne otazke, ¢i existuje equimatchable tenzorovy sucin
grafov. Ukazeme, ze neexistuje sivisly netrividlny tenzorovy stucin s obvodom aspon 5.

Na druhej strane, existuje nekonecne vela equimatchable tenzorovych stéinov.



Kapitola 1

Uvod do problematiky

V celej praci pracujeme s jednoduchymi grafmi bez sluéiek, pokial nie je povedané inak.

Definicia 1.1. Graf G je usporiadand dvojica (V, E), kde koneénd mnozina V' je
mnozina vrcholov a £ C {{u,v}u,v € V,u # v} je mnozina hrdn spijajicich rozne

vrcholy.

Pouziva sa oznacenie V(G) pre mnozinu vrcholov a E(G) pre mnozinu hran grafu
(. Zaviedlo sa aj pouzitie |G| namiesto |V(G)|. Hranu {u,v} oznac¢ime jednoducho
uv. Mnozinu vrcholov incidentnych s vrcholom v budeme oznacovat N(v) a obvodom
grafu G budeme nazyvat velkost najmensicho cyklu v grafe. Ak je G acyklicky graf,
definujeme odvod ako nekonec¢no. Navyse pod pojmom singleton graf alebo singleton
komponent budeme rozumiet graf pozostavajici z jediného vrcholu, respektive izolo-
vany vrchol. Za netrividlne grafy budeme povazovat grafy, ktoré obsahuji aspoi jednu

hranu.

1.1 Parenia

Definicia 1.2. Mnozinu hran nazveme nezavislou vtedy ak Ziadne dve hrany z tejto

mnoziny nemaju spolo¢ny vrchol.
Definicia 1.3. Pérenie (matching) je mnozina nezavislych hrén.

Definicia 1.4. Perfektné parenie je parenie pokryvajuce vsetky vrcholy.
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7 tejto definicie je zrejmé, ze perfektné parenie maju len grafy na parnom pocte vrcho-

lov.

Definicia 1.5. Parenie M v grafe G s vlastnostou, Ze vrchol v je v grafe G — M

izolovany sa nazyva izolujice parenie vrcholu v.

Veta 1.6. [KPS03] Ak G je stvisly kubicky equimatchable graf, tak je izomorfny bud
s K33, alebo K.

1.2 Edmonds-(Gallaiova dekompozicia

Definicia 1.7. Pre graf G definujeme D(G) ako mnozinu vsetkych tych vrcholov grafu,
ktoré st nepokryté aspoil jednym najvicsim parenim. Dalej, nech A(G) je mnozina
takych vrcholov z V(G) — D(G), ktoré susedia aspon s jednym vrcholom z D(G). A
nakoniec C'(G) st zvysné vrcholy. Takto definované mnoziny oznacujeme ako (D,A,C)-

dekompozicia grafu G.

1.3 Equimatchable faktorovo kritické grafy

Nasleduji vety a lemy, ktoré st v dalsom texte ¢asto pouZivané. Déavaju totiz v

mnohych ohladoch silné nutné podmienky na equimatchable faktorovo kritické grafy.

Veta 1.8. [EK13] Nech G je 2-stvisly, equimatchable faktorovo kriticky graf. Nech v je
vrchol G a M, nech je najmensie izolujice péarenie vrcholu v. Potom graf G — (V (M,)U

{v}) je izomorfny s Ky, alebo K, pre nejaké nezdporné celé ¢islo n.

Lema 1.9. [Eib14] Nech k& > 3 a nech G je k-suvisly faktorovo kriticky equimatchable

graf s aspon 2k + 3 vrcholmi a k-rezom S. Potom G — S ma presne dva komponenty.

Veta 1.10. [Eib14] Nech G je k-stvisly, equimatchable faktorovo kriticky graf s k-
vrcholovym-rezom S, kde k > 3. Ak C je komponent G — S s aspon 3 vrcholmi, a
G — (S UC) mé aspon 3 vrcholy, potom G — S m4 presne dva komponenty a oba si
kompletné grafy.

Lema 1.11. [Eib14] Nech G je graf s vrcholovou stvislostou k a s k-rezom S. Nech H
je komponent grafu G — S. Potom pre lubovolnti mnozinu vrcholov X C S obsahuje

graf G aspon min(|H|,| X |) nezdvislych hran medzi H a X.
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Veta 1.12. [Eib14] Nech G je k-stvisly equimatchable faktorovo kriticky graf s k-rezom
S. Predpokladajme, ze G — S m4 nejaky komponent C' velkosti aspoit k a G — (SUC)
ma nejaky komponent pozostavajici z jediného vrheolu. Potom G — S mé presne dva
komponenty a existuje parenie M medzi S a C, pokryvajuce vSetky vrcholy S. Navyse

graf C'— V(M) je izomorfny s Ks,, alebo K, ,, pre nejaké celé ¢islo n.

Veta 1.13. [Eibl4] Nech G je k-stuvisly, equimatchable faktorovo kriticky graf s k-
rezom S. Predpokladajme, ze G — S ma komponent C's aspon k vrcholmi a G — (SUC)
ma komponent pozostavajici presne z dvoch vrcholov. Ak S obsahuje hranu, tak C je
kompletny graf. Ak S neobsahuje hranu, tak existuje nezaporné celé ¢islo m a mnoziny
{z1,..., 2y} vrcholov z C a {y;,...,yn} vrcholov z S takych, Zze x;y; nie je hrana v G
pre kazdé i € {1,...,m} a CUSU{z1y1,...,TmYm} je izomorfny s K, ,,41 pre nejaké
n.



Kapitola 2
Equimatchable regularne grafy

V tejto kapitole sa zaoberame otazkou, ktoré regularne grafy su equimatchable. Na
uvod podrobne rozoberieme charakterizaciu equimatchable grafov pomocou Edmonds-
Gallaiovej dekompozicie z [LPP84]. Pomocou tohto vysledku ukézeme, ze sivisly k-
reguldrny equimatchable graf G je bud K1, Kiy, alebo k je parne a G je faktorovo
kriticky, zovseobecnujic tak vysledky pre k = 3 z [KPS03|. V poslednej ¢asti kapitoly

charakterizujeme takmer vSetky 4-regularne grafy.

2.1 (D,A,C)-dekompozicia equimatchable grafov

Nasledujuca veta charakterizuje equimatchable grafy bez perfektného parenia pomocou

struktur v Edmonds—Gallaiovej dekompozicii grafu.

Veta 2.1. [LPP84] Nech G je sivisly equimatchable graf, ktory neobsahuje perfektné
péarenie. Nech (D,A,C) je Edmonds-Gallaiova dekompozicia grafu G a nech A # ().

1. Potom pre kazdy komponent D; podgrafu G indukovaného na D nastava jedna

z nasledujicich moznosti:
(i) D; = Ky,_1 pre nejaké n > 2, a kazdy vrchol z D; susedi s prave jednym
spolo¢nym vrcholom a € A.

(ii) D; obsahuje artikuldciu d; v G, pricom d; je jediny vrchol z D; spojeny

s vrcholmi z mnoziny A. Nech H}, ..., H! pre nejaké r > 1 st komponenty
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(i)

grafu D; — d;. Potom pre kazdé j, 1 < j < r, bud H{ = Koy prem > 1
a aspon dve hrany spdjaju Hf s d;, alebo Hij 2 Kym, pre nejaké m > 1, a ak
U,V je biparticia tohto grafu, potom aspon jedna hrana spédja d; s vrcholom

z U a aspon jedna hrana spéja d; s vrcholom s V.

Aspon dva vrcholy z D; st spojené s vrcholmi z A a aspon jeden vrchol z D;

nie je spojeny zo ziadnym vrcholom z A. V tomto pripade existuje vrchol

a € A taky, ze oddeluje D; od G. Ak D; obsahuje prave dva vrcholy y; a 3o

spojené s vrcholom a, potom D; musi byt jedného z nasledujiicich troch

typov:

(a) Dije Ks;

(b) D;—{y1,y2} je kompletny bipartitny graf K, ,_, kde r > 2, a ak (U, V)
je jeho biparticia, kde |U| = r, potom y; a ys si oba susedné s kazdym
vrcholom v U a aj navzajom;

(¢) Di—A{y1,y2} je Kop_1, pre r > 2, y; a yz su spojené s kazdym vrcholom
v D; — {y1,y2} a y1 s y» mozu (ale nemusia) byt spojené. Ak D; ma
aspon 3 a najviac |V (D;)|—1 vrcholov spojenych s a, potom D; je Koy,
pre nejaké m > 3.

Poslednou moznostou (d) je ak D; mé asporn 3 a najviac |V (D;)|—1 vrcholov

spojenych s a, potom D; je Ks,,_1 pre nejaké m > 3.

Komponenty D;, pre ktoré nastava pripad (i), (ii), resp. (iii) nazyvame kompo-

nenty typu I, II, resp. IIL.

2. Odoberme z grafu G vsetky komponenty D; typu Il a typu 111, a kazdy komponent

typu I skontrahujme do jedného vrcholu. Potom existuje parenie vo vyslednom

bipartitnom grafe G, ktoré pokryva vsetky vrcholy z A a graf G’ je equimatch-

able.

S vyuzitim tejto charakterizacie equimatchable grafov dokazeme nasledujice vlastnosti

regularnych equimatchable grafov.

Tvrdenie 2.2. Nech G je jednoduchy sivisly equimatchable graf, nech (D, A, C) je jeho

dekompozicia a c(D) oznacuje pocet komponentov podgrafu indukovaného D. Potom G

ma vSetky nasledujice vlastnostu.

(i) C =

0
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(ii)
(i)
(iv)

A je nezdvisld mnoZina
Ak G nemd perfekiné pdrenie, tak ¢(D) > |A| + 1

Ak G je k-requldrny bez perfektného pdrenia pre nejaké nepdrne k, tak ¢(D) >
|A| +2

Dékaz. (i) Predpokladajme pre spor, Ze C' je neprdzdna, a kedZe graf je sivisly,

(iii)

existuja vrcholy a € A a ¢ € C také, ze medzi nimi vedie hrana ac. Kazdé
najvicsie parenie pokryva celid mnozinu A hranami do roznych komponentov D
[LP86]. Parenie M, ktoré obsahuje hranu ac sa nedd rozsirit na najvicsie, a teda

G nemohol byt equimatchable.

Podobne ako v predchadzajicom pripade predpokladajme pre spor, ze A nie je
nezavisla. Teda mame hranu uv medzi dvoma vrcholmi mnoziny A. Z podobného

dovodu ako predchddzajici pripad toto nemoze nastat.

Z vlastnosti dekompozicie (¢ast (d) [LP86]) vieme, ze kazdé najviicsie pdrenie
pokryva mnozinu A hranami do |A| réznch komponentov mnoziny D. To sa dé
zapisat ako c(D) > |A|. Ak v grafe plati rovnost ¢(D) = |A|, tak m4 perfektné
pérenie, preto plati ¢(D) > |A| + 1.

Cislo k je nepérne, preto |V(G)| je parne. Vieme, ze ¢(D) > |A| + 1, ale ak
c(D) = |A| + 1, tak G m4 nepédrny pocet vrcholov, ¢o je spor s volbou k. Preto
plati, ze ¢(D) > |A| + 2.

2.2 Regularne equimatchable grafy

V tejto sekcii dokazeme tplnu charakterizaciu k-reguldrnych equimatchable grafov pre

neparne k a ukdZeme, Ze pre parne k je k-reguldrny equimatchable graf bud K.,

Ky, alebo je faktorovo kriticky.

Pripominame, Ze podla charakterizcie kubickych equimatchable grafov vo vete
[KPS03| na strane (3| st takymito grafmi jedine K53 a Kj.

Veta 2.3. Nech G je suvisly k-regularny equimatchable graf. Ak k je neparne, tak G

je izomorfny bud s Ky, alebo Kjy1. Ak k je pdrne, tak G je izomorfny bud s Ky,

K1, alebo je faktorovo kriticky.
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Dékaz. Predpokladajme najprv, ze G mé perfektné parenie. Podla [Sum79] su jediné
equimatchable grafy s perfektnym pdrenim K, a K, ,. Ak k je parne, tak existuje
jediny equimatchable graf s perfektnym pérenim a to Kj . Pre k, pozadovany stupein
regularity, existuje jediny equimatchable graf s perfektnym parenim, a to K. Ak je
k neparne, tak jedinymi k-regularnymi grafmi s perfektnym parenim si Ko, a Kj1.
Vo zvysnej casti dokazu budeme predpokladat, Ze G nemd perfektné parenie a rozo-

berieme jednotlivé potencidlne typy komponentov grafu G na zaklade charakterizacie

vety [2.1]

Ak je k nepérne, tak G musi mat parny pocet vrcholov, teda nie je faktorovo kriticky,

¢im spiﬁa predpoklad vety 7ze A # (). Teraz ukazeme nasledovné pomocné tvrdenie.

(x) V G nemoze nastat, ze by pre a € A, vsetkych k hrdn viedlo do jedného kompo-

nentu.

Pre dokaz (x) pre spor predpokladajme, ze vSetkych k hran z a vedie do jediného
komponentu. Kedze ¢(D) > |A| + 1, v D je este aspon jeden komponent, a kedze
C = 0 a A je nezavisld mnozina, tak G je nesuvisly, ¢o je spor. Tym je dokaz (x)

skonceny.

Postupne overime existenciu jednotlivych typov komponentov, ktoré su popisané vo
vete na strane [5| Jednotlivé komponenty budeme oznacovat ako D;.

Typ I. Jedna sa o podgraf Ks,,,1 Uplne pripojeny na jediny vrchol a € A.
Ozna¢éme [ mozny pocet vrcholov hladaného kompletného grafu. Lahko vi-
diet, Ze ak m& byt graf reguldrny, musi ist hrana z a do kazdého vrcholu
komponentu. Moznost, ze by vsetkych k hran z vrcholu a smerovalo do je-
diného komponentu v D sme vylaéili (). Takze | < k — 1. Nech v € D,
potom deg(v) =1 — 141 < k — 1. Z toho vyplyva, ze G nie je k-reguldrny

graf, ¢o je v spore s predpokladom.

Typ II. Pojednava o situacii, kedy D; obsahuje artikulaciu d;, ktora je zaroven je-
dinym vrcholom komponentu susediacim s vrcholmi v A. Vrchol d; je spojeny

aspon jednou hranou s A, teda pocet hran smerujucich z d; do D; je najviac

k—1.

(a) Nad; je pripojeny Ks,,. Pocet vrcholov kompletného podgrafu je najviac

k — 1. Vrcholy v tomto kompletnom podgrafe nadobtidaji stupenn bud
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Typ IIL.

(a)

k—2, alebo k—1, ¢o je v oboch pripadoch menej ako pozadovany stupen
k. Takyto typ komponentu teda tiez nevyhovuje nasim poziadavkam.

Na d; je pripojeny K, ,, pricom do kazdej particie ide aspon jedna hrana
z d;. To znamen4, ze najvacsi mozny pocet hran z d; do jednej particie je
k —2. Teraz sa pozrime na vrchol v v jednej z particii. Susedmi vrcholu v
st d; a vSetky vrcholy druhej particie. Teda v tej druhej particii musi byt
je k — 2, teda v tejto particii existuju dva vrcholy rozneho stupna, ¢o je

v spore s regularitou grafu.

Nie je reguldrny. Z vety[2.1] v ¢asti (iii) vieme, ze v D; sa nachddza vrchol
z, ktory nesusedi so ziadnym vrcholom z A a so suvislosti grafu sa tam
nachadza aj vrchol y, ktory susedi s vrcholom v A, a tieto dva vrcholy
maju rozny stupen.

Predpokladajme, zZe existuje komponent vyhovujici tomuto popisu. Po-
tom deg(y;) = 2+ |U|, teda |U| = k — 2. Majme vrchol w € W. A ked'ze
deg(w) = k — 2, tento komponent nie je regularny.

(i) medzi y; a yo nie je hrana. 2r — 1 = k — 1, teda k je parne. Vezmime
teraz vrchol x z Ky,_1. deg(x) < 2r — 2 + 2 < k. Teda za predpokladu,
7Ze k je parne moze existovat komponent, ktory patri do tejto kategérie.
(ii) medzi y; a y2 je hrana. Podobnymi tivahami sa ukaze, ze deg(x) <

k — 1. Teda tento typ nevyhovuje.

Celd cast (iii) hovori o struktiirach, kde existuje aspon jeden vrchol ,
ktory nesusedi s A. V D; kvoli stuvislosti existuje aj vrchol v, ktory susedi
s A. Vrchol v ma o jednu incidentnii hranu oproti x naviac. Komponent

tohto typu nemoze byt regularny.

Pre jednoduché k-regularne equimatchable grafy st teda pripustnymi komponentami

v D jedine singletony a komponenty typu III(c), aj to len pre parne k.

Pre neparne k sporom ukazeme, ze takyto graf neexistuje. Predpokladajme, Ze existuje

k-regularny suvisly equimatchable graf. Tento graf obsahuje ako komponenty D jedine
singleton grafy, teda podla ¢asti (2) vety 2.1 musf byt bipartitny. Vieme, ze ¢(D) > |A|,

lenze reguldrny bipartitny graf ma rovnako velké particie, ¢o je spor.

Teraz sporom ukézeme, ze pre parne k je graf G faktorovo kriticky. Predpokladajme,

ze G nie je faktorovo kriticky, teda A # () a oznaéme s pocet singleton komponentov
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v D. Premennou ¢ ozna¢me pocet komponentov typu I1I(c). Porovnanim poétu hran
vychddzajicich z A a D dostaneme, ze k|A| = 2c+ ks. Okrem toho z druhej casti vety
vieme, ze |A| < 3|V(G})|, ale kedze G} obsahuje len vrcholy mnoziny A a vrcholy
prislichajice singleton grafom, tak s > |A|. Z toho ale vyplyva

E|A| =2c+ ks >2c+k|A] = 0>2¢c = ¢=0

Teda nés graf G neobsahuje ziadne komponenty typu III(c), ¢ize je bipartitny, ale s =
¢(D) > |A], teda tento graf nemd rovnako velké particie, ¢o je v spore s predpokladom,

ze bol regularny.

]

Veta 2.4. Nech G je k regularny sivisly equimatchable faktorovo kriticky graf. Potom
V(G)] <4r—1.

Dokaz. Nech v je vrchol grafu G a nech M je izolujice pérenie vrcholu v. Dalej nech
nech A = V(M)U{v} anech B = G—A. Z vety[L.§vieme, ze B je bud’ K,,, alebo K, .
v Aje 2k 4+ 1 a to v situdcii, kedy za M vezmeme pérenie velkosti k. Teraz ukaZzeme,
ze najvacsi mozny pocet vrcholov v B je 2(k — 1). Graf je suvisly, takze potrebujeme
stupne vrcholov najviac k — 1, pretoze podgraf G indukovany na B je regularny a ak
by mali jeho vrcholy stupen aspon k, tak B by tvoril komponent sivislosti. Dalej ak
B je K,, pre nejaké m, tak najvacsi vyhovujuci graf je K s k vrcholmi. Ak B je K, 1,
pre nejaké m, tak najvacsie vyhovujice m je k — 1, ¢o zodpoveda grafu Kj_; ,—1, ktory

mé 2(k — 1) vrcholov. Spolu teda dostavame, ze G ma najviac 4r — 1 vrcholov. O

2.3 4-regularne equimatchable faktorovo kritické grafy

S vyuzitim tvrdeni ¢iastoéne charakterizujicich equimatchable faktorovo kritické grafy,
ktoré st k-sivislé a maji k-rez (pozri stranu [3)), charakterizujeme vSetky 4-reguldrne

equimatchable faktorovo kritické grafy.

Lema 2.5. Nech M je maximalne parenie 4-regularneho grafu G. Potom parenie M

pozostava aspon z 3 hran.

Doékaz. Predpokladajme, Ze velkost M je najviac dva. Z toho vyplyva, Ze existuje

nezdvisld mnozina vrcholov X C V(G), ktord ma aspon 5 vrcholov. Je lahko vidiet, ze
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T1 T2 T3

O
O

O O O

O

Obr. 2.1: Typy najmensieho izolujiceho parenia v 4-reguldrnom grafe

z X vychédza aspon 20 hrén, ale G mé iba 18 hran (z regularity), takze velkost M je

aspon tri. 0

Netrividlnym rezom S v nasledujicej vete oznacujeme rez grafu G taky, ze ziaden

komponent G — S nie je izolovany vrchol.

Veta 2.6. Nech G je 3-suvisly 4-regularny equimatchable faktorovo kriticky graf. Po-
tom G je bud jeden z grafov na obrazkoch a[2.42| alebo 4-stvisly graf na 11, alebo
13 vrcholoch, ktory neobsahuje netrividlny rez.

Do6kaz. Vo vseobecnosti vieme, ze kazdy r-regularny graf ma aspon r + 1 vrcholov. Z
tohoto a z vety vyplyva, ze r + 1 = 5 < |G| < 15. Faktorovo kritické grafy maju
neparne pocty vrcholov, takze budeme skimat grafy radu 5, 7, 9, 11, 13 a 15.

Grafy radu 5.

Jediny 4-reguldrny graf na piatich vrcholoch je K. Lahko vidno, ze K5 je equimatchable

a faktorovo kriticky.

Vo zvysku dokazu budeme stale uvazovat Iubovolny, ale pevne zvoleny vrchol v taky,
7e jeho najmensie izolujice parenie ma najmensiu velkost spomedzi vietkych pareni
izolujucich niektory vrchol grafu G. Symbolom M budeme oznacovat Tubovolne, ale

pevne zvolené minimélne izolujice parenie vrcholu v.

Pouzivame oznacéenie moznych typov izolicich pareni ako je na obrazku [2.1l Dalej
oznacme S = N(v) aT =G — S — {v}.

Grafy radu 7.
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ONOROROK:

Obr. 2.2: Oznacenie vrcholov v pripade grafu so 7 vrcholmi

Nech v je vrchol grafu G a vy, v9, v3 a vy st jeho susedia v G. Susedov vrcholu v budeme

oznacovat ako S. Zvy$né dva vrcholy oznacme z a 3.

Zrejme graf na siedmych vrcholoch nemoze mat T1 ako miniméalne izolujiice pérenie,

a preto nam staci rozlisit nasledovné dva pripady.

Grafy radu 7 s najmensim izolujicim parenim typu T2.

Najmensie izolujice parenie vrcholu v je typu T2, teda bez ujmy na vSeobecnosti
moézeme predpokladat, Zze G obsahuje hrany v,z a vyy. Predpokladajme pre spor, Ze
vrcholy x a y nesusedia. 7 celkového poctu hran v grafe dostaneme, ze pocet vnutornych
hrén v S je dva, okrem toho (z predpokladu, ze M je typu T2) vieme, ze v S nie si
dve nezavislé hrany. Preto v S existuje vrchol u, ktory susedi s v a dvoma d'alsimi
vrcholmi z S. KedZe ak x a y nie st spojené hranou, tak si susedné so vSetkymi
vrcholmi v S. Teda v tomto pripade x aj y su susedné s u, ktorého stupen je 5, ¢o
je v spore s regularitou grafu. Takze vieme, ze x a y st spojené hranou. Z celkového
poctu hran v G, ktory je 14, vieme, ze v S s tri hrany. Vieme, ze jedna je vsvy. Bez
ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze druhd hrana je vovs. Tretia hrana moze byt
bud vyv, alebo vivs. V prvom pripade vrchol vy, ktory susedi s v moze susedit uz
len s ¢ a y, ¢o nestaéi na stupeni 4. V pripade, Ze trefou hranou v S je vivs je uz
graf G jednoznacne uréeny (zo 4-regularity). Vo vyslednom grafe je M’ = {vvs, zy}
parenie izolujuce vrchol vy a G — vy — M’ pozostdva z dvoch nesusednych vrcholov.
Na druhej strane, podla vety , G — vy — M’ je suvisly graf, ¢o je spor. Dostavame
teda, ze neexistuje equimatchable faktorovo kriticky graf na 7 vrcholoch s najmensim

izolujucim parenim typu T2.

Grafy radu 7 s najmensim izolujicim parenim typu T3.

7 vety vieme, ze zvy$né vrcholy grafu (z a y) si spojené hranou. Vieme, ze pocet
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hran 4-regularneho grafu na 7 vrcholoch je 14. Z vrcholov x a y spolu vychédza presne
6 hran do mnoziny S. Z v do S vedu 4 hrany. Celkovo teda 1 + 6 + 4 = 11 hran nelezi
v S, ¢ize pocet hrdn vo vnititri S je 3. Bez ujmy na vSeobecnosti moézeme predpokladat,
7e hrany v S st v1vs, V203 a v3v4. Teraz je Tahko vidiet, Ze oba vrcholy v; a v, susedia
s oboma vrcholmi x a y. Bez ujmy na vSeobecnosti vrchol x susedi s vy a vrchol y
susedi s v3. Tento graf je 4-regularny, faktorovo kriticky, no nie je equimatchable. Nech
M’ = {vvy,v4y}. Potom ale G — vy — M’ st vrcholy = a vs, no tieto nie st spojené

hranou, ¢o je v spore s vetou (1.8
Grafy radu 9.

V nasledujticej ¢asti budeme ¢asto vyuzivat poznatok, ze kazdy 4-regularny graf na 9
vrcholoch mé 18 hrén, a vrcholy budeme oznacovat ako na obrazku .

ofe
WicKo

o ©
ONO,

Obr. 2.3: Oznacenie vrcholov v pripade grafu s 9 vrcholmi

Grafy radu 9 s najmensim izolujicim parenim typu T1.

Parenie M je teda typu T1. Mnozina S je nezavisla, lebo ak by .S obsahovalo hranu,
tak M by nebolo najmensie izolujuce péarenie. Nech T st vrcholy v G — (SU{v}). Pocet
hran medzi S a T je 12, lebo kazdy vrchol z S susedi s tromi vrcholmi z T'. Kedze G m4
18 hrdn, v T st 2 hrany. Existuji teda prave dve moznosti. Bud st v T' dve incidentné

hrany, alebo dve nezavislé hrany.

Na oznacenie pripadu (a) pre graf rddu 9 a najmensie izolujice péarenie typu T1 budeme

pouZzivat oznacenie (9-T1-a) a podobne pre ostatné pripady.

Pripad (9-T1-a): V T su dve incidentné hrany.

V tomto pripade, hoci skimame pripad, Ze M je typu T1, zatial neuréujeme hrany
parenia. Vyuzijeme zatial iba, ze S je nezdvislda mnozina. Nech hrany T' su {vsvg, vevr }.

Lahko vidno, Ze vrchol vg susedi so vSetkymi vrcholmi mnoziny S. Okrem toho vieme,
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ze vrcholy vs a v7 susedia v G kazdy s troma vrcholmi z S. Pozrime sa na ¢islo r =
|S N N(vs) N N(v7)|, t eda pocet spoloénych susedov vrcholov vy a v7 v S. Trividlne
plati 0 < r < 4. Pocet spoloénych susedov nemoze byt 0 ani 1, lebo na to by muselo
byt v S asponi 5 vrcholov. Cislo 7 neméze byt ani 4, lebo vs ma v S iba troch susedov.
Ak by sa r rovnalo 3, tak vrchol z S, ktory nesusedi s vs ma stupen najviac 3, ¢o
je v spore s regularitou grafu, teda r = 2. Teraz vieme, Ze vs a v; susedia s dvoma
spolo¢nymi vrchomi z S. Nech si to bez ujmy na vSeobecnosti v; a vy. O vrchole wvg
tym padom vieme, Ze susedi s v3 a v4. Do dvahy teraz pripadaji dve moznosti podla
volby hrany z v3 do T. Tieto dve moznosti st vsak izomorfné (staci zamenit vrcholy
vg a vg), a vysledny graf je zobrazeny na obrazku Nie je tazké vidiet, Ze tento graf
je faktorovo kriticky.

Pripad (9-T1-b): V T' st dve nezavislé hrany.

V tomto pripade, rovnako ako v predchadzajicom, eSte neurcujeme hrany pérenia.
Vyuzijeme zatial iba, Zze S je nezdvisld mnozina. Ked'ze vrchol vs susedi s troma vi-
cholmi z S, bez ujmy na vSeobecnosti nech si to vy, vy a v3. Z tejto situdcie je jasné,
7e vrchol v, teraz musi susedif s vrcholmi vg, v7 a vg. Vrchol vg susedi este s dvoma
vrcholmi z S. Bez ujmy na vseobecnosti (vi, va a v si po dvoch zamenitelné) nech su
teda susedmi vrcholu vg vrcholy vy a vy. Teraz vrchol vs uz ma jednoznacne danych
susedov v T. St to v7 a vg. Volbou hrany z v; do vrcholu v S je graf jednoznacne
uréeny. Su dve moznosti, no st izomorfné (staci vymenit vrcholy v a v;). Vysledny
graf je na obrdzku 2.8 Tento graf je faktorovo kriticky a nie je izomorfny s grafom z

pripadu (9-T1-a), pretoze obsahuji rozny pocet trojuholnikov.

Grafy radu 9 s najmensim izolujicim parenim typu T2.

Parenie M je typu T2. V tomto pripade vieme, ze GG neobsahuje hranu v;v,, inak by
existovalo izolujuce parenie vrcholu v pozostavajice iba z dvoch hran a M by nebolo
najmensie izolujice parenie. Tento pripad rozdelime na podpripady podla poc¢tu hran
v S. KedZe M je najmensie izolujice parenie, tak S nemoéze obsahovat dve nezdvislé
hrany. Je lahké nahliadnut (obr. , ze kazdy graf na styroch vrcholoch s aspon styrmi

hranami obsahuje dve nezavislé hrany. Teda S neobsahuje viac ako tri hrany.

Pripad (9-T2-a): V S je 1 hrana.

Graf G ma 18 hrén; hran medzi {v} a S, medzi S a T', a vnitri S je spolu 15. Z toho
vyplyva, ze v T musia byt presne tri hrany. Podgraf indukovany 7" moéze byt bud Cs

a izolovany vrchol, alebo Pj.
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(i)

(i)

Podgraf indukovany T je C'5 a izolovany vrchol.

Presnd konfigurdcia hrdn v T je dand volbou izolovaného vrcholu. Ked'ze z vety
m (pouzitej na vrchol v a parenie M) vieme, Ze vrcholy v; a vg st spojené hra-
nou, a teda v; ani vg nemozu byt izolovanym vrcholom podgrafu indukovaného
T. 7 toho vyplyva, ze v T je izolovany jeden z vrcholov v; a vg, bez ujmy na
vseobecnosti nech to je vg. Vieme teda, ze vg susedi so vsetkymi vrcholmi v S.
Dalej vieme, Ze v; sused{ s niektorym vrcholom z {v7,vs}. Tieto sii ale zameni-
telné, tak nech je to v;. Z vg idi dve hrany do vrcholov v S. Aspon jedna z nich
je bez ujmy na vsSeobecnosti hrana wvsvg. V tejto situdcii uz pripojenie vrcholu

vg do T (niektorou z troch moznosti vs, v7, alebo vg) jednoznaéne urci cely graf

(obr. 9] - E-T1).

Podgraf indukovany T je P;.

Predpokladajme bez ujmy na vSeobecnosti, ze v T" su hrany vsvg, vgv7 a v7vs,
a Ze hrany parenia M zatial nie si urcené. V tejto situdcii hned vidime, Ze ak
by wv3 susedil s dvomi susednymi vrcholmi z 7', tak by sa dal izolovat parenim
mohutnosti dva, ¢o je v spore s predpokladom, Ze najmensie izolujice parenie
grafu je typu T2. Existuji len tri dvojice nesusednych vrcholov v T a to vs a vy,

U5 a vg, respektive vg a vs.

Predpokladajme najprv, ze vs je susedny s vs a v7. Hned vidno, Ze vrchol vg susedi
presne s troma vrcholmi z S a to konkrétne vy, vy a v4. Pre vrchol v nastava jedna
z nasledujicich moznosti, podla toho, s ktorym vrcholom z T nesusedi vrchol v;.
Bud je to pripad, Ze v; susedi s vs a vg, kde volba suseda vrcholu vy v T' urcuje
cely graf. Grafy pre zvolenych susedov vs a vg st na obrazkoch avSak
pri volbe suseda v; by sme odizolovali vrchol v, parenim velkosti 2, teda této
moznost nepripadd do tvahy. V pripade, ze v, susedi s vs a v, ako aj v pripade,
ze vy susedi s vg a v7 je graf jednoznacne uréeny a zakresleny na obrdzkoch [2.14]
respektive 2.15]

Teraz predpokladajme, Zze v3 susedi s v a vg. V tomto pripade si, podobne ako
v predchadzicom pripade rozdelime problém na pripady v zavislosti od toho, s
ktorym vrcholom z T nesusedi vrchol v;. Rozlisime §tyri pripady podla toho, s
ktorym vrcholom z T" nesusedi vrchol v;. Najprv predpokladajme, ze v, nesusedi
s vs5. Hned vidno, ze vrchol vs susedi s vy a v4. Hranu v vg musime zakdzat, lebo
inak by vzniklo parenie izolujice vy, pozostavajice len z dvoch hran. Teraz jedina
moznost vrcholu vg na susedstvo z S je vo. Podobne hrana v,vg je zakdzand, lebo

bo vzniklo nevhodné izolujiice parenie vrcholu vg. Z toho je uz jednoznacéné urceny
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graf na obrazku m Teraz predpokladajme, Ze v; nesused{ s vs. Hned vidime,
ze vrchol vg susedi s vy a vy. Hranu vyv zakazeme (izolovanie vrcholu vy), teda
vrchol v; susedi s vy. Z rovnakého dovodu vylucéime aj hranu vyvg, ¢im je graf
z obrazku uréeny. Teraz predpokladajme, Ze v; nesusedi s vg. Lahko vidno,
ze vrchol vy susedi s ve a vy. Hrany wvyvg a vgvg zakdzeme (izolovanie vrcholu
v4), teda vrchol vy susedi s vs. Na doplnenie hrdn ostédva uz len jedind moznost
A nakoniec predpokladajme, Ze v; nesusedi s vg. Hned vidime, Ze vrchol
vg susedi s vy a vy. Teraz ukazeme neexistenciu tohto grafu sporom. Hrana v,v;
je zakazana, lebo by viedla k vzniku malého izolujiceho parenia pre vrchol vy.
Z toho vyplyva, Ze vrchol v; musi susedit s vrcholom vy, o mé ale za ndsledok

existenciu izolujticeho parenia velkosti dva, ¢o je v spore s predpokladom.

Nakoniec predpokladajme, ze vs susedi s vg a vg. V tomto pripade mame len jeden
vyhovujici graf. Vieme, Ze vs susedi s vy, vy a vy. Ked'Ze hranu v4vg vylicime pre
velkost izolujiceho parenia vrcholu w4, vrchol vg susedi s niektorym z vrcholov
v1, V2. Bez ujmy na vSeobecnosti nech je to vrchol vy. Lahko vidno, Ze v, susedi
s v7 a vg a potom aj ze hranu vyvg musime zakdzat (pre izolovanie vg). Teraz uz

je graf jednoznacne urceny tak, ako je zakrasleny na obrazku [2.19]

Pripad (9-T2-b): V S st 2 hrany.

Ak S obsahuje 2 hrany, tak si to bez ujmy na vSeobecnosti vov3 a v3vy. Hrana vivg
je vylucéend volbou M. V S teda musi byt hrana niekde medzi mnozinami {v, v}
a {vs,v4}. Bez ujmy na vSeobecnosti nech je to vyvs. V' T musia byt 4 hrany, lebo
||G|| = 18 a v8etkych hran, ktoré nelezia v podgrafe indukovanom 7', je spolu 14. V
nasledujicom texte rozoberieme vsetky moZnosti umiestnenia hrdn v 7' aj vzhladom

na to, ktoré vrcholy su v M.

Existuju dva grafy na Styroch vrcholoch so Styrmi hranami: Cy a K; 3 s jednou hranou
vnutri vicsej particie. Zalezi vSak na volbe hrdn medzi vrcholmi z T, teda nastdva

jedna z deviatich moznosti z obrazku [2.4]

(i), Nech vrchol stupna 3 v T' je vy.

Vrchol vg musi susedit s dvoma vrcholmi z S. V kazdom pripade musi susedit
s jednym z vrcholov vy a v3. Nastdva teda jedna z nasledujticich moznosti. Bud
pripad «, kde vy aj v3 susedia s vg, pripad [, kde vs +¢ vg, alebo pripad -, kde

(%) ’/4 Vsg.
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i, i, iii, iv, v, vi, vii, viii, ix,

O
O

Obr. 2.4: Moznosti usporiadania hran v T’

a, Vieme, Ze vs uz moze susedit jedine s vy. Teraz, ak vg susedi s vy, tak dostdvame

dva grafy podla volby suseda pre v; (bud v7, alebo vg). (obr. a2.21). Ak vg
sused{ s vy, je uz len jedna moznost (obr. 2.22)).

Z vety[L.8| (pouzitej na vrchol v a parenie M) vieme, ze G—M —{v} je kompletny,
alebo kompletny bipartitny graf. Preto sa v equimatchable faktorovo kritickom

grafe nemoze stat, Ze vrcholy v; a vg nesusedia.
Nenastdva z rovnakého déovodu ako v (ii).

Vrchol vy je stupna 4, teda nesusedi so ziadnym vrcholom z S okrem vy. Vrchol
vy musi mat dvoch susedov z T'. S niektorym vrcholom z T (okrem v;) nesusedj,
a tak nastdva jedna z tychto troch moznosti. Bud a: vy % vg, alebo B: vy o vq,

alebo v: vy % vg.

V pripade a: Parenie {vvs, v7vs} izoluje vrchol vy a je mensie ako M, ¢o je v spore
s volbou M. Teda takyto graf neexistuje. V pripade 3: Vieme uz, Ze vrchol v,
je incidentny s vg a vs. Vrchol vy susedi okrem vs (mé stupen 4) a vg (s nim
uz sused{) este s jednym vrcholom z T. Bud (1): vy ~ wvg, alebo (2): vy ~ vy.
V pripade (1) dostaneme jediny graf 2.28, V pripade (2) dostdvame tri grafy
jednoznacne urcené volbou suseda vrcholu vs z mnoziny {ve, v, vs} (obr. -
[2.31)). V pripade v: Graf G neobsahuje hranu v3vs, lebo inak by parenie {vvy, vovg}
bolo izolujtice parenie vrcholu vz s mohutnostou mensou ako M, ¢o je v spore
s volbou M. Teda vrchol vg mus{ v S susedit (okrem v,) ako s jedinou moznostou

s v1. Volba suseda vrcholu vy v S (okrem vy, ktory je stupiia 4) uz urci cely graf.

Mozni susedia si teda vy, vy a vg (obr. - 12.34)).

Vrchol v; susedi okrem vs s dvoma d’alsimi vrcholmi z 7. Nemoze to byt vrchol

vg, lebo ten je uz z predpokladu stupna 4. Takze v G s hrany viv; a vivg. Moze
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nastat jedna z troch moznost{ (podla toho, z ktorym vrcholom z T nesusedi vy).
Bud a: vy # vs, alebo B: vy o vr, alebo : vy A vg.

V pripade a: Graf je v tejto casti jednoznacne urceny. Vrchol vy susedi s v; a vg
a vrchol vy uz musi susedit s vy a vz (obr.[2.23). V pripade 3, Vrchol vy susedi s vs

a vg. Teraz uz volba hrany z vs do mnoziny {vs, v7} uréi graf (obr. a 2.25)).
V pripade v, Vrchol vy susedi s vs a vy. Teraz uz volba hrany z v3 do mnoziny

{vs, v} urci graf (obr. a[2.27)).

(vi), Lahko sa da vidiet, ze vrchol vy moze byt incidentny len s nesusednymi vr-
cholmi z T (inak by vzniklo pérenie izolujice vs s mohutnostou mensou ako
|M]). V podgrafe indukovanom T su vSak len dve dvojice nesusednych vrcho-
lov (vs,v6) a (vs,v7). Takze preskimame dva pripady «, kde v, susedi s v5 a vg

a pripad [, kde v, susedi s v5 a v;.

V pripade a d'alej vieme, Ze v; susedi okrem vseste s dvomi vrcholmi z 7T'. Lahko
vidiet, Ze to musia byt v; a vg. Potom hranu v,v; nemodzme pouzit, lebo by
vzniklo mensie izolujice péarenie vrcholu v, teda ostdva jedind moznost a teda,

ze vy susedi s vs ¢im je graf jednoznacne urceny (obr. [2.35)).

V pripade 3 uréime susednost vrcholu v; volbou vrcholu z T', s ktorym vy nesusedi.
Nastdva jedna z troch moznosti: pripad (1): vy % v, pripad (2): v1 o vy, alebo
pripad (3): vy o vs.

V pripade (1) taky graf neexistuje, lebo vz musi susedit s vs (inak by vzniklo
mensie izolujice parenie vrcholu v3) aj vy musi susedit s vs, lebo s vg uz susedi
a chyba mu este jedna hrana. Teda vrchol vs ma stupen 5, ¢ize graf nie je 4-
reguldrny. V pripade (2) vidime, Ze v, nesusedi s vz, lebo by vzniklo izolujice
parenie v, mensie ako M, teda v G je hrana vyvs. Tym je uz graf jednoznacne
urceny (obr. V pripade (3) zase v grafe nemoze byt hrana vavg (kvoli velkosti
najmensieho izolujuceho péarenia vsy), teda je tam hrana vevs, a tym je uz graf

urceny (obr. [2.37)).

(vii), Pripustenim hrany vsuvg by sme dostali mensie izolujiice parenie vrcholu vg, preto
ju vylucime. Z toho vyplyva, Ze vg susedi s vrcholmi vy a v4. Teraz vylicime aj
hrany vrvy, v7ve a vyvy (izolovanie v;) a ostdva jedind moznost pre hranu z v;
do vrcholu v S a to v;v3. Jedinou moznostou na doplnenie stupia vrcholu v,

je hrana do vrcholu vy, ¢im sa dostavame do situdacie, kedy je graf jednoznacne
urc¢eny volbou hrany z ve do vs alebo vg (obrdzky [2.38] [2.39)).

(viii), Situdciu preskimame rozdelenim na dva pripady podla susednosti vrcholu v,
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s vrcholmi z S. Najprv v8ak zredukujeme pocet moznosti. Vieme, ze v, susedi s v
a v3, ktoré st navzdjom susedné. Teda ak by v susedil s d'aldimi dvoma susednymi
vrcholmi, bolo by to v spore s volbou M. TakZe kandidéati na susedov vrcholu
vy st (@) vs a vy, alebo (B) v a vg. V pripade () hned vidime, ze hrany vvs
a vov7 st nepripustné z dovodu velkosti minimélneho izolujticeho pérenia vrcholu
vo. Podobne pre vrchol vz je nevyhovujica hrana vsv;. Z toho vieme, ze jedinou
moznostou pre vrchol vy ostéva vg. Dalej kvéli izolovaniu vrcholu vg vylicime
hrany vsvs, v3vg a v3v7. TakZze vrchol vy nemoéZe suseditf so Ziadnym vrcholom z
T, teda je stupna tri, ¢o je v spore s regularitou grafu. Takyto graf neexistuje.
V pripade (/) sa tiez rychlo dostaneme do sporu. V grafe su uré¢ite hrany v;v;
a vV, lebo vrchol v; nemd intt moznost. Teraz st uz vrcholy vg a vy stupiia 4,
takZe s nimi uZz nemoze susedit ziaden vrchol z S. Z pohladu vrcholu vy vsak
musime vyltcit hranu vyvs a hranu vev, (kvoli velkosti izolujiiceho parenia), ¢o

boli jediné moznosti vrcholu v, ako mat stupen styri. Teda takyto graf neexistuje.

(ix), Této situdcia nenastéva z rovnakého dovodu ako v ¢asti (ii).

Pripad (9-T2-¢): V S su 3 hrany.

V podgrafe indukovanom 7' ostava 5 hran. Jediny graf s piatimi hranami a Styrmi
vrcholmi je K4 bez jednej hrany. Vrcholy v T' v tejto casti nebudeme oznacovat wvs
az vg, ale ai,as budd vrcholy stupnia dva a by, by budu vrcholy stupna tri v podgrafe

indukovanom 7', pricom prislusnost do M zatial neurcujeme.

Si dve moznosti ako umiestnit do S tri hrany tak, aby sa zachovala volba M ako

najmensieho izolujiceho parenia v grafe (obr. .

Najprv preskiimame moznost, ze v podgrafe indukovanom S vrchol v; je izolovany
a zvysné tvoria K. Vrchol a; musi susedit s vrcholom vy, lebo ak by s nim nesusedil,
susedil by s niektorymi dvoma vrcholmi z {vs, v3,v4}, ¢im by vzniklo parenie izolujice
a; mohutnosti 2, ¢o je v spore s volbou M. Podobne aj pre as, z ¢oho vyplyva, ze v G
st hrany v1a; a v1as. Bez ujmy na vSeobecnosti zvolme za d'alsieho suseda vrcholu a;
vrchol vy. Tak isto bez ujmy na vSeobecnosti nech vy je sused vrcholu ay. Teraz vieme,
ze niektory z vrcholov by, by susedi s v;. Nech je to bez ujmy na vsSeobecnosti vrchol
by. Teraz {viay, beas} tvoria pérenie, ktoré izoluje vrchol b; a je mensie ako M. To je

v spore s volbou M, teda takyto graf neexistuje.

Teraz preskiimame moznost, ze podgraf indukovany S je K3;. Konkrétne (ako vidno

z obrazku [2.6) vs tvori jednu particiu a ostatné vrcholy z S druhi. Vrchol a; musi
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susedit s dvojicou nesusednych vrcholov. Inak by vzniklo parenie mohutnosti 2 izolujice
vrchol a;. V .S st prave tri dvojice nesusednych vrcholov. Rozlisime teda tri pripady
podla toho, s ktorou dvojicou susedi vrchol a;. Pripad (1), kedy méme hrany a,v; a
a,vy vyluéuje hranu v,b;, kvoli velkosti najmensicho izolujiceho pérenia vrcholu b;.
Tiez vyli¢ime hranu v,by z rovnakého dévodu pre vrchol v;. KedZe teraz vrchol v,
neméze susedif s by, a; a ani by, tak musi susedif s a. Dalej vidime, ze hrany veb; a
voby sU nepripustné, lebo sposobuju vznik izolujiceho péarenia vrcholu vy mohutnosti
dva. Z toho vyplyva, Ze vy susedi s as. Ostdva jedind moznost, Ze v, susedi s b, aj
s by. Hrany b1by a vvs tvoria izolujice pérenie vrcholu v4, ¢o je v spore s volbou M.
V pripade (2), kedy a; susedi s vrcholmi v; a vy, si nepripustné hrany v1b; a v;bs.
Pre vrchol vy ostéva jedind moznost, totiz susednost s vrcholom ay. Dalej z pohladu
vrcholu by a jeho izolujiceho parenia vylicime hrany bovs a bovy. Z toho vyplyva, ze
G obsahuje hranu wvybs. Vrchol v, uz mé jedint moznost, susednost s vrcholom as,
ktora ale vyusti do sporu s velkostou najmensieho izolujiiceho parenia pre vrchol v,. V
pripade (3), kedy a; sused{ s vrcholmi vy a vy mozme vylucit hrany vy a veby. Teda
vy susedi s as, a s touto vedomostou mozme vylicit dalsie hrany: v4b; a v4bo, kvoli
velkosti najmensieho izolujticeho parenia vrcholu vy. Teraz vieme, Ze vy susedi s as, ¢o

je spor s minimalitou M.

Grafy radu 9 s najmensim izolujicim parenim typu T3.

Majme vrcholy grafu G oznacené ako na obrazku [2.3] Podla vety aplikovanej na
vrchol v a pérenie ako na obrazku 2.1} T3 vieme, ze T tvor{ kompletny graf K, alebo
kompletny bipartitny graf K .

Najprv predpokladajme, Ze podgraf T' indukovany na G je izomorfny s K,. Mozu nastat
dve moznosti podla toho s kolkymi vrcholmi z T susedia vrcholy z S. Ak kazdy vrchol
z T susedi s roznym vrcholom z S, tak vieme, Ze v S musia byt 4 hrany. Kazdému
vrcholu vsak chyba préve jedna incidentnd hrana, z ¢oho lahko vidno, Ze jediny sposob
ako doplnit hrany mnoziny S je pridanie hrdn v,vs a vovs. Teraz dostdvame niekolko
grafov podla sparovania S a T', ktoré st vSak navzajom izomorfné. Jediny vyhovujici
vysledny graf je zobrazeny na obrazku m Druhou moZnostou je, Ze niektory vrchol
z S, bez ujmy na vSeobecnosti nech je to vy, susedi s dvoma vrcholmi 7T'. Za tie bez
ujmy na vseobecnosti zvolime vrcholy vs a vg. Teraz nech M’ = {vjvg, v7vs}. Z vety
aplikovanej na vrchol vy a parenie M’ vidno, ze podgraf indukovany na {v, vy, vs,vs4}
mus{ byt K, lebo obsahuje trojuholnik. Doplnenie hrén tohto grafu uz ma len dve

moznosti, ale tie s izomorfné. Vysledny graf je zobrazeny na obrazku [2.41]
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Teraz predpokladajme, ze podgraf 7" indukovany na G je izomorfny s Ky 9 = Cy. Nech
vrcholy T st pospdjané do cyklu v poradi vs, vg, v7 a vs. Dalej vieme, ze okrem hrén
v1v9 & v3vy Uz ziadne iné hrany S neobsahuje. Z toho, ze graf GG je faktorovo kriticky

. - © eev v ’ . ’ Y .
vieme, Ze najvicsie parenie mé velkost Styri.

Ak v G je mnozina nezavislych vrcholov N takd, ze dva vrcholy si v T a jeden v
S, tak potom jedinym pripustnym grafom je faktorovo kriticky graf z obrdzku [2.42
Vsimnime si najprv, ze mnoziny N’ = {v,vs,v7} a N” = {v,vs,vs} su nezavislé pre
Tubovolné doplnenie hran. Ak by graf indukovany na vrcholovom doplnku niektorej z
tychto mnozin obsahoval perfektné parenie, tak toto parenie by bolo zjavne velkosti
3 a nerozdiritelné, teda v spore s predpokladom, Ze graf je equimatchable faktorovo
kriticky. Hranu, ktora by sposobila existenciu perfektného parenia na mnozine N, N’
alebo N nazveme zakézanou. Bez ujmy na vieobecnosti nech N = {vg, vs,v7}. Lahko
vidno, ze vrchol vy susedi s vg a vg. Z toho vidime, ze hrany vivg a vivs st zakazané.
Teraz zjavne v; musi susedit s vs a v7. Vrchol v7 nesusedi s vy, lebo s spolu v nezévislej
mnozine N, teda v; susedi s niektorym z vrcholov vs, v4, ale tie si zamenitelné, tak bez
ujmy na vSeobecnosti nech je to vs. Teraz ale vieme, ze hrana v3vs je zakazana, teda

v3 susedi s vrcholmi vg a vg. Tymto je graf z obrazku jednoznacne urceny.

Predpokladajme teraz, ze v G nie je takd mnozina nezavislych vrcholov, ze dva vrcholy
si v T a jeden v S. To znamend, Ze pre trojicu vrcholov vy, vs a vy musi susedit v,
s niektorym z vs,v;. Bez ujmy na vseobecnosti, nech je to vs. Podobne pre trojicu
v1, Vg a vg musi v; susedit s niektorym z vg, vg. Tieto vrcholy si vSak v danej situdcii
zamenitelné, preto nech je v grafe hrana v,vg. Teraz ale parenie M’ = {v,vgv7v5} izoluje
vrchol vy, ale vrcholy v, vo, v3 a v4 obsahujui trojuholnik a nedaji sa doplnit na K, ¢im

porusuji nutni podmienku z vety [1.8] takyto graf neexistuje.

Dalej sa budeme zaoberat stupfiom vrcholovej stvislosti grafu. Graf G je stvisly, teda
trividlne je 1-stuvisly. Grafy, ktoré st 2-stivislé, maji bud artikuldciu, alebo 2-rez. Oba
pripady si charakterizované v [Fav86]. Ak G nie je 1- ani 2-sivisly, tak je bud’ 3-stvisly

s 3-rezom, alebo 4-suvisly so 4-rezom.
Pripad 1, G ma vrcholovi stvislost 3.

Predpokladajme, ze G je 3-suvisly graf s 3-rezom S. Pripady, kedy ma menej ako 11

vrcholov, st pokryté v predchadzajicej casti dokazu.

7 lemy (pozri stranu |3) vyplyva, ze ak mé 3-suvisly graf G’ s 3-rezom S aspon 9

vrcholov, tak G’ — S ma prave dva komponenty. Teda G — S mé prave dva komponenty.
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V casti venovanej 3-stvislym grafom budeme teda predpokladat, ze G — S m4 prave

dva komponenty a budeme sa na ne odvoldvat ako na A a B.

Nech trojsuvisly graf G mé 11 vrcholov a 3-rez S. Potom vzhladom na velkosti A

a B nastéva jedna z nasledujticich moznosti. (Velkosti A a B uvadzame bez ujmy na

vieobecnosti usporiadané podla velkosti v zatvorke (|Al,|B]).)

11(1,7

11(2,6

11(3,5

11(4,4

)

~—

~—

~—

Y

Y

)

)

|A] = 1 a |B| = T7: Této situdcia nemdze nastat, lebo vrchol v komponente
velkosti 1 moze susedit len s vrcholmi rezu. Tie si len tri, teda takyto graf

by nebol 4-regularny.

7 regularity grafu vieme, Ze ||G/|| = 22 a podla vetyvieme, ze ak S obsa-
huje hranu, tak B je kompletny graf. To je v spore s regularitou grafu, teda
S neobsahuje hranu. Dalej (z tej istej vety) vieme, ze podgraf G indukovany
na S U B je K54 bez hran nejakého pédrenia medzi S a B. V podgrafe indu-
kovanom na S U B je vSak velkost najvicsieho takého parenia 3, teda takyto

graf neexistuje, lebo rozdiel v pocte hran je az 5.

|A] = 3 a |B| = 5: Nenastane. Graf G splita predpoklady vety , teda

B = K5, ¢o je v spore s tym, ze G je suvisly.

|A| = 4 a |B| = 4: Graf G splita predpoklady vety , teda A = B = K.
Celkovy pocet hran v G je 22. V A a B je po 6 hran, 8 hran prepoji rez
a particie. To je spolu 20 hrén, ¢ize v .S su presne 2 hrany. Kedze jediny
jednoduchy graf na troch vrcholoch s dvomi hranami je P3, bez ujmy na

vieobecnosti mozeme predpokladat, Ze dve hrany v S st v1v2 a v203 .

Podla lemy vieme, Ze existuji pdrenia medzi S a A, respektive S a B,
ktoré pokryvajui vsetky tri vrcholy S. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokla-
dajme, ze hrany tychto péareni su a,vy, asvs, agvs, respektive byvy, bavo, b3vs

(obr. [2.5]).

Teraz ukazeme, ze pre vrchol v; existuje izolujice parenie, ktoré nespfﬁa
nutnid podmienku z vety [1.8] z ¢oho vyplyva, ze tento graf na 11 vrcholoch
nie je equimatchable faktorovo kriticky. Graf G je 4-regularny, preto v; okrem
a1, by a vy susedi s prave jednym d’alsim vrcholom x. Bez ujmy na vseobecnosti
predpokladajme, ze x € A. Vrcholy aq, as a az uz maju stupen 4, takze ostava
iba x = a4. Nech M = {ajay, vovs, biby}. Potom M je zjavne parenie grafu G,
ktoré izoluje vrchol v. Kedze G — M — {v1} je nesivisly graf, nie je splnend

nutnd podmienka z vety [1.8] a teda takyto graf naozaj neexistuje.
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Obr. 2.5: 3-rez na grafe s 11 vrcholmi rozdeluje graf na ¢asti velkosti 4

Nech ma G 13 vrcholov. Rez S moze rozdelit graf G — S na dva komponenty na-
sledovnych velkosti (1, 9), (2, 8), (3, 7), (4, 6) a (5, 5) (bez ujmy na vSeobecnosti

usporiadané podla velkosti) .

13(1,9),

13:(2,8),

13(3,7),

13(4,6),

13(5,5),

Této situdcia nemoze nastat, lebo vrchol v komponente velkosti 1 moze
susedit len s vrcholmi rezu. Tie sd len tri, teda takyto graf by nebol 4-

regulérny.

Podla vety rozliSime, ¢i S obsahuje hranu alebo nie. Ak S obsahuje
hranu, tak A aj B tvoria kompletné podgrafy, teda kazdy vrchol v B ma
stupen aspon 7, ¢o je spor s tym, ze G je 4-regularny. Mnozina S teda ne-
obsahuje hranu. Dalej vieme (z vety, ze SUB s niekolkymi pridanymi
nezavislymi hranami medzi S a B tvorf K5 6. Kedze G je 4-reguldrny a pod-
graf GG indukovany na A obsahuje prave jednu hranu, tak prave 7 hran grafu
G je incidentnych s vrcholmi v A. To znamend, ze podgraf G indukovany
na S U B obsahuje prave 19 hran (kedZze G mé& prave 26 hran). Na dopl-
nenie S U B na Ksg je teda potrebnych 11 hran, co zjavne nie je mozné,

ked'ze hrany maju byt nezavislé.

Té4to situdcia nemoze nastat, lebo tato konfiguracia spiﬁa podmienky vety
a kompletny komponent velkosti 7 mé vsetky vrcholy stupiia aspoii

6, takze nemoze byt 4-reguldrny.

Komponenty A a B st oba velkosti asponi 3, teda z vety vyplyva, ze
A aj B su kompletné komponenty G — S. Z toho vyplyva, ze kazdy vrchol

komponentu B ma stupen aspon 5, ¢o je v spore s tym, ze G je 4-regularny.

Komponenty A a B sti oba velkosti asponi 3, teda z vety vyplyva, Ze
A aj B su kompletné komponenty G — S. Z toho vyplyva, ze kazdy vrchol
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komponentu B m4 stupen aspon 5 a navyse, kedze G je sivisly, niektory
vrchol z B musi byt spojeny s niektorym vrcholom v S, teda m4 stuperi

6. To je v spore s tym, ze G je 4-regularny.

Nech md G 15 vrcholov. Rez S moze rozdelit graf G — S na dva komponenty nasle-
dovnych velkosti (1, 11), (2, 10), (3, 9), (4, 8), (5, 7) a (6, 6) (bez ujmy na vSeobecnosti

usporiadané podla velkosti) .

15:(1,11), Této situdcia nemoze nastat, lebo vrchol v komponente velkosti 1 moze
susedit len s vrcholmi rezu. Tie s len tri, teda takyto graf by nebol 4-

reguldrny.

15:(2,10), Podla vety rozliSime, ¢i S obsahuje hranu alebo nie. Ak S obsahuje
hranu, tak A aj B tvoria kompletné podgrafy, teda kazdy vrchol v B ma
stupen aspon 9, ¢o je spor s tym, ze G je 4-regularny. Mnozina S teda ne-
obsahuje hranu. Dalej vieme (z vety7 7e SUB s niekolkymi pridanymi
nezdvislymi hranami medzi S a B tvor{ K¢ 7. Kedze G je 4-regulérny a pod-
graf G indukovany na A obsahuje prave jednu hranu, tak prave 7 hran grafu
G je incidentnych s vrcholmi v A. To znamend, ze podgraf G indukovany
na S U B obsahuje prave 23 hran (kedze G ma prave 30 hran). Na dopl-
nenie S U B na Kg 7 je teda potrebnych 19 hran, co zjavne nie je mozné,

ked'ze hrany maju byt nezdvislé.

V ostatnych pripadoch (3, 9), (4, 8), (5, 7) a (6, 6) vieme (z vety [1.10]), ze komponenty
G — S su prave dva, a ze si kompletné. Teda stupen vrcholu v B je aspon 5, ¢o je
v spore s tym, ze G je 4-regularny. Teda kazdy equimatchable faktorovo kriticky graf

na 15 vrcholoch je 4-stvisly.
Pripad 2, G ma vrcholovi stvislost 4.

Graf G ma teda aj 4-rez S. Pripady, kedy mé& menej ako 11 vrcholov su pokryté
v predchddzajicom texte a teraz sa budeme zaoberat grafmi na 11, 13 a 15 vrcho-
loch.

Grafy radu 11.

Podla velkosti komponentov po odstrdnenf rezu odlisime nasledovné pripady (bez ujmy

na vseobecnosti usporiadané podla velkosti): (1,6), (2,5) a (3,4).
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11(2,5)

11(3,4)

Analogicky ako v ¢asti pre 3-suvislé grafy s 3-rezom 11(2,6). Z podobnych
tivah dostaneme, 7Ze potrebujeme medzi mnozinami S a B ziskat 5 (ak vrcholy
v A nesusedia) respektive 6 (ak susedia) nezavislych hrén, ¢o je iplne vylucené

uz len celkovym poc¢tom vrcholov. Takyto graf neexistuje.

Pocet vrcholov je vacsi ako 9, takze z vety okrem toho, ze komponenty
A a B su suvislé, vyplyva aj, ze A a B st kompletné podgrafy G. Ozna¢me
vrcholy komponentu A ako aq,as a a4, vrcholy B ako b; az by a podobne
vrcholy S ako vy az vg. V S st presne 3 hrany, lebo v A, v B, medzi A a S

a medzi B a S je spolu 19 hran a celkovo mé graf 22 hran.

Existuju prave dva grafy na styroch vrcholoch obsahujice tri hrany. Je to graf
Py (i) a graf K3 s jednym izolovanym vrcholom navyse (ii). Predpokladdme, ze
G nema 3-rez, takze kazy vrchol rezu S susedi aj s vrcholom z A aj s vrcholom
z B. Na sposobe prepojenia S a B nezdlezi, pretoze vsetky mozné prepojenia
st navzajom izomorfné. Teraz si rozoberme pripad (1): nech koncové vrcholy
cesty v T' st v; a vy. Vieme, Ze v; a vy susedia s jednym spoloénym vrcholom
ay z A. Ak je to ich jediny spolocny vrchol, tak nastava situdcia z obrazku
2.43|, no tento graf nie je equimatchable. Bez ujmy na vsSeobecnosti nech v,
susedi s b;. Vezmime si parenie M’ = {ajaq, vovs, b1y}, ktoré izoluje vrchol
vy. Graf G — M’ — v; na Styroch vrcholoch méa vrchol stupna 1, ¢ize graf G
nespfﬁa nutni podmienku z vety , a teda takyto graf nemoze byt equi-
matchable faktorovo kriticky. Teraz preskimame pripad (2): Vrcholy v, a vyg
susedia s dvoma rovnakymi vrcholmi (a; a ag). Tym je cely graf urceny ako
je zakresleny na obrazku Ani tento vsak nie je equimatchable fakto-
rovo kriticky, ako vidno na obrdzku [2.45] kde odstrénenim ¢erveného vrcholu
a ¢cerveného parenia dostavame graf so Styrmi vrcholmi, ale len troma hra-
nami, takze nespfﬁa nutni podmienku z vety |1.8, Teda nie je equimatchable

faktorovo kriticky.

Grafy radu 13.

13(2,7)

Analogicky ako v ¢asti pre 3-suvislé grafy s 3-rezom 13(2,8). Z podobnych
tivah dostaneme, Ze potrebujeme medzi mnozinami S a B ziskat 11 (ak vr-
choly v A nesusedia) respektive 12 (ak susedia) nezavislych hran, co je uplne

vylicené uz len celkovym poctom vrcholov. Takyto graf neexistuje.
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Pripady 13(3,6) a 13(4,5) podla vety maji kompletné podgrafy A a B, teda
v prvom pripade si v B vrcholy stupiia aspon 5, ¢o je privela. V druhom pripade
zo suvislosti dostaneme, ze niektory vrchol z B je stupiia 5. V oboch pripadoch, teda

graf nie je regularny, teda graf takychto typov neexistuje.

Grafy radu 15.

15(1,10) Z vety vyplyva, ze v G — S su prave dva komponenty. Jeden pozostava z
jediného vrcholu v. Ten druhy komponent oznaéme C. Dalej vieme, ze exis-
tuje parenie M medzi S a C' pokryvajiuce S. Teraz nech mnozina X = CNM
a mnozina Y = C — X. Podla vety je podgraf induovany na Y izo-
morfny s K33 (lebo Kg md privelké stupne). Ak by X bol 4-rez v grafe
G, tak dostdvame pripad 15(5,6), ale ten nespadd do tohto pripadu a vy-
riesime ho neskor. Predpokladajme teda, ze X nie je rezom grafu G. Z toho
vyplyva, ze existuje hrana sy medzi nejakym vrcholom mnoziny S a nejakym
vrcholom mnoziny Y. Teraz nech M’ je pérenie, ktoré dostaneme tak, ze v
M nahradime hranu incidentnu s vrcholom s hranou sy. Ozna¢me vrchol
X nepokryty parenim M’ ako vrchol z. Lahko vidno, ze M’ je izolujtce
parenie vrcholu v, preto z vety vyplyva, ze podgraf G indukovany na
Y' = (Y — {y}) U{z} je izomorfny s K33. Je zrejmé, ze x susedi v Y’ s rov-
nakymi vrcholmi ako y v Y. Z toho vyplyva, ze v Y existuji dva vrcholy u, v,
ktoré su v spolo¢nej particii s x, a ktoré susedia s niektorymi dvoma vrcholmi
z S U X. Teraz uz lahko nahliadneme, ze {u,v, s} je 3-rez, ale predpokladali

sme, ze G je 4-suvisly, ¢o je spor. Takze takyto equimatchable graf neexistuje.

15(2,9) Analogicky ako v ¢asti pre 3-suvislé grafy s 3-rezom 15(2,10). Z podobnych
tivah dostaneme, Ze potrebujeme medzi mnozinami S a B ziskat 19 (ak vr-
choly v A nesusedia) respektive 20 (ak susedia) nezavislych hran, ¢o je iplne

vylicené uz len celkovym poctom vrcholov. Takyto graf neexistuje.

V pripadoch 15(3,8), 15(4,7) a 15(5,6) st v komponente B vsetky vrcholy stupia asporn
5, ¢o je v spore s regularitou grafu, teda ziaden graf tychto typov nie je equimatchable
faktorovo kriticky.

Tym sme charakterizovali vSetky moznosti okrem pripadov, kedy graf je 4-suvisly ma

11, alebo 13 vrcholov a 4-rez, ktory rozdeluje graf na particie velkoti (1, 6), respektive
(1, 8).
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Obr. 2.6: Najvicsi mozny pocet hran v .S pre pripad 9v-t2 (¢iarkované hrany su zakazané)

Vsimnime si, ze az na pripady, ktoré sme necharakterizovali, presli vyberom iba grafy
rddu 9. Teraz je potrebné overit, ¢i st tieto grafy, ktoré splnili vybrané nutné pod-
mienky naozaj equimatchable. Najprv vsak este vylicime tie, ktoré nie st equimatch-
able priamo z definicie. Z lemy vieme, ze vSetky 4-reguldrne grafy na 9 vrcholoch
maji vSetky maximdlne parenia velkosti aspon 3. Ak by sme v grafe nasli trojicu
nezavislych vrcholov N, pre ktori G — N mé perfektné parenie M’, tak M’ by bolo
maximéalne parenie velkosti 3, ¢o ale znamend, Ze graf nie je equimatchable. Ak by bol,
tak nutne musel byt aj faktorovo kriticky (veta , teda pre kazdy vrchol u by exis-
tovalo parenie velkosti 4 vynechdvajice jedine u. Ale v equimatchable grafoch musia
byt vietky maximdlne parenia rovnakej velkosti, ¢o je spor. Kazdui takidto mnoZinu N

v grafe G nazveme svedkom nerozsiritelného parenia.

Grafy na obréazkoch svedok

2.9 a2.10 {v, vs, v}
2.11 {v1, v2, s}
2.12 - 2.19 {v,v5,v7}
2.20| - [2.27 {v,v5,v8}
2.28 —[2.32 {v, vg, v7}
2.33—[2.34 {v, vg, v}
2.35| - [2.36 {v,v5,v7}
2.37 {va, vy, v8}
2.38 {va, vg, v7}
2.39 {v1,v4, 07}
2.40 {v2,v4,v5}

7Z tabulky vidno, Ze do tivahy uz pripadaji jedine grafy z obrazkov 2.8 2.42|
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Okrem toho, vylucime este aj[2.7] lebo tieto obsahuju trojuholniky, ¢o znamen4, ze
najmensie iozolujice parenie v grafe urcite nie je typu T1, teda tieto grafy su pokryté

v inom pripade.

Obr. 2.7: 9-T1-a. Obr. 2.8: 9-T1-b.

Graf na 9 vrcholoch s najmensim izolujicim parenim typu T1.

Obr. 2.9 Obr. 2.10 Obr. 2.11

Tri moznosti na doplnenie grafu v pripade 9-T2-a-i-«
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# & R G

Obr. 2.12 Obr. 2.13 Obr. 2.14 Obr. 2.15

Moznosti na doplnenie grafu v pripade 9-T2-a-ii-«

% & % &

Obr. 2.16 Obr. 2.17 Obr. 2.18 Obr. 2.19

Moznosti na doplnenie grafu v pripade 9-T2-a-ii pripady 5 a ~

W W W

Obr. 2.20 Obr. 2.21 Obr. 2.22

Tri moznosti na doplnenie grafu v pripade 9-T2-b-i
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DHDDN

Obr. 2.23 Obr. 2.24 Obr. 2.25 Obr. 2.26 Obr. 2.27

Pit moZnosti na doplnenie grafu v pripade 9-T2-b-v

CRAR

Obr. 2.28 Obr. 2.29 Obr. 2.30 Obr. 2.31

Moznosti na doplnenie grafu v pripade 9-T2-b-iv

W W W

Obr. 2.32 Obr. 2.33 Obr. 2.34

Moznosti na doplnenie grafu v pripade 9-T2-b-iv

W D D

Obr. 2.35 Obr. 2.36 Obr. 2.37

Moznosti na doplnenie grafu v pripade 9-T2-b-vi
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Obr. 2.38 Obr. 2.39

Moznosti na doplnenie grafu v pripade 9-T2-b-vii

9 49 9

Obr. 2.40 Obr. 2.41 Obr. 2.42

Moznosti na doplnenie grafu v pripade 9-T3

< KEY B

Obr. 2.43 Obr. 2.44 Obr. 2.45

Izolujice péarenia (Cervenou), ktoré ukazujd, ze neexistuje equimatchable faktorovo kriticky

graf s 11 vrcholmi a 4-rezom.



Kapitola 3

Equimatchable tenzorové suciny

V prici [Kov12] ukazali, ze ak G a H s suvislé grafy s aspon dvomi vrcholmi, tak kar-
tezidnsky stuc¢in G a H je equimatchable prave vtedy, ked G aj H s izomorfné s K.
My sa v tejto kapitole sa zaoberame otézkou, ktoré tenzorové siciny su equimatchable.
Zacneme ukazanim vlastnosti, ktoré hovoria o pareniach, suvislosti, biparticite a ob-
vodoch tychto grafov. Nakoniec ukazeme, ze neexistuje suvisly equimatchable graf s

obvodom aspon 5, ktory by bol tenzorovym sicinom.

3.1 Zakladné vlastnosti tenzorovych sitcinov

Tenzorovy sucin, niekedy aj priamy stucin grafov je binarna operacia na grafoch.

Definicia 3.1. Tenzorovy siéin oznac¢ujeme G x H a jeho mnozina vrcholov je V(G x
H) = V(G) x V(H), ¢ize vrchol si¢inu je prvkom kartezidnskeho st¢inu mnozin vi-
cholov. Dva vrcholy (g1, h1) a (g2, he) st v G X H spojené hranou prave vtedy, ked

g1 ~a g2 a sucasne hy ~g ho.

Pri tenzorovom sicine nezalezi na poradi v akom grafy nasobime, teda je komutativny.
Tenzorovy sucin jednoduchého grafu G s jednovrcholovym grafom bez hran je izomorfny

s grafom G bez hran.

G x (a,0) = (V(G),0)

Neutrdlnym prvkom pre tenzorovy sicin je graf N = ({a},{(a,a)}), teda graf s jednym

vrcholom so sluckou. Inak povedané, ze pre vSetky jednoduché grafy G plati, ze Gx N =

32
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G. Tenzorovy sicin budeme nazyvat netrividlnym, akondhle oba ¢initele obsahuju

aspon jednu hranu. Specidlne sicin G x K, sa nazyva “bipartite double cover” grafu

G.

3.2 Parenia v tenzorovych sicinoch

Na tivod treba poznamenat, Ze tenzorovy sticin sa vzhladom na existenciu hran v stiéine
’ ’ ~ . ’ ~ . . ) ~ . .
sprava monoténne, teda ze ak priddme hrany do ¢initelov (a ziadne neodoberieme), tak
s ~ . ’ N . , o , , . .« 7. 9
zo sucinu Ziadne hrany neubudni. Dokaz je Tahkym cvicenim a d4d sa priamo vidiet z

definicie tenzorového stcéinu.

Tvrdenie 3.2. Ak G a H su grafy s perfektnym pdrenim, tak aj G x H md perfektné

parenie.

Dokaz. Uvazujme niektoré perfektné parenie grafu G a oznacme M graf pozostavajuici
iba z hran parenia. Rovnako uvazujme niektoré perfektné parenie grafu H a oznacme
My graf pozostavajuci iba z hran parenia. Ak ndjdeme perfektné parenie v grafe Mg x

My, tak z monotonicity tenzorového sucinu vyplyva, ze aj G x H méa perfektné parenie.

Vezmime si mnozinu hrén F = E(Mg x My). Ukdzeme, ze je perfektnym pérenim
na grafe G x H. Najprv sa presvedc¢ime, ze E pokryva vSetky vrcholy. Pre kazdy
vrchol (g1, hy) grafu Mg x My existuje vrchol (go, ha), pre ktory plati, ze g1g2 € Mg a
hihy € My, lebo Mg a My si perfektné parenia. Z toho vyplyva, ze vrcholy (g1, hy)
a (go, ho) su v grafe Mg x My susedné. Teraz sa presvedcime o tom, ze graf Mg x My
neobsahuje zavislé hrany. Ak Tubovolny vrchol (gi, hy) susedi s dvoma roznymi vrcholmi
(g2, ho) a (g3, h3), tak potom bud’ gy # g3, alebo hy # hs. Zvysok dokazu ukdzmeme pre
pripad g, # g3, lebo druhy pripad je analogicky. V grafe M su teraz dve zavislé hrany
g1g1 a §1g3, Co je v spore s nezavislostou hran v M. Teraz vieme, Ze F je perfektnym

parenim Mg X My, z toho vsak vyplyva, ze E je perfektnym parenim grafu G x H. [

Na predchédzajici dokaz sa pozerat aj tak, ze v sticine perfektnych pareni sa opakuje

vzor Ky x Ky ako podgraf. Tento ma perfektné parenie a pokryva cely siucin Mg x My.

Nie je fazké vidiet, Ze na existenciu perfektného parenia v tenzorovom sicine nestaci
aby mal jeden z ¢initelov perfektné parenie. Prikladom je sicin P, x P, ktory per-

fektné parenie nemd, aj ked jeden z ¢initelov perfektné parenie ma. Ako vsak ukazuje
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nasledujiica veta, pre regularne cinitele je existencia perfektného parenia v jednom

z ¢initelov postacujica.

Veta 3.3. ([? ]) Nech G a H si regularne grafy s nenulovym stupniom. Ak aspon jeden

z nich ma perfektné parenie, tak potom G x H ma perfektné parenie.

7 nasledujivej vety zase vidno akud tlohu zohravaju bipartitné grafy ako cinitele v

tenzorovom sucéine.

Veta 3.4. (Veta 5.9 [HIK11]) Tenzorovy sucin grafov je sivisly prave vtedy, ak si oba

¢initele suvislé a aspon jeden nie je bipartitny.

3.3 Tenzorové siuciny s obvodom aspon 5

V tejto sekcii charakterizujeme vSetky suvislé equimatchable tenzorové suciny s obvo-
dom aspon 5. Vyuzijeme na to charakterizaciu vsetkych equimatchable grafov s obvo-

dom aspon 5, na ktorej vyslovenie budeme potrebovah nasledujicu definiciu.

Definicia 3.5. Bipartitny graf s particiami V; a V5 takymi, ze vSetky vrcholy V) susedia
s vrcholom stupiia 1 a zaroveri si vietky stupiia aspoii 2 budeme nazyvat grafom typu
E.

Veta 3.6. ([FHV10]) Graf s obvodom aspon 5 je equimatchable prave vtedy, ak je to
Ky, C5, C7, alebo graf typu E.

Najprv si véimnime, Ze Ziaden z grafov K,, Cs, C7 sa ned4 dostat ako tenzorovy sicin
jednoduchych grafov. Zrejme K, sa d4 ziskat iba ako st¢in K5 a jednovrcholového grafu

so sluckou, ktoré ale neuvazujeme.

Taktiez je zrejmé, ze ziadny graf s prvociselnym poctom vrcholov a aspon jednou hranou
sa ned4 ziskat ako tenzorovy siéin dvoch jednoduchych grafov. Naozaj, aby tenzorovy
si¢in mal p vrcholov, kde p je prvoéislo, tak jeden z ¢initelov musi mat prave 1 vrchol
a druhy prave p vrcholov. Ked'Ze vSak uvazujeme iba jednoduché grafy, jednovrcholovy

¢initel neobsahuje Ziadne hrany a preto taktiez vysledny sicin neobsahuje Ziadne hrany.

Lema 3.7. Nech G a H su jednoduché grafy. Potom G x H obsahuje cyklus dIZky n
prave vtedy, ked existuji uzavreté sledy s, t v G, respektive H s vrcholmi s;, respektive
ti, kde VZ,] S {]_, e, = ].} plati, ze (Si,ti) 7é (Sj,tj>.
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Doékaz. Najprv dokdzeme jednu implikaciu (=): Predpokladajme, ze G x H obsahuje
C,, ako podgraf. Teda existuje postupnost n roznych vrcholov (s1,t1)(s2,t2) ... (Sn,tn),
kde plati, ze (s,,t,) ~ (s1,t1) a pre kazdé i € {1,...,n — 1}, kde plati (s;,¢;) ~
(Sit1,tiy1) pre kazdé ¢ € {1,...,n — 1}. Z toho uz vidno existenciu pozadovanych

sledov.

Teraz dokdzeme druhu implikdciu («<): Predpokladajme, ze existuju uzavreté sledy s
a t s vlastnostou podla znenia vety. Vieme, ze v grafe G x H existuje vrchol (s;, t;) pre
kazdé i € {1,2,...,n}. Dalej z definicie tenzorového siéinu vieme, ze méme v grafe
vztahy (s;,t;) ~ (si41,ti11) pre vietky i € {1,2,...,n— 1} a este aj (su,tn) ~ (s1,11).
KedZe mame zarucenu vlastnost, ze zodpovedajiice dvojice vrcholov st vidy po dvoch

rozne, tak v grafe G x H mame C), ako podgraf, ¢im je lema dokézana. O

Lema 3.8. Nech G a H su jednoduché grafy. Ak G a H obsahuji cykly diZky m,
respektive n, tak potom G x H obsahuje cyklus diiky nsn(m,n).

Doékaz. Z lemyvieme, ze na dokaz existencie Cl, g (m,n) staci néjst dva uzavreté sledy
s, t dliky nsn(m,n) v ktorych sa neopakuji dvojice (s;,t;). Pokisime sa teda vyuzit
informéciu o sledoch v G' a H a skonstruovat novy sled v ktorom sa nebudi opakovat
dvojice (az na prvu s poslednou). Cykly si uzavreté sledy, v ktorych sa neopakuju vr-
choly. Sled s ziskame niekolkondsobnym zopakovanim sledu ziskaného z cyklu C,,, bez
posledného vrcholu (ten je totozny s prvym). Takisto ¢ ziskame niekolkondsobnym zo-
pakovanim sledu z C,, bez posledného vrcholu. Pokial dIZky oboch sledov st nsn(m,n),
tak sa urcite nezopakuju zodpovedajice dvojice (s;,t;). Ak by sa zopakovala dvojica
na miestach 7 a j, tak mozme vynechat cely blok i+ 1 aZ j, ¢o by bolo v spore s tym, Ze
dizka sledov bola najmensim spoloénym nasobkom, alebo sa museli zopakovat vrcholy
v sledoch z cyklov, ale to zjavne nemohlo nastat. Na koniec sledov s a t teraz priddme
este sy, respektive ¢1, ¢im ich uzatvorime a ziskame v grafe G x H cyklus Cyen(m,n) ako
podgraf. O]

Lema 3.9. Nech G a H su jednoduché grafy. PotomG x H je bipartitny prave vtedy,
ked aspon jeden z G, H je bipartitny.

Dokaz. Ukéazeme najprv smer (=): Dokdzeme obmenent implikdciu. Nech ani G, ani
H nie su bipartitné. To znamena, ze obsahuju cyklus nepdarnej dfiky, ale podla lemy
ich tenzorovy stéin obsahuje cyklus dlzky nsn(2k + 1,20 + 1) = 2a + 1 pre nejaké
a > 1, teda ani G x H nie je bipartitny.

Bez ujmy na vseobecnosti nech G je bipartitny graf s particiami Ag a Bg. Pre dokazanie
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smeru (<) staci zobrat mnoziny A, A° kde A = {(z,y) € V(Gx H),x € Ag}. Je lahko

vidno, ze tieto tvoria particie grafu G x H. O

Lema 3.10. Nech G a H st jednoduché grafy. Potom G x H obsahuje K3 prave vtedy,
ked G aj H obsahuji K.

Dékaz. Spétnd implikdcia (<) vyplyva z lemy .8 V dokaze implikécie (=) sa po-
zrieme na trojuholnik v si¢ine a pokisime sa ho faktorizovat. Tento trojuholnik sa
skladd z vrcholov az,by a cz kde a,b,c € V(G) a z,y,z € V(H). Vrcholy a,b, c si
rozne, lebo pre kazdu dvojicu vrcholov existuje hrana, ktord ich spdja a v G nemame
slucky. To ale znamena, ze a, b a c tvoria trojuholnik v GG. Existencia trojuholnika v H

sa ukaze analogicky. O]

Lema 3.11. Tenzorovy suc¢in jednoduchych grafov G a H obsahuje C, ako podgraf
prave vtedy, ked oba ¢initele obsahuji Ps ako podgraf, alebo ked jeden z nich obsahuje
C, ako podgraf a druhy obsahuje aspon jednu hranu.

Doékaz. Spitna implikdcia je zjavnd. Staéi si zobrat jednotlivé siciny a overit, Ze sa
v nich nachadza C ako podgraf. Teraz vychadzame z predpokladu, ze v grafe G x H
je Cy ako podgraf. Z definicie tenzorového su¢inu vieme, ze hrana (ax)(by) sa v G
nachddza prave vtedy, ked a ~¢g b a sticasne © ~g y. Povedzme, Ze vrcholy, ktoré
tvoria Cy v G X H su (a,z),(b,y), (¢, 2) a (d,w). V kazdom z grafov G a H je aspon
jedna hrana. Z tabulky na obrazku totiz vidno (a tiez preto, Ze pracujeme s grafmi

bez sluciek), ze a # b a tiez, ze x # y.

G H
a~b x~y
b~c y~z
c~d z~w

d~a we~z

Obr. 3.1: Vlastnosti G a H

Premenné a, b, ¢ a d oznacuju nie nutne rozne vrcholy. Preto sa pozrime na Styri pripady
¢o mozu nastat. V pripade, kedy [{a,b,c,d}| = 4, teda kazdy vrchol je iny dostdvame,
7e v G je Cy ako podgraf. Ak |{a,b, c,d}| = 3, dostdvame ako jedini moznost, ze b = d,
teda graf P; ako podgraf. Ak [{a,b,c,d}| = 2, tak a = ¢ a sicasne b = d, ¢o znadci, ze
v G je K; ako podgraf. Posledny pripad, kedy |{a,b,c,d}| = 1 nenastava, lebo a # b.
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Z toho vidno, Ze G teraz musi obsahovat niektory z grafov Cy, P3, alebo K. Tieto
vlastnosti rovnako platia aj pre H a dokaz je totozny az na pomenovanie vrcholov.
Lahko vidno, 7ze K, x Ky ani Ky x P3 neobsahuji Cy. Ky x Cy uZ ale Cy obsahuje. Pri

sucine P3 x P3 uz tiez dostavame Cy ako podgraf, ¢im je lema dokazana. O

Dosledkom tejto vety je, ze akonahle oba ¢initele obsahuji dve susedné hrany, uz ich
sucin obsahuje Cy ako podgraf. V casti, kde sa zaoberdame vyluéne grafmi s obvodom
asponi 5 tato vlastnost vylicila velki ¢ast moznosti. Konkrétne, ak chceme ziskat sticin

s obvodom aspoii 5 na viac ako 4 vrcholoch, jednym z ¢initelov bude musiet byt K.

Lema 3.12. Ak jednoduché grafy G a H obsahuju k, respektive [ komponentov, tak
potom G x H pozostéva z najmenej k.l komponentov. Ostrd nerovnost nastéva, ak G

aj H obsahuju bipartitny komponent.

Dodkaz. Definujeme nasledovni relaciu.
ar ~ bz <= (3 a-b-cesta v G) A\ (3 z-z-cesta v H)

Je to relacia ekvivalencie, ktora vytvori k.l tried ekvivalencie, ktoré zodpovedaji dvoj-
iciam povodych komponentov. Kazda trieda je mnozina vrcholov nezavisla od ostatnych
tried, teda bud tvori jeden komponent, alebo dva ak prislichajiice komponenty z G
a H boli bipartitné (Lema [3.4). O

Veta 3.13. Nech T je netrividlny suvisly graf s obvodom aspon 5, ktory je tenzorovym

suc¢inom dvoch jednoduchych grafov. Potom graf 7" nie je equimatchable.

Doékaz. Ak mé byt graf T'= G x H obvodu aspoii 5, tak z lemy vieme, ze nesmu
oba ¢initele sicasne obsahovat P3 ako podgraf, lebo sicin by obsahoval Cy ako podgraf.
Po zvysok dokazu budeme predpokladat, ze initele st stvislé grafy, lebo z lemy
vieme, Ze ak ¢o i len jeden z Cinitelov nie je stivisly, tak ani suc¢in nie je sivisly. Sicin
s po¢tom vrcholov 2 neexistuje. Najprv treba pripomeniit, Ze uvazujeme iba jednoduché
grafy. Preto ak jeden z ¢initelov m4 iba jeden vrchol, tento ¢initel neobsahuje hrany
a neexistuje suvisly su¢in na menej ako 4 vrcholoch. Stc¢in s po¢tom vrcholov 4 je len
jeden a to Ky x K5 a ten nie je suvisly. Ak chceme sti¢in s va¢$im poc¢tom vrcholov, taky,
¢o bude mat obvod aspoi 5, tak nesmi oba grafy obsahovat dve susedné hrany. Ak
mé byt G stvisly a neobsahovat dve susedné hrany, tak m4 najviac jednu hranu. Bez
ujmy na vseobecnosti, nech teda G = K. Dalej vieme, ze hladany graf je sivisly, to
znamend ze ked uz G je Ky, tak H nemoze byt bipartitny (z lemy. Pripominame,
7e T = K, x H je bipartitny graf (lema [3.9). Cielom je ziskat graf typu F, teda nas
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zaujimaju listy, ktoré dostaneme v takomto sucine. Particia listu v tenzorovom sucine
je uréend particiou listu z K. Preto je listov v oboch particidch si¢inu rovnako vela,

a tak nevieme nikdy dostat graf typu E, lebo ten v jednej particii nem4 Ziadne listy. [

Nasledujice tvrdenie je zrejmé.

Tvrdenie 3.14. Nech G je bipartitny graf. Potom Ky X G pozostiva z dvoch dis-
gunktnych kopii grafu G.

Tvrdenie 3.15. Ezistuje nekoneéne vela equimatchable grafov, ktoré si netrividlnym

tenzorovym sucinom dvoch jednoduchych grafov.

Dokaz. Grafov typu E je nekonecne vela. Nech F je graf typu E. Z predchddzajiceho
tvrdenia [3.15] vidime, ze K, x E je nestvisly graf, ktory pozostéva z dvoch képii grafu
E, a ktory je tym padom podla vety equimatchable. KedZe stc¢in “kopiruje” graf

’ ~ ’ ~ . s ~ Y
E, tak mame zarucené, ze aj suc¢inov bude nekonecne vela. O



Zaver

Predlozené préca sa zaobera vlastnostami najvicsich pareni grafov, konkrétne otdzkou,
v ktorych grafoch je kazdé parenie obsiahnuté v niektorom najvécsom pareni - takéto
grafy sa nazyvaju equimatchable. Hlavnym cielom préce je klasifikdcia vSetkych equi-
matchable grafov v dvoch konkrétnych triedach a to regularnych grafov a tenzorovych

suéinov.

V oblasti regularnych equimatchable grafov nadviazeme na charakterizaciu 3-regular-
nych equimatchable grafov z [KPS03], kde je ukazané, ze takéto grafu si iba Ky a Kj 3.
V tejto praci sme ukazali, ze ak G je k-regularny equimatchable graf pre k nepéarne, tak
je izomorfny s Kj41, alebo Ky . Dalej sme ukézali, Ze ak je stupefi regularity k parny,
tak graf G je izomorfny s Ky, Ky, alebo je faktorovo-kriticky. Na zaklade toho sa
ndm podarilo dokdzat, Ze k-reguldrnych equimatchable grafov pre pevne zvolené k je
iba konecne vela. Na zaver tejto Gasti sme sa zamerali na 4-reguldrne equimatchable
grafy, kde sa ndm podarilo charakterizovat vsetky 3-stivislé 4-reguldrne equimatchable

grafy okrem pripadu, ked m4 11, alebo 13 vrcholov a neobsahuje netrividlny 4-rez.

V pripade tenzorovych sicinov sme ukazali, ze neexistuje netrivialny sivisly tenzorovy
sic¢in s obvodom asponn 5. Na druhej strane, existuje nekonecne vela netrividlnych

equimatchable tenzorovych sucinov.

Otvorenymi ostavaju otazky charakterizacie 4-regularnych equimatchable grafov aj v

zostavajucich pripadoch, pripadne vsetkych parno-regularnych equimatchable grafov.

Dalsfm otvorenym problémom je charakterizacia vsetkych equimatchable tenzorovych

stcinov, ktord sa v stcasnosti zd4 byt za ramcom moZnost{ existujticich technik.
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