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Abstrakt

V naSej praci skimame Kaszonyiho funkciu a maximélne po¢ty hranovych 4-farbeni
na jednoduchych 4-regularnych grafoch. V teorii grafov st hranovo 3-nezafarbitelné ku-
bické grafy predmetom intenzivneho vyskumu, pretoze mnohé zname hypotézy v teorii
grafov je postacujuce dokézat pre kubické grafy a pre hranovo 3-zafarbitelné kubické
grafy st uz tieto hypotézy dokézané. Kéaszonyiho funkcia pontika isté charakteristiky
pre hranovo 3-nezafarbitelné kubické grafy. Presnejsie, Kéaszonyiho funkcia ¢(G, e)
vyjadruje pocet roznych hranovych 3-farbeni kubického grafu G po potlaceni hrany e,
pricom potlacenie hrany je odobratie hrany a vyhladenie incidentnych vrcholov druhého
stupnia. V praci ur¢ime hodnotu Kéaszonyiho funkcie ¥ (G, e) pre Tubovolnt hranu e
kazdého grafu z nekonecnej triedy rota¢nych binarnych snarkov. V druhej ¢asti nasej
prace pomocou vypoctovej techniky urc¢ime pocet hranovych 4-farbeni na 4-regulédrnych
grafoch do 18 vrcholov. Ako MAX.(n) definujeme funkciu, ktora urc¢uje maximalny po-
¢et hranovych 4-farbeni na jednoduchych 4-reguldrnych grafoch v zavislosti od poctu
vrcholov n. Na zaklade pozorovania suvislosti medzi grafmi s maximalnym poc¢tom
4-farbeni na 4-regularnych grafoch do 18 vrcholov skonstruujeme nekoneéni triedu
4-regularnych grafov, ktora pontka kvalitny netrividlny dolny odhad funkcie MAX,(n).
Sucastou préace je aj dokaz poctu hranovych 4-farbeni pre lubovolny graf z tejto neko-

necnej triedy grafov.

-

Krluacové slova: snark, Készonyiho funkcia, rota¢né binarne snarky, 4-regularne grafy,

regularne hranové farbenia



Abstract

In our thesis, we analyze Kéaszonyi’s function and the maximum numbers of 4-edge-
colorings on simple 4-regular graphs. In graph theory 3-edge-uncolorable cubic graphs
are the subject of intensive research, as many known hypotheses in graph theory suffice
to prove for cubic graphs, and for 3-edge-colorable cubic graphs, these hypotheses are
already proven. Kaszonyi’s function offers certain characteristics for 3-edge-uncolorable
cubic graphs. More precisely, Kaszonyi’s function (G, e) expresses the number of different
3-edge-colorings of a cubic graph GG after suppressing an edge e, where edge suppression
is the removal of the edge and the smoothing of the incident vertices of degree 2.
In the thesis, we determine the value of Készonyi’s function ¢(G, e) for any edge e
of each graph from an infinite class of rotation binary snarks. In the second part
of the thesis, using computational techniques, we determine the number of 4-edge-
colorings on 4-regular graphs up to 18 vertices. We define MAX,.(n) as the function
that determines the maximum number of 4-edge-colorings on simple 4-regular graphs
based on the number of vertices n. Based on observations of the relationships between
graphs with the maximum number of 4-edge-colorings on 4-regular graphs up to 18
vertices, we construct an infinite class of 4-regular graphs that offer a quality non-trivial
lower bound of the function MAX,.(n). The thesis also includes proof of the number

of 4-edge-colorings for any graph from this infinite class of graphs.

Keywords: snark, Kaszonyi function, rotation binary snarks, 4-regular graphs, regular

edge-colorings
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Uvod

Mnohé zname hypotézy v teodrii grafov, ako napriklad hypotéza o dvojitom pokryti cy-
klami, 5-tokové hypotéza, Fan-Raspaudova hypotéza ¢i Fulkersonova hypotéza je mozné
previest na kubické grafy. Preto je postacujice tieto hypotézy dokazat len pre kubické
grafy. 7Z Vizingovej vety o hranovych farbeniach vyplyva, ze kazdy kubicky graf je
hranovo zafarbitelny bud tromi, alebo $tyrmi farbami. Nie je tazké nahliadnut, Ze
pre kubické 3-zafarbitelné grafy dané hypotézy platia. Tym padom je trieda kubickych
grafov, ktoré nie st hranovo 3-zafarbitelné vhodna pre dalsie skimanie, nakolko méze
obsahovat potencialne protipriklady danych hypotéz. Ukazuje sa, Zze aj medzi hranovo
3-nezafarbitelnymi kubickymi grafmi existuju isté rozdiely vzhladom na to, ako tazké
je pre ne dokézat tieto hypotézy.

V prvej casti naSej diplomovej prace nadvizujeme na nas vyskum z bakalérskej
prace v tejto oblasti a pokracujeme vo vyskume tykajuceho sa takzvanej Kaszonyiho
funkcie, ktora pontka isté charakteristiky pre hranovo 3-nezafarbitelné kubické grafy.
Tito funkciu zaviedol v roku 1972 madarsky matematik Laszlo Kaszonyi |7, 8] a v roku
2013 ju spopularizoval Richard C. Bradley [3].

Kaszonyiho funkcia ¢(G, e) hovori kolko réznych hranovych 3-farbeni existuje na ku-
bickom grafe G po tom, ako na hom potla¢ime hranu e, pricom pod pojmom potlacenie
hrany e méame na mysli odobratie danej hrany a vyhladenie incidentnych vrcholov.
Pod pojmom vyhladenie vrchola druhého stupna rozumieme odobratie vrchola v a st-
¢asné pridanie hrany medzi susednymi vrcholmi vrchola v.

V nasej praci uréujeme hodnotu Készonyiho funkcie (G, e) pre Tubovolna hranu e
kazdého grafu z nekonecnej triedy rotacnych binarnych snarkov, ktoré konstruuju
vo svojom ¢lanku Superposition of snarks E. Macajova a M. Skoviera [9]. Rotatné
binadrne snarky st prvou nekonecnou triedou snarkov, pre ktoru bolo urcené, Ze na-
priek rastiicemu poctu vrcholov ostava pocet hran s nenulovou hodnotou Kéaszonyiho
funkcie konstantny a nenulovy. To robi tito nekonecnt triedu snarkov vyzna¢nou v po-
rovnani s dvoma predoslymi triedami snarkov, ktorym sme urcili hodnoty Kéaszonyiho
funkcie uz v rdmci bakalarskej prace.

V druhej ¢asti naSej prace skiimame maximélne po¢ty hranovych 4-farbeni na jed-
noduchych 4-regularnych grafoch, v zavislosti od po¢tu vrcholov. Vychadzame pritom

z ¢lanku Enumerating the edge-colourings and total colourings of a regular graph od



2 Uvod

autorov S. Bessy a F. Havet [1|. V tomto ¢lanku autori dokazuju, ze kazdy jednoduchy

9
4

¢om sa domnievaju, ze tento odhad nie je tesny. Autori tiez konstruuju dve nekonecné

stuvisly kubicky graf na n vrcholoch ma nanajvys 2 - 2%/2 hranovych 3-farbeni, pri-
triedy kubickych grafov a formuluju hypotézu, Zze zjednotenim tychto dvoch tried zis-
kame mnozinu grafov, na ktorych sa nadobida maximalny pocet hranovych 3-farbeni
v zavislosti od poc¢tu vrcholov n.

Pomocou vypoctovej techniky sa nam podarilo ur¢it pocet hranovych 4-farbeni
na jednoduchych 4-regularnych grafoch do 18 vrcholov. Ako MAX.(n) definujeme fun-
kciu, ktord urc¢uje maximalny pocet hranovych 4-farbeni na jednoduchych 4-regularnych
grafoch v zavislosti od poc¢tu vrcholov n. Pozorovanim suvislosti medzi grafmi s ma-
ximalnym poc¢tom 4-farbeni do 18 vrcholov sme sformulovali hypotézu, ze graf, ktory
ziskame bud ako postupny 2-join niekolkych mensich grafov, u ktorych sa nadobuda
maximalny pocet hranovych farbeni, alebo je reprezentantom jednej Specifickej ne-
konec¢nej triedy 4-regularnych grafov, ma pocet hranovych 4-farbeni blizko hodnote
funkcie MAX,(n). Specifickt triedu grafov definujeme ako triedu grafov — citadiel T,
a pod pojmom 2-join mame na mysli operéciu, pri ktorej vznikne taky graf G = G1xG,,
ze odoberieme zo suvislych grafov Gy a G3 po jednej hrane a sti¢asne spojime vrcholy
incidentné s jednou z tychto hrdan dvoma novymi hranami tak, aby vysledkom bol su-
visly graf.

Nésledne pomocou myslienok vychadzajtcich z dynamického programovania doka-
zeme, ze pre n > 20 ma graf citadela T;, viac hranovych 4-farbeni ako graf, ktory vznikne
ako 2-join niekolkych mensich grafov, u ktorych vieme, Ze sa na nich dosahuje hodnota
funkcie MAX,.(n), alebo st tiez citadelou, len na menej vrcholoch.

Vysledkom nésho vyskumu v tejto oblasti je nekonec¢na trieda 4-reguldrnych gra-
fov — citadiel, ktora pontika kvalitny netrivialny dolny odhad hodnét funkcie MAX,.(n).
Sucastou nasej prace je aj dokaz poc¢tu hranovych 4-farbeni pre Tubovolny graf z tejto

nekonecnej triedy grafov.



Kapitola 1

Uvod do problematiky Kaszonyiho

funkcie

Prva ¢ast diplomovej préace tykajica sa vyskumu Kaszonyiho funkcie nadvézuje na nasu
bakalarsku pracu. Cielom tejto tvodnej kapitoly je zosumarizovat zname vysledky
ohladom Kaszonyiho funkcie, vychadzajuc predovSetkym z prehladového ¢lanku od
Richarda C. Bradleyho [3]. Autor vo svojom ¢lanku zasadzuje prace L. Kaszonyiho
[7, 8] do sirsieho kontextu a pontka otvorené problémy na dalsie skimanie. V zévere
tejto kapitoly pontkame prehlad nasich vysledkov z bakalarskej préace tykajuci sa Kas-
zonyiho funkcie. V nasledujicej kapitole sa potom venujeme novému vyskumu, kde
uz v ramci samotnej diplomovej prace urc¢ime hodnoty Készonyiho funkcie ¢(G;, e)
pre Tubovolni hranu e kazdého rota¢ného binarneho snarku G;.

V na8ej praci predpokladame, ze ¢itatel pozna zakladné pojmy z tedrie grafov.
Avsak, ak by sa mu stalo, Ze si v nejakom momente nie je isty definiciou nejakého
zakladného pojmu, odportic¢ame mu nahliadnut do knihy o tedrii grafov od R. Dies-
tela [5]. Stcasne sa v naSej préaci stretneme aj s pojmami a definiciami, o ktorych
sa domnievame, Ze nepatria k zdkladnym pojmom teérie grafov. Takéto pojmy zvy-
¢ajne definujeme, ked s nimi prideme prvy raz do styku. V praci tiez pracujeme s
dvoma v8eobecnymi pojmami, ktoré si zadefinujeme este predtym, ako prejdeme k sa-
motnej Kéaszonyiho funkcii. Za¢neme definiciou pojmu graf, ktory je v rdmci nasej
préace zadefinovany o nieco vSeobecnejsie ako je zvykom. Takato definicia grafu v sebe
zahfha aj takzvané multipoly — objekty s visiacimi hranami, vyhodné na definovanie
komplexnejsich grafov, ako aj pri skimani samotného poc¢tu hranovych farbeni na vac-

sich grafoch.

Pojem graf G = (V, E) chapeme ako dvojicu skladajucu sa z kone¢nej mnoziny
vrcholov V' a z kone¢nej mnoziny hran E, pricom pojem hrana chiapeme volnejsie ako

zvycajne.



4 KAPITOLA 1. UVOD DO PROBLEMATIKY KASZONYIHO FUNKCIE

Kazda hrana méa dva konce, ktoré mozu byt incidentné s nejakym vrcholom, volné
alebo navzdjom spojené. Na zaklade tohto rozsirenia pojmu hrany definujeme dva typy
hran: riadna hrana je hrana incidentna s dvoma roéznymi vrcholmi a wisiaca hrana
je hrana, ktord méa jeden koniec incidentny s vrcholom a druhy koniec voIny.

Pod pojmom polhrana méame zase na mysli volny koniec hrany, ktory nie je inci-

dentny so ziadnym vrcholom.

7 grafu G s neprazdnou mnozinou visiacich hran vytvorime multipdl tak, ze jeho
polhrany rozdelime do navzajom disjunktnych mnozin — konektorov. Kazdy konektor S;

je linearne usporiadany, teda poradie polhran v konektoroch je pevné.

Zoberme si teraz Tubovolny multipél M, ktory méa n konektorov Si, Ss, ..., Sy,
a nech tieto konektory obsahuju postupne ki, ks, ..., k, polhran. Potom multipél M
zvykneme oznacovat aj ako (ki, ko, ..., ky,)-pol.

Ak ma multipél len dva konektory, zvykneme ich rozlisovat ako vstupng konektor Sy
a vystupny konektor Sj.

Na zaver sa eSte pristavime pri zafarbeni konektoru. Kazdé hranové k-farbenie c
multipélu M priraduje [ubovolnému jeho konektoru S usporiadant n-ticu farieb. Tuto

usporiadani n-ticu nazyvame zafarbenim konektoru S. Forméalne ak S = (eq, es, ..., €,),
potom ¢(S) = (c(ey), c(ea), ..., cey)).

1.1 Vlastnosti a vysledky v oblasti vyskumu Kaszo-

nyiho funkcie

V tvodnej podkapitole zosumarizujeme vlastnosti Készonyiho funkcie, pricom vycha-
dzame primarne z prehladového ¢lanku od Richarda C. Bradleyho [3]. Spomenieme aj
vysledky tykajice sa tejto oblasti od autoriek Ariana Cappon a Emily Walther z ¢lanku
Prime Factorization of Készonyi [4].

Zatneme tym, ze zadefinujeme zopar pojmov tzko spatych s Kaszonyiho funkciou

a definiciou Kéaszonyiiho funkcie.

Pod wvyhladenim vrchola v druhého stupna dva mame na mysli odobratie vrchola
v spolu s incidentnymi hranami a stcasné pridanie riadnej hrany medzi susednymi
vrcholmi vrchola v.

Zoberme si riadnu alebo visiacu hranu e, ktora je incidentna s vrcholmi (vrcholom)
treticho stupna. Potom pod potlacenim hrany e mame na mysli odobratie hrany e a
nésledné vyhladenie vrcholov (vrchola) druhého stupna (pozri obréazok 1.1). Graf, ktory
vznikne potlac¢enim hrany e na grafe G znacime ako G ~ e.

Na zaver nahliadnime, ze ak potla¢ime hranu na kubickom grafe, tak vysledny graf



1.1. VLASTNOSTIA VYSLEDKY V OBLASTI VYSKUMU KASZONYIHO FUNKCIES

o=

Obr. 1.1: Potlacenie hrany e

je opéat kubicky.

Pojem snark definujeme ako kubicky hranovo 3-nezafarbitelny graf. Asi najzname;j-
sim snarkom je takzvany Petersenov graf (pozri obrazok 1.2), ktory je tieZ najmensim
jednoduchym snarkom. Nie je prekvapivé, ze prave Petersenov graf je prvym snarkom,
ktorému bola uré¢ena hodnota Kéaszonyiho funkcie pre kazdu z jeho hran. Spravil tak
samotny autor Készonyiho funkcie L. Kaszonyim v svojom ¢lanku On the nonplanarity

of some cubic graphs |7] (pozri tvrdenie 1.1.2).

Obr. 1.2: Petersenov graf ako najmensi jednoduchy snark

Samotna Kdszonyiho funkciu ¢(G, e) potom definujeme ako pocet réznych hrano-

vych 3-farbeni na kubickom grafe G ~ e predeleny hodnotou 18.

Na prvy pohlad sa moze javit hodnota 18 pomerne arbitrarna, skryva vSak v sebe
hlbsi vyznam. Ideou autora za takouto definiciou Kaszonyiho funkcie bolo spravit hod-
noty Kaszonyiho ¢o najvystiznejsie, a to tak, ze ich pozbavime akychkol'vek zbyto¢nych
konstant. Pocet hranovych 3-farbeni kazdého kubického grafu je hodnota delitelna ¢is-
lom Sest, ¢o vyplyva z permutacii farieb. Vo svojich pracach L. Készonyi tiez dokazuje
Tvrdenie 1.1.1, z ktorého vyplyva, ze pocet hranovych 3-farbeni bez uvazovania permu-
téacii farieb na grafe G ~ e, ktory vznikol z nejakého snarku G je delitelny ¢islom tri.

Preto je pocet hranovych 3-farbeni lubovolného grafu G ~ e, ktory vznikol zo snarku
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GG nasobkom c¢isla 18. Tato konstanta zrejme neméa ziadnu vypovednii hodnotu o cha-
raktere samotného grafu G ~ e.

Vo zvysku tejto podkapitoly sumarizujeme tvrdenia L. Kaszonyiho z prehladového
¢lanku R. C. Bradleyho. Uvedieme aj jeden sicasny a pomerne zaujimavy vysledok
od autoriek A. Cappon a E. Walther. Za¢neme tym, Ze si zadefinujeme pojem, ktory

sa v jednom z tvrdeni vyskytuje.

Hovorime, ze hranovd 3-dekompozicia grafu G je také rozdelenie hran grafu G

do troch disjunktnych tried, Ze kazda trieda hran tvori perfektné parenie.

Tvrdenie 1.1.1. [7, 8/ Nech G ~ e je graf, ktory vznikne zo snarku G potlacenim hrany
e a nech dy, dy siu tie hrany, ktoré vznikni potlacenim hrany e. ﬁalej nech a(G ~ e)
je mnozina vsetkych hranovijch farbeni grafu G ~ e (vrdtane permutdcii farieb) a nech
d(G ~ e) je mnozina vSetkych hranovych 3-dekompozicii takijch, Ze hrany dy, dy patria

do rovnakej triedy. Potom existuje prirodzené cislo L také, Ze:
(1) |G ~€)| = 18L,
(i) |6(G ~e)| = L,

(7ii) nech a, b si dve (moézZu byt aj rovnaké) farby a nech v(G ~ €) je mnoZina vset-
kych hranovych 3-farbeni ¢ grafu G ~ e takijch, Ze c¢(dy) = a, c¢(dz) = b. Potom
(G ~ o) = 2L

Nasleduje tvrdenie, ktoré urcuje pocet hranovych farbeni najmensieho snarku.

Tvrdenie 1.1.2. [7] Hodnota Kdszonyiho funkcie (G, e) pre lubovolni hranu
Petersenovho grafu G je (G, e) = 1.

Na zaver z tvrdeni L. Készonyiho vyslovime eSte jedno tvrdenie, ktoré neskor vy-

uzijeme pri dokaze hodnot Kaszonyiho funkcie pre rotacné binarne snarky:.

Tvrdenie 1.1.3. [7, 8] Nech H je suvisly podgraf snarku G, ktory vznikol ako zjed-
notenie niekolkych 5-cyklov. Potom hodnota Kdszonyiho funkcie (G, e) je pre vsetky
hrany e € E(H) rovnakd.

Teraz prejdime este k stcasnému vysledku skimania vlastnosti Készonyiho funkcie.
Toto tvrdenie bolo povodne formulované v ¢lanku R. C. Bradleyho ako hypotéza, ktora
uz bola medzi¢asom dokazana ako dosledok este silnejSieho tvrdenia. Preto ju uvddzame

ako dokézané tvrdenie:

Tvrdenie 1.1.4. Pre kazdé dve prirodzené cisla j, k existuje snark G a hrana e takd,

Ze (G, e) = 27 - 3k,
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Tvrdenie je dosledkom silnejsieho tvrdenia, ktoré dokazali autorky Ariana Cappon

a Emily Walther v ¢lanku Prime Factorization of Kaszonyi Numbers [4].

Tvrdenie 1.1.5 (Capoon, Walther). [4/
Nech P je mnoZina prvocisel P =Py U Py, pricom Py = {p € Nyy9 | p je prvocislo}
a P, = {173, 179, 181, 197, 229, 257, 271, 359}.

Potom pre kazZdé prirodzené ¢islo n tvaru

n= H pke, k,eN
peP
existuje snark G a hrana e takd, Ze Kdszonyiho funkcia (G, e) pre dani dvojicu (G, e)
nadobida hodnotu (G, e) = n.

1.2 Isaacsove a zovSeobecnené BlanuSove snarky

Cielom tejto podkapitoly je zosumarizovat naSe vysledky ohladom Kaszonyiho fun-
kcie z bakalarskej prace [11], nech moze této praca poslazit aj ako miesto, na ktorom
je mozné najst ucelené vysledky nasho Stvorroc¢ného vyskumu. Vyskum z bakalédrskej
préace sa tykal urcenia hodnot Kéaszonyiho funkcie pre takzvané Isaacsove snarky a zo-
vSeobecnené BlanugSove snarky. Této podkapitola zahfha popis tychto dvoch nekonec-
nych tried snarkov, nasledovany tvrdeniami, ktoré urcuju hodnotu Kéaszonyiho funkcie
(G, e) pre lubovolnia hranu kazdého z tychto snarkov. Dokazy tvrdeni je mozné najst
v nasej bakalérskej praci.

Nekonec¢né trieda Isaacsovyjch snarkov, znama tiez pod nazvom flower snarks bola
skonstruovana roku 1975 americkym matematikom Rufusom Isaacsom v ¢lanku Infinite
families of non-trivial trivalent graphs which are not Tait colorable [6].

V odbornej literattre je mozné najst rozne ekvivalentné definicie nekonecnej triedy
Isaacsovych snarkov. My sme sa aj kvoli dobrej vizualnej predstave rozhodli uviest de-
finiciu Isaacsovych snarkov ako grafov, ktoré vznikni spojenim niekolkych takzvanych
Isaacsovgch (3, 3)-pélov Y. Samotny Isaacsov (3, 3)-pol Y je mozné si pozriet na ob-
razku 1.3.

Teraz zadefinujeme operéciu spojenia (k, k)-pélov, pomocou ktorej budeme spajat
(3, 3)-poly Y do vysledného Isaacsovho snarku .J,.

Nech M a N st dva [ubovolné (k, k)-poly. Potom hovorime, ze (k, k)-pol M o N
vznikol spojenim (k, k)-polov M a N ak vznikne tak, zla¢ime visiace hrany na vystup-
nom konektore Sy patriaceho (k, k)-polu M s visiacimi hranami na vstupnom konektore
Sy patriaceho (k, k)-polu N v poradi, v akom st usporiadané na konektoroch.

Dalej nech M je Tubovolny (k, k)-pol. Potom hovorime, Ze graf G' vznikne ako uzd-

ver (k, k)-pdlu M, ak spojime visiace hrany na jeho vstupnom konektore s visiacimi
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Obr. 1.3: Isaacsov (3, 3)-pol Y a farebna vizualizacia priradenia jeho hran do tried

hranami na jeho vystupnom konektore v poradi, v akom st usporiadané na konekto-

roch.

Ako Isaacsov snark J, chapeme snark, ktory vznikne ako uzéaver (3, 3)-polu Y™,
ktory vznikol postupnym spojenim neparneho poc¢tu n Isaacsovych (3, 3)-polov Y.

Pre potreby urcenia hodnot Kéaszonyiho funkcie na Isaacsovych snarkoch definu-
jeme rozdelenie hréan Isaacsovho snarku do Styroch tried. Na to zadefinujeme Isaacsove
snarky eSte jednym, mozno intuitivne menej uchopitelnym spésobom. Tento sposob

v sebe rovno zahfna rozdelenie hran do tried.

Nech n je neparne prirodzené &islo. Potom snark J, = (V,,, E,,) nazyvame Isaacso-
vym snarkom, pri¢om mnozinu vrcholov V,, definujeme ako V,, = {a;, b;, ¢;, d; |i € N;
i < mn} amnozinu hran E, = C, UM, U Z, UO,, chapeme ako zjednotenie Styroch tried
hran C,, M, Z, a O,, ktoré definujeme ako:

Cn=A{aia; | i, jeNg; i<n, j=i+1 (mod n)}

M, = {a;b; | i € No; i <n}

Zn =2 UZ! pricom Z ={bic; | i € No; i <n} aZ ={bd; | i€ Ny; i <n}

O, = O, U0y, pricom O, = {cd; | i,j € No; i < n, j =1i+1 (modn)} a
O ={cd;|i,jeNy; i<n, j=i—1 (modn)}

Triedu C,, chapeme ako triedu cervengch hrdn Issacsovho snarku, zatial ¢o triedy
M,, Z,, O, chapeme (v tomto poradi) ako triedy modrijch, zelengjch a oranZovijch hrdn
[saacsovho snarku. Nazvy hran jednotlivych tried vychédzajia z farebnej vizualizacie
na obrazku 1.4, ktory vizualizuje aj priradenie jednotlivych hran Isaacsovho snarku Jj
do tychto styroch tried. Teraz mézeme vyslovit tvrdenie, ktoré urcuje hodnoty Készo-

nyiho funkcie pre Isaacsove snarky.
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Obr. 1.4: Isaacsov snark J5 a farebné vizualizacia priradenia jeho hran do styroch tried

Tvrdenie 1.2.1. [11] Nech J, je lubovolny Isaacsov snark a nech e je jeho hrana.
Potom v zdvislosti od toho, do ktorej triedy hran patri hrana e je hodnota Kdszonyiho

funkcie (J,, e) nasledovnd:
o (J,, €)= (2""1 —4)/6, ak e € C,, je cervend hrana,
o U(J,, ) = (2""1 +2)/3, ak e € M,, je modrd hrana,
o U(J,, e)=(2""1 —1)/3, ak e € Z, je zelend hrana,
o (J,, €)= (2" +2)/6, ak e € O,, je oranZovd hrana.

Pozndamka 1.2.2. Uréenim hodnoty Készonyiho funkcie pre Tubovolni hranu kazdého
[saacsovho snarku sme vyriesili otvoreny problém, ktory R. C. Bradley formuloval

vo svojom prehladovom ¢lanku ako problém 5. na strane 35 [3].

Prejdime teraz eSte k zovSeobecnenym BlanuSovym snarkom. Po Petersenovom
grafe su dva BlanuSove snarky [2] na 18 vrcholoch dvoma najmensimi snarkami (vzhla-
dom na pocet vrcholov). Zovseobecnenim konstrukcie tychto dvoch snarkov roku 1989
John J. Watkins skonstruoval nekonecnii triedu takzvanych zovseobecnenijch BlanusSo-
vijch snarkov [10]. Nasleduje definicia tejto nekonec¢nej triedy snarkov a tvrdenie, ktoré
urcuje hodnotu Kaszonyho funkcie pre I'ubovolnt hranu kazdého z tychto snarkov.

Zovseobecnené BlanuSove snarky si zadefinujeme ako spojenie niekolkych zéaklad-
nych multipolov. Jednym z nich je takzvany Blanusov (2, 2)-pol B, ktory definujeme
pomocou obrazku 1.5 a druhym je takzvany (2, 2)-pol I, ktory je tiez na obrazku 1.5).
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Obr. 1.5: Blanusov (2, 2)-pol B (vlavo) a (2, 2)-pol [

Pomocou asymetrického sucinu (k, k)-pdlov, ktory teraz zadefinujeme, spajame
(2, 2)-poly B do vysledného zovseobecneného Blanusovho snarku.

Nech M a N st dva lubovolné (2, 2)-poly. Potom hovorime, ze (2, 2)-pél M @ N
vznikol asymetrickym siucinom (2, 2)-pélov M a N ak vznikne tak, zla¢ime visiace
hrany na vystupnom konektore Sy (2, 2)-pélu M s visiacimi hranami na vstupnom
konektore Sy (k, k)-polu N v opacnom poradi. Presnejsie, ak vystupny konektor S,
(2, 2)-polu M ma hrany Sy = (g, h) a vstupny konektor S; (2, 2)-p6lu N ma hrany

S1 = (e, f), potom spajame pri asymetrickom sicine hrany g x f a h * e.

Zovseobecneny BlanuSov snark B, je snark, ktory vznikne ako uzaver (2, 2)-polu
I ® B™, ktory zase vznikne ako postupny asymetricky sucin jedného (2, 2)-polu I a n
Blanusovych (2, 2)-polov B (pozri obrazok 1.6).

Hrany zovseobecneného Blanusovho snarku, ktoré vznikli spojenim visiacich hran
medzi dvoma BlanuSovymi (2, 2)-p6lmi operaciou asymetrického stcinu nazyvame spd-

jajuce hrany (na obrazku 1.6 s vyznacené ¢ervenou farbou).

Obr. 1.6: Postupna konstrukcia zovseobecneného Blanusovho snarku

Tvrdenie 1.2.3. [11] Nech B,, je lubovolny zovseobecneny Blanusov snark a nech e je

jeho hrana. Potom pre hodnotu Kdszonyiho funkcie (B, €) plati:
e (B, e)=3-2""2 ake je spdjajica hrana,

e (B, e) = 2" inak.



Kapitola 2

Kaszonyiho funkcia a rota¢né binarne

snarky

Cielom tejto kapitoly je urcit hodnoty Kaszonyiho funkcie pre nekoneénu triedu rotac-
nych bindrnych snarkov, ktorej konstrukcia vychadza z ¢lanku Superposition of snarks
od E. Macajovej a M. Skovieru [9]. Na avod kapitoly zadefinujeme (rotacné) binarne
snarky a popiSeme konstrukciu nekonecnej triedy rota¢nych bindrnych snarkov zo spo-
minaného ¢lanku. Spomenieme tiez (bez dokazu) niektoré ich vlastnosti. Nasledne ur-
¢ime hodnoty Kaszonyiho funkcie pre tieto grafy, ¢o je hlavnym cielom tejto kapitoly.
Ak mé dcitatel zaujem o lepSie pochopenie, pripadne by chcel skumat iné vlastnosti
tychto rotaénych bindrnych snarkov odporu¢ame mu nahliadnut do samotného ¢lanku

Superposition of snarks [9].

2.1 Rotac¢né binarne snarky

Hovorime, zZe strom 7', ktory obsahuje len vrcholy stupna 3 a 1 je vybalansovany strom
stupnia 3, ak v hom existuje taky vrchol r, Ze vSetky listy (vrcholy stupna 1) maja od
neho rovnaki vzdialenost. Vrchol r potom nazyvame korenom stromu 1" a vzdialenost
medzi korefiom a ['ubovolnym listom nazyvame hibka stromu 7. Vybalansovany strom
stupiia 3 hlbky d zna¢ime ako Tj. MoZzeme nahliadnut, ze po odobrati koreiia r dosta-
vame tri kopie perfektnych binarnych stromov na 2¢ — 1 vrcholoch. Preto na strome T
existuje automorfizmus, ktory zachovava polohu korena r a cyklicky permutuje hrany

incidentné s koreniom 7. Tento automorfizmus nazyvame aj rotacny automorfizmus.

O snarku G hovorime, Ze je bindrny snark, ak na nom existuje takéa kostra 7', ktora
je vybalansovanym stromom stupiia 3. Nech mé tato kostra hibku d. Potom snark
G nazyvame tiez Ty-snarkom. Mnozinu vSetkych takychto snarkov nazyvame bindrne

snarky.

11
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Zoberme si bindrny snark G, ktory obsahuje kostru 7" izomorfnii s vybalansovanym
stromom T} pre nejaké d. Dalej nech na tomto grafe existuje automorfizmus p € Aut(Q)
taky, Ze jeho zuzenie na kostru 7 je rotacnym automorfizmom. Potom hovorime, ze graf

G je rotacny bindrny snark a automorfizmus p nazyvame rotacny automorfimus.

Autori E. Méc¢ajova a M. Skoviera vo svojom ¢lanku konstruuju nekonecénu triedu
cyklicky hranovo 5-suvislych rota¢nych binarnych snarkov 7 taku, Ze pre kazdé d > 2
existuje v tejto triede jeden Ty-snark.

Teraz bude nasim cielom popisat samotnu konstrukciu grafov triedy 7, aby sme sa
nasledne mohli zaoberat vlastnym vyskumom na tychto grafoch. Nakolko sa v naSej
praci zaoberame skiimanim hodnot Készonyiho funkcie, uvedieme konstrukciu bez do-
kazu cyklickej hranovej 5-stuvislosti a hranovej 3-nezafarbitelnosti. Dokaz je mozné
néajst v samotnom ¢lanku Superposition of snarks [9].

Zactneme tym, ze zadefinujeme zakladny stavebny blok tychto grafov, takzvany Pe-
tersenov negator By. Nasledne popiSeme sposob, akym mozeme induktivne skonstru-
ovat (2, 2, 1)-poly B; vyssich radov. Na zaver ukazeme, ako pre lubovolné i > 2 skon-

Struujeme z troch kopii (2, 2, 1)-polu B; snark G, € T.

Obr. 2.1: Petersenov negéator Bs.

Zoberme si Petersenov graf G (pozri obréazok 1.2) a l'ubovolnt cestu na troch jeho
vrcholoch, ktoré postupne nazveme v;, v; a vy Potom (2, 2, 1)-pdl, ktory vznikne
odobratim tychto vrcholov nazyvame Petersenov negdator By (pozri obrazok 2.1).

Dve visiace hrany, ktoré boli pévodne incidentné s vrcholom v; tvoria vstupny (lavy)
konektor S; a dve visiace hrany poévodne incidentné s vrcholom wvy; tvoria wviystupny
(pravy) konektor Sy. Visiaca hrana povodne incidentné s vrcholom vy; tvori rezidudlny
konektor Ss.



2.1. ROTACNE BINARNE SNARKY 13

Na obréazku 2.1 tvoria visiace hrany S} = (e, f2) vstupny (Tavy) konektor Sy, hrany
So = (g2, ha) vystupny (pravy) konektor Sy a visiaca hrana r tvori rezidualny konek-
tor S3. Tohto nazvoslovia sa budeme drzat aj neskor pri analyzovani farbeni na tomto
(2, 2, 1)-pole.

Pozndmka 2.1.1. Nahliadnime, Ze na Petersenovom negatore Bs existuje automorfimus
p € Aut(B,) taky, Ze navzajom transformuje hrany vstupného a vystupného konektora
pricom zachovava rezidualny konektor, teda p(S;) = Sz, p(S2) = Si1, p(S3) = Ss.
Vizualne si tento automorfizmum mozeme predstavit ako osovii simernost na obrazku

2.1 podla osi 7.

Toto pozorovanie vyuzijeme neskor, ked budeme rozoberat mozné hranové 3-farbenia
na Petersenovom negatore. Umozni nam to znizit pocet pripadov, ktoré budeme musiet
manualne rozobrat. Nateraz vsak budeme pokracovat v definovani operacii potrebnych

na zadefinovanie triedy rota¢nych binarnych snarkov 7.

Obr. 2.2: Konstrukcia (2, 2, 1)-pélu B;1; = B; ® B z dvoch (2, 2, 1)-polov B; a B.

Zoberme si (k, I, 1)-pol M = M(Sy, S, (r)) a (I, m, 1)-pol M' = M'(S}, S5, (r')).
Nech M" = M ® M’ je (k, m, 1)-pol, ktory vznikol tak, Ze zoberieme multipoly M
a M’ izolovany vrchol v, zli¢ime konektory S, a S} a napojime visiace hrany r a
r’ a novu visiacu hranu " na vrchol v. Potom hovorime, ze M"” = M ® M’ vznikol
spojenim (2, 2, 1)-polov M a M'. Jeho vstupniym konektorom je konektor S, vgstupnym
konektorom je konektor S} a rezidudlny konektor tvori visiaca hrana r”. Vizualizacia
operacie je na obrazku 2.2 s (2, 2, 1)-p6lmi B; a B} miesto M a M'.

Zvykneme tiez hovorit, ze (k, [, 1)-pol M spéajame zlava s (I, m, 1)-pélom M’ res-

pektive, ze (I, m, 1)-pol M’ spajame sprava s (k, [, 1)-polom M.

Pozndmka 2.1.2. Nahliadnime, Ze ak spojime dve kopie (2, 2, 1)-polu M = M (S, Sa, (r))

takého, Ze na fiom existuje automorfizmus p € Aut(M) taky, Ze navzajom transformuje
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hrany vstupného a vystupného konektora pricom zachovava rezidudlny konektor, teda
p(S1) = 5o, p(S2) = St a p(r) = r, tak potom aj na (2, 2, 1)-pole M’ = M & M,
M = (5], 5%, () existuje automorfizmus p' € Aut(M’) taky, ze p(S]) = 5%,
p(S) = S apr) =1

Toto pozorovanie vyuzijeme neskor, ked budeme rozoberat mozné hranové 3-farbenia
na (2, 2, 1)-poloch B; vyssieho radu ako Bs, ktoré si teraz pomocou operacie spojenia

(2, 2, 1)-pélov induktivne zadefinujeme.

Definicia 2.1.3 ((2, 2, 1)-p6l B;). Prei = 2 ako (2, 2, 1)-p6l B, definujeme Petersenov
negator.

Pre i > 3 definujeme (2, 2, 1)-pél B; nasledovnym induktivnym spésobom: predpo-
kladajme, Ze vieme skonstruovat (2, 2, 1)-pol B;_;. Potom (2, 2, 1)-p6l B; = B;_1 ® B;_;
definujeme ako spojenie dvoch kopii (2, 2, 1)-polu B;_;.

Ak si odmyslime visiace hrany a predstavime si Petersenov negator Bs ako list
binarneho stromu s vychadzajucou hranou r, mozeme si v§imnut, ze kazdy (2, 2, 1)-pol
B; pre © > 3 je v podstate bindrny strom, ktorého korenom je vrchol v, ktory ako
svojho Tavého a pravého syna obsahuje (2, 2, 1)-poly B;_;. Preto mozeme (2, 2, 1)-p6l
B; chapat aj ako binarny strom hibky i — 2, ktory ako listy ma Petersenove negatory.

Vdaka tomuto pozorovaniu vieme l'ubovolnému (2, 2, 1)-polu B;, j < i, ktory je
podgrafom (2, 2, 1)-po6lu B; priradit jednoznaént postupnost rozhodnuti vlavo/vpravo,
ktoré robime na ceste od korena (2, 2, 1)-p6lu B; az ku korefiu (2, 2, 1)-pélu B;. Pomo-
cou tychto postupnosti potom vieme pre fixné j < i v ramci (2, 2, 1)-polu B; zoradit
vietky (2, 2, 1)-poly B; do postupnosti od najlavejsieho po najpravejsi (usporiadame
ich podl'a postupnosti rozhodnuti vlavo/vpravo). To nam umoziuje efektivnym sposo-

bom poukazat na l'ubovolny vrchol alebo hranu v (2, 2, 1)-pole B;.

Definicia 2.1.4. Majme (2, 2, 1)-pol B; pre i > 3, ¢islo j také, ze 2 < j < i a kladné
celé ¢islo k. Potom (ak existuje) mame pod znacenim B;(j)[k] na mysli k-ty najla-
vejsi (2, 2, 1)-pol By, ktory je podgrafom (2, 2, 1)-polu B;. Analogickym spdsobom
definujeme B;(j)[—Fk| ako k-ty najpravejsi (2, 2, 1)-pol B; (2, 2, 1)-polu B;.

Pod znacenim v = v(B;(j)[k]) mame na mysli vrchol v (2, 2, 1)-polu B;, ktory je
korenom (2, 2, 1)-polu B;(j)[k].

Na vrcholy v (2, 2, 1)-pdle B;, ktoré su sucastou niektorého Petersenovho negatoru
vieme poukézat tak, Ze si najprv vyberieme konkrétny Petersenov negéator B;(2)[k], a
nasledne v rameci neho uz postupujeme podla znacenia vrcholov z obrazka 2.1.

Na jednotlivé hrany (2, 2, 1)-pélu B; je mozné sa odvolavat pomocou oboch vrcho-
lov, s ktorymi st incidentné. To ndm umozni zadefinovat Kaszonyiho funkciu ¢ (e, G;1)
pre Tubovolnu hranu e l'ubovolného rotacného binarneho snarku G, 1, ktory ako hned

uvidime je len vhodnym spojenim troch (2, 2, 1)-p6lov B; a izolovaného vrcholu.



2.2. ROZBOR FARBENI (2, 2, 1)-POLOV 15

Obr. 2.3: Rota¢ny binarny snark G; ako spojenie troch (2, 2, 1)-polov B;_;.

Definicia 2.1.5 (Rota¢ny binarny snark G;.; a trieda 7). Zoberme si tri kopie BY, B}
a B? (2, 2, 1)-polu B; pre i > 2 a izolovany vrchol v. Ozna¢me si visiace hrany na konek-
toroch nasledovne: BF = BE((e*, f*), (¢*, h¥), (%)) pre 0 < k < 2. Potom vysledny

rotaény binarny snark Gy, vznikne tak, Ze spojime hrany gF % ef™!

;7 (mod 3), hrany
hE % fF=1 (mod 3) a polhrany ¥ napojime na izolovany vrchol v (pozri obrazok 2.3).
Trieda rotacnych bindrnych snarkov T je mnozina obsahujica Petersenov snark Go

a vSetky rotacné binarne snarky G,,; definované podla predoslého odseku.

Tvrdenie 2.1.6 (Macajova, Skoviera [9]). Lubovolny graf G; pre i > 2 z triedy T je

cyklicky hranovo 5-sivisly rotacny Ty snark s hlbkou d.

Nakol'ko sa po zvySok kapitoly venujeme skimaniu Készonyiho funkcie na rota¢nych
binarnych snarkoch z triedy 7, budeme mat vzdy pod pojmom rota¢ny binérny snark

T, respektive graf GG; na mysli konkrétny snark z tejto triedy.

2.2 Rozbor farbeni (2, 2, 1)-poélov

Skor ako prejdeme k skiimaniu samotnej Kaszonyiho funkcie na rota¢nych binarnych
snarkoch sa eSte v rdamci dvoch podkapitol zameriame na skiimanie poc¢tu réznych
hranovych 3-farbeni na (2, 2, 1)-péloch B; ako aj na multip6loch, ktoré vznikni z Pe-
tersenovho negatora Bs, ked na nom potla¢ime riadnu alebo visiacu hranu. Sktmat
ich budeme v zavislosti od zafarbenia polhran na jednotlivych konektoroch, a samoz-
rejme v zavislosti od 7. V tejto podkapitole si rozoberieme mozné hranové 3-farbenia na
Petersenovom negatore B,. Nasledne sa pozrieme ako spajanie (2, 2, 1)-polov vplyva
na poc¢ty farbeni pri roznych zafarbeniach konektorov. Na zéaver, pomocou indukcie,

zovSeobecnime naSe pozorovania pre lubovolny (2, 2, 1)-po6l B;.
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Lema 2.2.1 (Paritna lema). Nech G je kubicky graf s n visiacimi hranami, ktory je
hranovo 3-zafarbeny, pricom n; polhrdn je zafarbenijch farbou i.

Potom ny = ny =n3 =n (mod 2).

Z Paritnej lemy vyplyva, ze jediné pripustné farbenia na Petersenovom negatore s
také, Ze z piatich visiacich hran budu tri zafarbené rovnakou farbou ¢; a zvysné dve
visiace hrany budi zafarbené jedna farbou ¢y a druhé farbou cs.

Je Tahko vidiet, Ze staci rozobrat Sest roznych zafarbeni visiacich hran na konek-
toroch Petersenovho negatora. Vsetky ostatné mozné farbenia vieme potom ziskat po-
mocou permutovania farieb a automorfizmu z Poznamky 2.1.1. Pre nazornost budeme
pouzivat farby z mnoziny ¢ = {1, 2, 3} a tri visiace hrany, ktoré musia byt zafarbené
rovnakou farbou zafarbime farbou 1. Tychto Sest roznych typov zafarbeni si teraz sys-
tematicky nazveme, nakolko ich budeme pouZzivat aj pri (2, 2, 1)-poéloch B; vyssieho

radu.

Definicia 2.2.2 (Poc¢ty hranovych farbeni na (2, 2, 1)-pole B;). Pre i > 2 majme
(2, 2, 1)-pol B; = B;(S1, Sa, (r)). Potom pod symbolom X; ; pre 1 < j < 6 mame
na mysli pocet réznych hranovych 3-farbeni (2, 2, 1)-polu B; pri konkrétnom zafarbeni
konektorov. V pripade potreby pod danym symbolom mézeme mat na mysli aj samotny
(2, 2, 1)-pol B; s konkrétnym typom zafarbenia visiacich hran c. Jednotlivé typy X, ;

definujeme nasledovne:

e X, — pocet farbeni takych, ze ¢(S1) = (1, 2), ¢(S2) = (1, 3) ac(r) = 1.

X o — poCet farbeni takych, ze ¢(S1) = (1, 2), ¢(S2) = (3, 1) a c(r) = 1.

X 3 — poCet farbeni takych, ze ¢(S1) = (2, 1), ¢(S2) = (3, 1) a c¢(r) = 1.

X, 4 — poCet farbeni takych, ze ¢(S1) = (1, 1), ¢(S2) = (2, 3) a c(r) = 1.

X, 5 — pocet farbeni takych, ze ¢(S1) = (1, 1), ¢(S2) = (3, 1) a ¢(r) = 2.

X, 6 — pocet farbeni takych, ze ¢(S1) = (1, 1), ¢(S2) = (1, 3) a ¢(r) = 2.

Teraz urobime rozbor poc¢tov réznych hranovych 3-farbeni pre konkrétne zafarbe-
nia konektorov Petersenovho negatora, ¢im urc¢ime hodnoty pre jednotlivé typy Xs ;,
1 < j < 6. Predpokladajme, ze vrcholy a visiace hrany (2, 2, 1)-pélu By st znacené
podla obrazka 2.1. Riadne hrany zna¢ime pomocou oboch incidentnych vrcholov.

Nech ¢(S7) = (1, 2), ¢(S2) = (1, 3) ac(r) = 1. Potom c(vsvs) = 1 odkial c(vous) = 2
a c(v3vg) = 3. Potom ale susedné hrany vjvs a vsv; musia byt obe zafarbené farbou 2,
¢o je v spore s definiciou farbenia. Preto X, ; = 0.

Nech ¢(S1) = (1, 2), ¢(S2) = (3, 1) a ¢(r) = 1. Potom c(vsvs) = 3 a c(vgvy) = 2.

Odkial c(vsgvr) = 1, €o sposobi, ze nevieme zafarbit hranu vsve. Preto aj Xs o = 0.



2.2. ROZBOR FARBENI (2, 2, 1)-POLOV 17

Nech ¢(S1) = (2, 1), ¢(S2) = (3, 1) a ¢(r) = 1. Potom postupnym zafarbovanim
hran dostéavame, ze musi platit c(vqv7) = 1, c(vsvr) = 2 a c¢(vsvg) = 3. To spdsobi, ze
hranu v;v3 nevieme zafarbit. Preto X5 3 = 0.

V ostévajacich troch pripadov je mozné hrany Petersenovho negatoru zafarbit jed-
noznacnym sposobom. Preto Xy 4 = Xy 5 = X6 = 1. Ndjdenie jediného mozného
farbenia je v tychto pripadoch trividlne, preto ich neuviddzame explicitne.

Pre lepsiu ¢itatelnost zosumarizujeme ziskané poznatky pomocou tabulky.

Typ zafarbenia | Pocet farbeni
X2 0
X2 0
X3 0
Xo.4 1
Xo 5 1
Xo.6 1

Predpokladajme, Zze spajame dva (2, 2, 1)-poly B; a B!, ¢im vznikne (2, 2, 1)-pdl
Bi 1. Teraz si ukdzeme, akym sposobom ovplyviiuje spajanie dvoch (2, 2, 1)-polov B;
vysledny pocet hranovych 3-farbeni (2, 2, 1)-p6lu B;;1. Zaoberame sa len farbeniami,
kde st konektory B;,; zafarbené podla jedného z typov zafarbeni z Definicie 2.2.2. Os-
tatné farbenia konektorov vieme ziskat pomocou permutacie farieb a automorfizmu p’

z Poznamky 2.1.2. Znacenia hran uvazujeme podla obrazku 2.2.

Vzhladom na préacnost a rozsiahlost rozboru, ktory je vo svojej podstate iba skusa-
nim moznych zafarbeni hran k, [, r a v’ za predpokladu, Ze zafarbenie hran e, f, g, h
a r” je dané konkrétnym typom X, ; ; sme sa v praci rozhodli podrobne zanalyzovat
iba typ Xi11,1. Vztahy u ostatnych typov néasledne uvadzame pomocou tabulky, spolu
s typom X, 1,1. V pripade potreby si ¢itatel moze sam odvodit a skontrolovat, ze u Tu-
bovolného iného typu nami uvedené vztahy platia. Moze pri tom vyuzit postup, ktory

sme vyuzili pri hladani vztahov pre typ Xii1 1.

Riesime vztah X,;q 1, preto st hrany e, f, g, h a r” postupne zafarbené farbami
1,2, 1,3 a 1. Preto hrana r moze byt zafarbena bud farbou 2 alebo 3. Rozoberieme

obe moznosti:

1. ¢(r) = 2. Potom ¢(r') = 3. Z Paritnej lemy vieme, Ze hrany k, [ musia byt
zafarbené (v nejakom poradi) farbami 2, 3, lebo ide o visiace hrany (2, 2, 1)-p6lu
B;.

Ak zafarbime c(k) = 2 a ¢(l) = 3, tak potom B; je typu' X; » a B/ je typu X, 3.

1Vzdy mame na mysli po vhodnej permutécii farieb a v pripade potreby aj s vyuZitim automorfizmu

p z Poznamky 2.1.2.
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Ak zafarbime c(k) = 3 a ¢(l) = 2, tak potom B; je typu X; 3 a Bj je typu X; ».

2. ¢(r) = 3. Potom ¢(r’) = 3. Z Paritnej lemy vieme, ze hrany k, [ musia byt
zafarbené obe rovnakou farbou lebo ide o visiace hrany (2, 2, 1)-polu B;.
Ak zafarbime ¢(k) = ¢(I) = 1 dostavame, ze B; aj Bj je typu X 6.
Ak zafarbime c(k) = ¢(l) = 2 dostavame, Ze B; je typu X; 5 a B, je typu X, 4.
Ak zafarbime c(k) = ¢(l) = (3) dostavame,ze B; je typu X; 4 a Bj je typu X; 5.

Vysledny pocet farbeni potom ziskame ako stucet farbeni cez vSetky vyssie zanaly-
zované moznosti, pricom pocet roznych farbeni u kazdej moznosti ziskame ako stcin
moznych farbeni u pouzitych typov (2, 2, 1)-pdlov B; a Bj, nakolko farbenia riadnych
hran v ramci jedného (2, 2, 1)-polu st nezavislé od toho druhého, lebo sme uz zafi-
xovali farbenia na ich konektoroch. Preto X111 = 2X; 0 X; 3+ 2X;4- Xi5 + X36.
Rekurzivne vztahy pre ostatné typy X1 ; pre 2 < 7 < 6 spolu s typom X, ; teraz

uvedieme pomocou tabulky.

Typ zafarbenia Pocet farbeni vyjadreny rekurzivne
Xit1,1 2X; 0 Xi3+2X;4- X5+ X2
Xit1,2 Xi1-X; 3+ Xﬁz + X Xis+ X4 X6+ X5 Xis
Xit1.3 2Xi1 - Xio+2X, 4 X6+ X2
Xit1,4 Xi1 - Xis+ X0 Xis+ X0 Xi6+X,3-X;6
Xit1,5 Xi1  Xia+Xio Xia+ X0 X 6+X,3-Xi5
Xit1.6 Xi1  Xig+Xio- Xiau+X;0-Xi5+X;35-X;4

Lema 2.2.3. Zoberme si (2,2, 1)-pol B;, i > 2 a prishichajice typy farbeni X ;,
1 < j < 6. Potomprei =2plati: Xo 1 = X990 =Xo3=0aXy4=Xo5=X6=1.
ﬁalej pre i > 3 plati: X;1 = X; 0= X; 3= 27() . 390) ¢ Xia=X,5=X;6=0,
pricom funkcie f(i) a g(i) s tvaru f(i) =273 -1 a g(i) = 273,

Doékaz. Pre i = 2 hodnoty X, ; uZ pozname z rozboru farbeni na Petersenovom negé-
tore By (pozri tabulku 2.2).

Vychadzajtuc z hodnot X ; a rekurentnych vztahov popisanych v tabulke 2.2 prei = 3
ziskame hodnoty X3 1 = X390 =X33=3a X34 =X35=X346=0

Hodnoty pre i > 4 ur¢ime matematickou indukciou. Upravme rekurentné vztahy
z tabulky 2.2 podla predpokladu v nasej leme, pricom si ozna¢me hodnoty pre typy
Xi1 = X, 2 = X;3 ako X; p. O hodnotach X; 4, X; 5 a X, ¢ predpokladame, ze st
nulové.

Dostavame potom nasledovné vztahy: X;p11 = Xiy10 = X3 = 2- X7 a
Xit1,4 = Xiy1,5 = Xig1,6 = 0.

Odtial je uz potom lahké urcit hodnoty funkcii f(i + 1) a g(i + 1), pretoze:
Xipp=2-X}p=2- (270) . 39002 = 92J()+1 . 32.9(i) — 92(2°~1)+1 . 3220 _
— 92721, 3272 _ of(i+1) | 3g(i+1) ]
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Nahliadnime, ze pre kazdé i > 2 plati pre typy X;1 = X;2 = X;3 = X; p a
Xia=Xis=Xi6=Xs.

Dalej pre jednotlivé typy zafarbeni konektorov plati este jedna zaujimava Struktu-
ralna vlastnost, ktora sa neskor ukaze ako velmi dolezita. Pre typy X1, Xi2 a Xi 3
plati, Ze dve hrany v rdmci vstupného aj vystupného konektora st zafarbené kazda inou
farbou. Naopak, pre typy X, 4, Xi 5 a X; ¢ plati, Ze mé& obe hrany bud u vstupného,
alebo u vystupného konektora zafarbené rovnakou farbou.

Preto, ak to bude pre nas vyhodné, budeme pouZivat znacenia? X; p a X; g, ¢im
méame na mysli [ubovolny z prvych troch (respektive druhych troch) typov zafarbe-
nia konektorov (2, 2, 1)-pélu B; alebo aj samotny pocet roznych hranovych 3-farbeni
pri danom type.

Na zaver este zhrnieme v8etky farbenia (2, 2, 1)-polov B;, i > 2 do jednej prehl'ad-
nej tabulky.

Typ zafarbenia Pocet farbeni
Xop=Xp1=Xo5=2X53 0
Xos=Xo4=Xo5=Xo5 1

Xip=X;1=X;0=X;3,12>3 921, 327
Xis=Xia=Xi5=Xi6,1>3 0

2.3 Farbenia po potlaceni hrany na Petersenovom ne-

gatore

V tejto podkapitole rozoberieme mozné hranové 3-farbenia niektorych multipolov, ktoré
vzniknu tak, Ze na Petersenovom negétore By potla¢ime riadnu alebo visiacu hranu. Na-
sledne prejdeme k samotnému dokazu Kaszonyiho funkcie pre rota¢né binarne snarky.

Budeme pouzivat znacenia z Definicie 2.2.2. Pod pojmom X5 j(e), 1 < j < 6 mame
na mysli typ zafarbenia hran na konektoroch?, ktory je rovnaky ako typ X ; z Definicie
2.2.2, ale uvazujeme pri tom miesto Petersenovho negatora Bs (2, 2, 1)-pol By ~ e, teda
multipdl, ktory vznikne z Petersenovho negatora B, potla¢enim niektorej (visiacej)
hrany e.

Pri niektorych (2, 2, 1)-poloch By ~ e neexistuje ,symetricky* automorfizmus
p € Aut(By ~ e), ktory navzajom transformuje vstupny a vystupny konektor S;
a Sy, pricom zachovéava rezidualny konektor S3. Preto zavadzame znacenia niekol'kych
novych typov farbeni visiacich, ktoré nevieme z typov X, j(e), 1 < j < 6 ziskat iba

vyuzitim permutécie farieb.

2D z anglického different a S z anglického same
3Alebo v pripade potreby aj podet réznych hranovych farbeni pri danom type.
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Typ Xs j(e)’ pre 1 < j < 6 definujeme ako pocet farbeni (2, 2, 1)-polu By ~ e pri
takom zafarbeni konektorov, ze ak pri type X, ;(e) sme uvazovali zafarbenie konektorov
c(S1) = (a1, az), ¢(S2) = (as, as) a c(r) = as, tak potom X, ;j(e) méa zafarbenie

konektorov ¢(S1) = (as, as), ¢(S2) = (a1, az2) a c(r) = as.

Vsimnime si, ze typy Xs 1(e)’ a X 3(e)’ nie je nutné samostatne rozoberat, nakolko

ich vieme z typov Xs 1(e) a X5 3(e) dostat vhodnou permutaciou farieb.

Vzhl'adom na pomerne velké mnozstvo farbeni, ktoré je potrebné manuélne rozobrat
sme sa rozhodli ukazat rozbor len tych pripadov, kde pri konkrétnom type zafarbenia
konektorov existuje viac moznych farbeni (2, 2, 1)-pélu By ~ e. Pocty farbeni u zvys-
nych typov zosumarizujeme formou tabulky. Domnievame sa, ze Citatel je v pripade
potreby schopny si sdm overit nami poskytnuté zavery a postupnym dofarbovanim
hran najst jednoznaéné farbenie (ak existuje) alebo dospiet k sporu (ak farbenie ne-
existuje). Navodom ako postupovat mu moéze posluzit rozbor farbeni u Petersenovho

negatoru B.

Obr. 2.4: (2, 2, 1)—p()1 BQ ~ UV1V2

(2, 2, 1)-pol By ~ vivg je (2, 2, 1)-pol, ktory vznikne potlacenim hrany vivs na

Petersenovom negatore By (pozri obrazok 2.4).

Tento (2, 2, 1)-p6él nemé viacero roznych farbeni u niektorého z typov zafarbenia

konektorov, preto jeho farbenia uviddzame vo forme tabulky.
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Typ zafarbenia | Pocet farbeni
X2,1(U1vz)

—_

X2,2(1)1U2
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(v102)
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X2,4(111U2)'
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V1U2

V1U2

X2,5(Ul’02

X2,5(711U2 !

X2,6(U1U2
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/

XQ,G(UWQ

Ako sa neskor v dokaze hodnét Kaszonyiho funkcie pre rota¢né binarne snarky
ukéze, zo vSetkych riadnych hrén na Petersenovom negétore, ktoré mozeme potlacit,
nam bude stacit poznat mozné farbenia pre (2, 2, 1)-pol By ~ vyvs.

Teraz prejdeme na analyzu poctov farbeni v zavislosti od zafarbenia konektorov
pre tie multipoly, ktoré vznikna potla¢enim niektorej z visiacich hran.

7 Paritnej lemy vyplyva, ze ak mame Styri visiace hrany, potom st bud v8etky Styri
hrany zafarbené rovnakou farbou alebo st po dvoch zafarbené rovnakou farbou.

Nakolko teraz budeme rozoberat niekol’ko multipolov, ktoré sa bud (2, 1, 1)-p6lmi
alebo (1, 2, 1)-p6lmi, zadefinujeme si zopar novych typov farbeni hran na konektoroch.

Ostatné farbenia na danom multipéle je mozné ziskat vhodnou permutaciou farieb.

Definicia 2.3.1. Majme pre ¢ > 2 (m, n, 1)-p6l B; ~ e = B;(S1, Ss, (1)), ktory
vznikol z (2, 2, 1)-polu B; potladenim visiacej hrany e* na vstupnom alebo vystupnom
konektore. Preto predpokladajme, ze m > 1, n > 1, pricom m +n = 3.

Potom pod symbolom X; ,(e) pre a € {A, B, C, D} mame na mysli pocet roznych
hranovych 3-farbeni (m, n, 1)-pélu B; ~ e pri konkrétnom zafarbeni konektorov. V pri-
pade potreby pod danym symbolom méZzeme mat na mysli aj samotny (m, n, 1)-pol
B; ~ e s konkrétnym typom zafarbenia visiacich hran c.

Nech S, je ten z konektorov S; a Sy, ktory obsahuje dve hrany a S, je zvysny konek-

tor, ktory obsahuje jednu hranu. Potom jednotlivé typy X; ,(e) definujeme nasledovne:

e X; a(e) — pocet farbeni takych, ze ¢(S;) = (1, 1), ¢(Sy)

Il
—_
o

—~
=
N~—

I

—_

e X, p(e) — pocet farbeni takych, ze ¢(S5;) = (1, 1), ¢(Sy) =2, ¢(r) = 2.

e X, c(e) — pocet farbeni takych, ze ¢(S,) = (1, 2), ¢(S,)

I
—_
o

—~
=
N—

I

[\

e X, p(e) — pocet farbeni takych, ze ¢(S,) = (1, 2), ¢(S,) =2, ¢(r) = 1.
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Obr. 2.5: (1, 2, 1)-pol By ~ ey

(1,2, 1)-pdl By ~ ey je (1, 2, 1)-pol, ktory vznikne potlacenim visiacej hrany ey
na Petersenovom negatore By (pozri obrazok 2.5). Vstupny konektor Sy tvori hrana f,

vystupny konektor Sy usporiadana dvojica hran (go, ho) a rezidudlny konektor Sz = (r).

Pozrime sa teraz na mozné farbenia v zavislosti od zafarbenia visiacich hran. Nazvy
typov zafarbeni konektorov pouZivame z Definicie 2.3.1. Nakol'ko pri tomto multipdle
to s farbeniami nie je jednoznacné, riadne ich rozoberieme.

Typ Xo, a(e2). Vieme, 7Ze ¢( f2) = ¢(g2) = c(ha) = ¢(r) = 1. Bez ujmy na v8eobecnosti
mozeme zafarbit hranu vivs farbou 2. Potom ale susedné hrany vivg a vsv; modzeme
zafarbit len farbou 3, ¢im dospejeme k sporu. Preto Xs 4(e2) = 0.

Typ X p(esz). Plati ¢(fa) = c(r) = 2 a ¢(g2) = c(he) = 1. Zalinajuc dofarbe-
nim hrany c(vsvg) = 3 postupne dospejeme k jednoznac¢nému farbeniu (ponechané na
Citatela). Preto X p(es) = 1.

Typ Xs, ¢(e2). Zatarbenie visiacich hran farbami ¢(fa2) = ¢(g2) = Lac(he) = ¢(r) =
vedie k jednozna¢nému farbeniu grafu. Preto Xy ¢(eq) = 1.

U typu Xs p(e2) je rozbor farbeni komplikovanejsi. Vieme, ze pri tomto type plati
c(g2) = c(r) =1 a c(fa) = c(h2) = 2. VSimnime si, Ze pri tomto zafarbeni konektorov
neexistuje hrana, ktora by sme vedeli jednozna¢ne zafarbit. Vezmime si preto napriklad

hranu vsvg. Mame dve moznosti ako ju zafarbit:

1. ¢(vsvg) = 1. Potom c(v3vs) = c(vavs) = 3. Lenze potom mozu byt dve susedné

hrany v1v, a viv3 zafarbené farbou 2, ¢im dospejeme k sporu.

2. c(vsvg) = 3. Potom c(v3vg) = c(vqvs) = 1. Vrcholy vy, vs, v7 a vy tvoria cyklus

4Moze ist o 'ubovolnt visiacu hranu na vstupnom alebo vystupnom konektore. V pripade tejto

definicie sa nedrzime znacenia zo ziadneho obrazku.
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parnej dlzky a z kazdého z tychto vrcholov vychadza mimo cyklu jedna hrana
zafarbené farbou 1. Preto v tomto pripade existuji dva rézne spdsoby dofarbenia

multipélu.

Zobratim do tvahy oboch moznosti dospejeme k zaveru, ze X, p(ez) = 2.

Na zéaver pre lepsiu prehladnost zosumarizujeme ziskané poznatky formou tabulky.

Typ zafarbenia | Pocet farbeni
Xo. a(e2) 0
Xo p(es) 1
Xs. o(e2) 1
X ple2) 2

v

By ~ fo

r

Obr. 2.6: (1, 2, 1)-pol By ~ f;

(1,2, 1)-pol By ~ fo je (1, 2, 1)-pdl, ktory vznikne potlacenim visiacej hrany fo
na Petersenovom negatore By (pozri obrazok 2.6). Vstupny konektor S; tvori hrana es,

vystupny konektor Sy usporiadané dvojica hran (g, ho) a rezidudlny konektor Sz = (r).

Nazvy typov zafarbeni konektorov uvazujeme z Definicie 2.3.1.

Typ Xo, a(f2). Vieme, Ze c¢(e2) = ¢(g2) = c(ha) = ¢(r) = 1. Bez ujmy na v8eobecnosti
mozeme zafarbit hranu vvs farbou 2. Potom ale susedné hrany vivs a vsv; modzeme
zafarbit len farbou 3, ¢im dospejeme k sporu. Preto X5 4(f2) = 0.

Typ Xo p(f2). Zafarbenie c(ez) = ¢(r) = 2 a ¢(g2) = c¢(ha) = 1 vedie k jednoznac-
nému zafarbeniu zvysnych hran. Preto Xs p(f2) = 1.

Pri type X5 ¢(f2) je rozbor farbeni najkomplikovanejsi. Pri zafarbeni visiacich hran
sposobom c(es) = ¢(g2) = 1 a c(hy) = ¢(r) = 2 neexistuje hrana, ktora by sme vedeli
jednoznacne zafarbit. Vezmime si preto napriklad hranu vzv;. Mame dve moznosti ako

ju zafarbit:
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1. ¢(vsvy) = 2. Potom c(vqv7) = 3 a néasledne c(vqvy) = 2. Vrcholy vy, v, vs a vg
tvoria cyklus parnej dizky a z kazdého z tychto vrcholov vychadza mimo cyklu
jedna hrana zafarbena farbou 2. Preto v tomto pripade existuju dva rézne spdsoby

dofarbenia multipdlu.

2. c(vsv7) = 3. Potom ¢(v4v7) = 2 a nasledne ¢(v4v9) = 3. Potom dve susedné hrany

v1vy a v1v3 mozeme zafarbit len farbou 1, ¢o vedie k sporu.

Zobratim do tvahy oboch moznosti dospejeme k zaveru, ze Xs ¢(f2) = 2.
Typ Xo p(f2). Zafarbenie ¢(g2) = ¢(r) = 1 a c(ez) = c¢(hy) = 2 vedie k jednoznac-
nému zafarbeniu zvysnych hran. Preto X, p(f2) = 1.

Pre lepsiu prehladnost zosumarizujeme ziskané poznatky formou tabulky:.

Typ zafarbenia | Pocet farbeni
Xo a(f2) 0
X, B(f2) 1
Xo,c(f2) 2
X, p(f2) 1

(2, 1, 1)-pol By ~ go je (2, 1, 1)-pdl, ktory vznikne potlacenim visiacej hrany go
na Petersenovom negétore By. Vstupny konektor Sy tvori dvojica hran (e, f3), vy-

stupny konektor Ss = (hs) a rezidudlny konektor Ss = (r).

(2, 1, 1)-pdl By ~ hs je (2, 1, 1)-pol, ktory vznikne potlac¢enim visiacej hrany hs
na Petersenovom negétore By. Vstupny konektor Sy tvori dvojica hran (e, fa), vy-

stupny konektor Sy = (g2) a rezidudlny konektor Ss = (r).

Medzi (2, 1, 1)-polom By ~ g9 a (1, 2, 1)-polom B, ~ ey existuje zobrazenie p',
ktoré zachovava struktiru grafu a vymeni vstupny a vystupny konektor. Vizualne si
ho moéZeme predstavit ako osovil stimernost podla osi r na obrazku 2.5. Preto plati
X9 a(g2) = X5 4(ea) pre Tubovolné a € {A, B, C, D}.

Analogicki tvahu moézeme sformulovat aj medzi (2, 1, 1)-pélom By ~ hg a (1, 2, 1)-
polom By ~ fo. Preto plati X 4(he) = X3 o(f2) pre lubovolné a € {A, B, C, D}.

(2, 2)-pdl By ~ 1 je (2, 2)-pol, ktory vznikne potlacenim visiacej hrany r na Pe-
tersenovom negatore By (pozri obrazok 2.7). Vstupny konektor Sy tvori usporiadana
dvojica hran (ey, f2) a vystupny konektor Sy = (ga, f2).

Opét tu mame Styri visiace hrany, takze musia byt vSetky Styri alebo po dvoch
zafarbené rovnakou farbou. To nam vytvara priestor na Styri typy zafarbeni vstup-
ného a vystupného konektora, ostatné typy farbeni hran na konektoroch vieme ziskat

permutéciou farieb. Typy definujeme nasledovnym spdsobom:
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BQN’I“

Obr. 2.7: (2, 2)-pdl By ~ r

Definicia 2.3.2. Majme (2, 2)-p6l By ~ r = B(S1, S2). Potom pod symbolom X5 ()
pre a € {a, 8, 7y, §} mame na mysli pocet roznych hranovych 3-farbeni (2, 2)-polu
By ~ r pri konkrétnom zafarbeni konektorov. V pripade potreby pod danym symbolom
mozeme mat na mysli aj samotny (2, 2)-pol By ~ r s konkrétnym typom zafarbenia

visiacich hran c. Jednotlivé typy X .(r) definujeme nasledovne:
o X5 o(r) — pocet farbeni takych, ze ¢(S1) = (1, 1) a ¢(S52) = (2, 2).
e X, 5(r) — pocet farbeni takych, ze ¢(S1) = (1, 2) a ¢(52) = (2, 1).
e X, ., (r) — pocet farbeni takych, ze c(S1) = ¢(Sz2) = (1, 2).
e X5 5(r) — pocet farbeni takych, ze ¢(S1) = ¢(S2) = (1, 1).

Teraz rozoberieme poéty roznych farbeni (2, 2)-polu By ~ r v zavislosti od vyssie
definovanych zafarbeni hran na konektoroch.

Typ Xs, o(e). Pri tomto zafarbeni konektorov existuje jednozna¢né zafarbenie (2, 2)-polu
By ~ r. Preto X5 o(e) = 1.

Typ Xs s(r). Ak mame konektory zafarbené ¢(51) = (1, 2) a ¢(S2) = (2, 1), potom
hrany v4v; a v5vg musia byt zafarbené farbou 3, z ¢oho vyplyva, Ze susedné hrany vov,
a vyv; mozeme zafarbit len farbou 2, ¢o je v spore s definiciou hranového farbenia.
Preto Xy 5(r) = 0.

Typ Xy ,(r). Pri zafarbeni konektorov ¢(S;) = ¢(S2) = (1, 2) neexistuje hrana,
ktora by sme vedeli jednoznacne zafarbit. Vezmime si preto napriklad hranu vevy.

Mame dve moznosti ako ju zafarbit:

1. ¢(vaug) = 2. Potom c(vqv7) = 3 a néasledne c(vzvy) = 2. Vrcholy v, v, vg a vs
tvoria cyklus parnej dlzky a z kazdého z nich vychadza tretia hrana zafarbena

farbou 2. Preto v tomto pripade existuji dva jedinecné spdsoby zafarbenia grafu.

2. ¢(vqug) = 3. Nasledne uz existuje jednoznacné zafarbenie (2, 2)-polu By ~ 7.
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Zobratim do tvahy oboch moznosti dospejeme k zaveru, ze X, (1) = 3.

Typ Xs 5(r). Pri tomto type mame konektory zafarbené nasledovnym sposobom
c(S1) = ¢(S2) = (1, 1). Uvedomme si na tvod, ze hrana vevs musi byt zafarbena
farbou 1. Ak by bola, bez ujmy na vSeobecnosti, zafarbené napriklad farbou 2, tak
potom hrany vev, aj vous vieme zafarbit len farbou 3, ¢o je spor. Predpokladajme
preto, ze c(vgvz) = 1. Potom vrcholy vs, vs, vg, v3, v7, vy tvoria cyklus parnej dizky
a z kazdého z nich vychadza tretia hrana zafarbené farbou 1. Preto existuji dve farbenia
(2, 2)-polu By ~ r tohto typu, teda Xj 5(r) = 2.

Na zaver pre lepsiu prehladnost zosumarizujeme ziskané poznatky formou tabulky.

Typ zafarbenia | Pocet farbeni
X o(r) 1
Xs, 5(r) 0
Xo, (1) 3
Xo 5(r) 2

2.4 Kaszonyiho funkcia pre rotacné binirne snarky

V tejto kapitole uré¢ime hodnotu Készonyiho funkcie pre vsetky hrany I'ubovolného
rotacného binadrneho snarku G;. Pre ¢ > 6 zadefinujeme rozdelenie hran kazdého snarku
GG; do siestich tried a nésledne pre kazda z tychto tried uré¢ime a dokédZzeme hodnotu
Készonyiho funkcie (v zévislosti od ). Pre malé rotaéné binarne snarky G, indexu
1 <@ < 5 neexistuje opakujtci sa vzor, ktory by bolo mozné zovseobecnit. Pre tieto
grafy uvadzame hodnoty Kaszonyiho funkcie ¢(G;, €) na konci kapitoly, bez dokazu.
Prejdime teraz k rota¢nym binarnym snarkom G; pre ¢ > 6. Vieme, ze kazdy takyto
snark G; sa sklada z ,centralneho” vrcholu v a troch kopii (2, 2, 1)-polu B;_ (pozri ob-
razok 2.3), pri¢om existuje automorfizmus p € Aut(G;) zobrazujuci kazdy (2, 2, 1)-pol
B;_1 na l'ubovolny iny. Preto uréenim hodnot Kaszonyiho funkcie pre hrany ubovol-
ného (2, 2, 1)-polu B;_1, pre hrany incidentné s centralnym vrcholom v a pre hrany,
ktoré vznikli spojenim visiacich hran na konektoroch jednotlivych (2, 2, 1)-pdlov ur-
¢ime hodnoty Készonyiho funkcie pre vSetky hrany snarku G;. Dokaz zatneme tym,

ze si rozdelime hrany Tubovolného G; do Siestich tried.

Nech Gy, i > 6 je rota¢ny binarny snark, ktory vznikol spojenim troch (2, 2, 1)-
polov B;_1 a centralneho vrcholu v. Potom na nom definujeme rozdelenie hran do Sies-
tich tried. Nazvy hran jednotlivych tried vychadzaju z farebnej vizualizécie na obrazku
2.8, ktora je priradenim jednotlivych hran (2, 2, 1)-pélu Bs do nizsie zadefinovanych
tried. Pri definovani tried implicitne predpokladame, Ze ak do nejakej triedy patri kon-
krétna hrana z jedného (2, 2, 1)-polu B;_;, tak tam patria aj prislichajice hrany zo

zvy$nych dvoch (2, 2, 1)-polov B;_;. Samotné triedy potom definujeme nasledovne:



2.4. KASZONYIHO FUNKCIA PRE ROTACNE BINARNE SNARKY 27

e Triedu fialovych hran Ef; definujeme ako mnozinu troch hran incidentnych s

centralnym vrcholom wv.

e Triedu modrych hran Ey; ; definujeme ako mnozinu hran, ktoré vznikli spojenim

visiacich hran dvoch (2, 2, 1)-polov B;_;.

e Triedu zelengch hran E ; definujeme nasledovnym sposobom: nech x € {1, —1}
anech e, je hrana, ktora vznikla napojenim visiacej hrany r najlavejsieho /najpra-
vejsieho Petersenovho negatoru By = B;_1(2)[z] na koren v = v(B;_1(3)[z]) naj-

Tavejsieho/najpravejsieho (2, 2, 1)-polu By = B;_1(3)[x]. Potom hrana e, € Ez ;.

e Triedu cervengch hran E¢ ; definujeme nasledovnym sposobom: nech z € {2, —2}.
Dalej nech E,(B;_1(2)[z]) je mnoZina riadnych hran druhého najlavejsiecho/naj-
pravejsicho Petersenovho negatoru By = B;_1(2)[z] a nech e, je hrana, ktora

vznikla napojenim visiacej hrany r druhého najlavejsicho/najpravejsieho Pe-

tersenovho negatoru B, = B; 1(2)[z] na koren v = wv(B;_1(3)[z]) najlavej-
Sieho/najpravejsieho (2, 2, 1)-polu B;_;(3)[z]. Potom Ec; = | E,U{e}.
z€{2,-2}

e Triedu oranzovangch hran Ep ; definujeme nasledovne: nech = € {2, —2}. Dalej
nech F, je mnozina Styroch hran, ktoré vznikli spojenim niektorej zo Styroch vi-
siacich hran vstupného alebo vystupného konektoru druhého najlavejsieho/najp-
ravejSieho Petersenovho negéatoru B, = B;_1(2)[z] s visiacou hranou susedného

(2, 2, 1)-polu B;_1(2)[z + 1] respektive B;_1(2)[z — 1]. Potom Ep ;= U E..
z€{2,-2}

e Trieda sivych hran Eg; je mnozina zvysnych hran rota¢ného binarneho snarku
Gi‘ Formédne ES,Z' = {6 - E(Gz) — (EFJ U EM,i U EZ,i U EC,Z‘ U EO7'1;)}.

Obr. 2.8: Vizualne rozdelenie hran jedného z (2, 2, 1)-polov Bs rotacného binarneho

snarku (G do Siestich tried

Tvrdenie 2.4.1. Nech G;, i > 6 je rotaény bindrny snark a e € E(G;) je jeho hrana.
Ak e € Eg; je sivd hrana, potom je hodnota Kdszonyiho funkcie 1(G;, e) = 0. V os-
tatnyjch pripadoch je hodnota Kdszonyiho funkcie ¢(Gj, €) tvaru (G, e) = 2@ . 390)
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pricom hodnoty funkcii f(i) a g(i) zdvisia od prislusnosti hrany e do ostdavagicich tried

nasledovnym spdosobom.:
e Nech e € Er; je fialovd hrana. Potom f(i) =3-2"%—2 a g(i) =3- 2%
e Nech e € Ey i je modrd hrana. Potom f(i) =3-27%—1 a g(i) =3-271 - 2.
e Neche € Ez; je zelend hrana. Potom f(i) =3-27"+i—5 a g(i) =3-27 — 1.
e Nech e € Ec,; je cervend hrana. Potom f(i) =3-274+i—T a g(i) =3 - 2%
e Neche € Eo; je oranZovd hrana. Potom f(i) =3-274*+i—6 a g(i) = 3-27* — 1.

Pozndmka 2.4.2. V&imnime si, Ze pre [ubovolny rotaény binarny snark G;, i > 6 plati
|Eri| =3, |Emil =6, |Ezi| =6, |Eci| =54 a|Ep ;| = 24. Tym padom z predosle;
vety vyplyva, ze kazdy rota¢ny binarny snark G; pre ¢ > 6 ma prdave 93 hran s nenulovou
hodnotou Kéaszonyiho funkcie, pricom tento pocet nie je nijak zavisly od ¢, a teda ani

od velkosti grafu.

2.4.1 Dokaz pre sivé hrany

Na tvod dokazu si pripomenieme niekol'ko pozorovani, ktoré st doélezité pre pochope-
nie zékladnej myslienky dokazu. Rotacny binarny snark G;, ¢ > 6 sa sklada z troch
(2,2, 1)-polov BY |, B! | a B? |, pricom vysledné zafarbenie grafu zavisi len od toho,
akym sposobom zafarbime jednotlivé (2, 2, 1)-p6ly a ich visiace hrany. Dalej vieme, ze
(2, 2, 1)-poly B;_1 pre i > 6 st hranovo 3-zafarbitelné len pre niektoré typy zafarbeni
konektorov. Konkrétne ide o zafarbenia konektorov typu X; ; p (pozri tabulku 2.2).
Tieto typy zafarbeni konektorov st $pecifické tym, Ze obe hrany na vstupnom /vystup-
nom konektore st zafarbené kazda inou farbou.

Nahliadnime, Ze kazd4 siva hrana e je riadnou hranou niektorého z (2, 2, 1)-polov
B;_1. Potom potla¢enim [ubovolnej sivej hrany e len ,nahradime* jeden z (2, 2, 1)-pdlov
Bi_1 (2,2, 1)-pélom B;_; ~ e a nijako nezmenime Struktiru spojeni medzi jednotli-
vymi (2, 2, 1)-p6lmi (pozri obréazok 2.3).

Tym sa dostavame k hlavnej myslienke dokazu. Uvedomme si, Ze z predoslych po-
zorovani vyplyva, Ze na to, aby mohol byt vysledny graf G; ~ e zafarbiteIny musi byt
(2, 2, 1)-p6l B;_; ~ e zafarbitelny pre niektory z typov zafarbeni konektorov X; ; g,
teda musi mat zafarbené obe hrany bud na vstupnom alebo na vystupnom konektore
rovnakou farbou.

Zvysok dokazu, ktory je nizsie spisany dokladne v ramci Lemy 2.4.3 potom po-
stupuje zhruba nasledovnym sposobom — najprv si uvedomime, Ze ak najlavejsi a

najpravejsi (2, 2, 1)-pol Bs je zafarbitelny len typom X3 p, tak potom je aj vysledny
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(2, 2, 1)-pol B; ~ e zafarbitelny len typom X; ; p°. Nasledne v dokaze sivé hrany roz-
delime do troch typov. Prvy a druhy typ su také sivé hrany, ktoré si suc¢astou nejakého
najlavejsieho /najpravejsieho (2, 2, 1)-polu Bs. V tomto pripade ukazeme, Ze aj keby
vysledny (2, 2, 1)-p6l Bs ~ e bol zafarbitelny pre typ X3 g, tak potom nebude mozné
zafarbit cely (2, 2, 1)-pol B;_; ~ e. Pre treti typ hran, ktoré nie su suc¢astou Ziadneho
najlavejsieho/najpravejsieho (2, 2, 1)-polu Bs je dokaz podstatne jednoduchsi. Staci si
uvedomit, ze ak hrana nie je suc¢astou nejakého (2, 2, 1)-polu, tak potom jej potlacenie

neovplyvni jeho mozné zafarbenia, a teda ani mozné typy farbeni jeho konektorov.

Lema 2.4.3. Nech pre i > 6 je G; rotacny bindrny snark, ktory wvznikol z troch
(2, 2, 1)-polov B? |, B} | a B%,. Nech e € Es; je lubovolnd sivd hrana z E(G;).
Potom pre hodnotu Kdszonyiho funkcie plati ¥(G;, e) = 0.

Dokaz. Dokaz rozdelime na tri ¢asti. Nech Fj(G;) je mnozina vSetkych sivych hran
e € Eg;takych, Ze e je riadna hrana niektorého najlavejsicho/najpravejsicho Peterse-
novho negétora B!_;(2)[+1], 0 < I < 2, ktory je podgrafom Iubovolného z (2, 2, 1)-polov
B? |, B} | alebo B? |.

Dalej nech z € {—1, 1} a 0 <[ < 2. Potom mnozinu Ey(G;) definujeme ako mno-
zinu vSetkych sivych hran e € Eg; takych, Ze e vznikla spojenim korefa niektorého
najlavejsieho /najpravejsieho (2, 2, 1)-polu B!_,(3)[x] s korefiom najlavejsieho/najpra-
vejsieho (2, 2, 1)-polu B!, (4)[z].

Mnozinu hran E3(G;) definujeme ako Es(G;) = Es; — (E1(Gi) U Ex(G;)). Teraz

prejdeme k dokazom pre jednotlivé triedy hréan:

1. Siva hrana e je z mnoziny e € F1(G;). Bez ujmy na vSeobecnosti e je v tomto
pripade (nejaka) riadna hrana najlavejsieho (2, 2, 1)-polu By = B!_(2)[1] a po jej
potlaceni vznikne (2, 2, 1)-pol By ~ e.

Pre potreby dokazu nie je nutné skiimat, aké rozne farbenia konektorov st mozné
v zéavislosti od potlacenej hrany e, staci si zobrat silnejsi predpoklad. Predpokla-
dajme, ze kazdy (2, 2, 1)-pol By ~ e je zafarbitelny pre lubovolny z typov farbeni
Xy, j, 1 < j <6. Dokaz rozdelime na pripady X p a X5 g.

Pri type X, p st hrany na vstupnom/vystupnom konektore zafarbeni kazda
inou farbou. V ramci (2, 2, 1)-polu B, (2, 2, 1)-pol By ~ e spajame zlava
s Petersenovym negéatorom By, ktory mé konektory zafarbitelné len niektorym
z typov Xo g. Pri spajani jeho vstupny konektor S; zjednocujeme s vystupnym
konektorom (2, 2, 1)-p6lom B, ~ e, a preto to bude vystupny konektor Sy, ktory

mé zafarbené obe hrany rovnakou farbou.

°Typ zafarbenia konektorov X; p ma obe hrany na vstupnom/vystupnom konektore zafarbené

kazdu inou farbou.
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Preto predpokladame, ze vystupny konektor (2, 2, 1)-polu By ~ e = (By ~ ¢) ® By
mé zafarbené obe hrany rovnakou farbou. (2, 2, 1)-p6l B3 ~ e potom spajame
zlava s (2, 2, 1)-polom Bs, ktory ma len zafarbenia typu X3 p. Teda jeho vstupny
konektor S; musi mat kazda hranu zafarbeni inou farbou, ¢o je v spore s tym,
ze vystupny konektor (2, 2, 1)-p6l By ~ e ma zafarbené obe hrany rovnakou far-
bou. Tym dospejeme k zaveru, ze (2, 2, 1)-pol B, ~ e, a teda aj vysledny graf

(G; ~ e nie je v tomto pripade hranovo 3-zafarbitelny.

Druha moznost, kedy By ~ e je typu X g je trividlna. Stac¢i si uvedomit, Ze ak
by existovalo zafarbenie grafu G; ~ e také, ze By ~ e méa konektory zafarbené

typom X, g, tak by bol zafarbitelny® aj snark Gj, ¢o je spor.

2. Sivé hrana e je z mnoziny e € Ey(G;). Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme,

7e hrana e patri’ najlavejSiemu (2, 2, 1)-pélu B! (3)[1].

Pod (2, 2)-polom Bz ~ r = B! (3)[1] ~ r mame na mysli (2, 2)-pol, ktory
vznikne potlacenim reziduélnej hrany r na (2, 2, 1)-pole B!_(3)[1] (pozri obrazok
2.9). Vstupny konektor S; ma hrany S; = (e, f) a vystupny konektor Sy méa zase
hrany S = (g, h).

Dalej pod (2, 2, 1)-polom B! ,(4)[1] ~ e mame na mysli (2, 2, 1)-pol, ktory
vznikne napojenim vystupného konektoru (2, 2)-pélu B ~ r na vstupny ko-
nektor S (2, 2, 1)-pélu Bs.

Pozrime sa na to, akymi sposobmi vieme zafarbit hrany na konektoroch (2, 2)-polu
B3 ~ r. Znacenia objektov preberdme z obrazku 2.9. Vieme, Ze oba Peterse-
nove negatory By a Bj musia byt zafarbené niektorym z typov X, g. To znamena,
ze prave jeden z ne-rezidualnych konektorov pre kazdy z tychto (2, 2, 1)-p6lov méa
zafarbené obe hrany rovnakou farbou. Z toho vyplyva, ze bud c(e) = ¢(f) a st-
¢asne c(g) = c(h) alebo ¢(k) = ¢(l) a stucasne c(e) # c(f) A c(g) # c(h). Ukadzeme
teraz, Ze pre oba pripady je (2, 2, 1)-pol B!_,(4)[1] ~ e hranovo nezafarbitelny.

Pripad kedy ¢(g) = ¢(h). V tomto pripade ma vystupny konektor Sy (2, 2)-polu
B3 ~ r zafarbené obe hrany rovnakou farbou. Stic¢asne plati, ze hrany na konek-
toroch (2, 2, 1)-pélu B; sa daju zafarbit len typom X3 p. Inak povedané jeho
vstupny konektor S; musi mat obe hrany zafarbené kazdu inou farbou. Vieme,
7e tieto dva konektory zjednocujeme, ked konstruujeme (2, 2, 1)-pol B!, (4)[1].
Preto nie je mozné (2, 2, 1)-pol B!_,(4)[1], a teda ani vysledny graf G; ~ e za-

farbit troma farbami.

Druhy pripad, kedy c(e) # c(f) A c(g) # ¢(h). Je Tahké si uvedomit, ze v tomto
pripade ma (2, 2, 1)-pol B!, (4)[1] ~ e zafarbené obe hrany na vstupnom konek-

Petersenov negator By je zafarbitelny len pre zafarbenia konektorov typu Xo s.
"Je jeho rezidualnou hranou r.
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tore kazdu inou farbou Sucasne vieme, ze najpravejsi (2, 2, 1)-pol B;_1(3)[—1] je
zafarbitelny len typy X3 p. Z toho vyplyva, ze vysledny (2, 2, 1)-pél B, ~ e
moze byt zafarbitelny jedine ak, tak pre typy zafarbenia konektorov X; ; p.
Lenze aj povodny (2, 2, 1)-pol B;_; vieme zafarbit pre Tubovolny z tychto ty-
pov zafarbenia konektorov, a predsa vysledny graf G; je hranovo nezafarbitelny.
Preto mézeme usudit, Ze ani v tomto pripade nie je zafarbitelny vysledny graf
G; ~ e, lebo ak by bol, bol by zafarbitelny aj snark G;.

3. Mnozina hrén e € E3(G;). Hrany z tejto mnoziny nie st sucastou niektorého z naj-
lavejsieho/najpravejsieho (2, 2, 1)-polu B!, (3)[+1], 0 < I < 2, ani nevznikli z
jeho visiacej hrany. Preto po potla¢eni Tubovolnej sivej hrany e € F3(G;) ostant
(2, 2, 1)-poly B!_,(3)[%1] zachované.

Vieme, Ze Tubovolny (2, 2, 1)-p6l Bs méa mozné zafarbenia konektorov len typu
X3 p. Potom ale (2, 2, 1)-p6l B;_; ~ e nemdze byt zafarbeny typom X;_; g,
lebo jeho vstupny konektor S; je totozny so vstupnym konektorom (2, 2, 1)-pélu
B;_1(3)[1] a vystupny konektor Sy je zase totozny s vystupnym konektorom

(2, 2, 1)-polu B;_1(3)[—1]. Preto vysledny graf G; ~ e nie je hranovo 3-zafarbitelny.

]

Obr. 2.9: (2, 2)-pol Bs po potlaceni rezidualnej hrany r

2.4.2 Dokaz pre fialové hrany

Pripomenme si, Ze pre fialové hrany e € Ep; chceme dokazat, Ze hodnota Kaszonyiho
funkcie ¥(G;, €) je pre nasledovna: (Gy, €) = 20 . 390) pricom f(i) =3-27* -2 a
g(i) = 3. 211,

Moézeme si uvedomit, ze graf G; ~ e, ktory vznikne z rota¢ného binarneho snarku
G, potlacenim fialovej hrany e je izomorfny s grafom, ktory vznikne spojenim visia-
cich hran dvoch kopii (2, 2, 1)-polu B;_5 a dvoch kopii (2, 2, 1)-polu B;_; tak, ako je

vyobrazené na obrazku 2.10.
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Obr. 2.10: Rota¢ny bindrny snark G; po potlaceni fialovej hrany

Nakolko i > 6 vieme, Ze pripustné zafarbenia konektorov (2, 2, 1)-polov B;_; a
B;_o st len typu X;_1 p a X;_2 p. Rozoberme mozné hranové farbenia hran, ktoré nie
st sucastou ziadneho z (2, 2, 1)-polov B;_; ani B;_5 za predpokladu, ze (2, 2, 1)-poly
mozeme zafarbit len typom X, 1 p respektive X; o p. Nazvy hran uvazujeme podla
obrazku 2.10.

Bez ujmy na vSeobecnosti moézeme zafarbit hranu r farbou 1. Vieme, Ze pri lu-
bovolnom z typov X; p je rezidualna hrana jednou z troch visiacich hrén, ktoré su
zafarbené rovnakou farbou. f)alej vieme, ze vstupny aj vystupny konektor ma za-
farbené obe hrany kazdu inou farbou. Z toho vyplyva, Ze jedna hrana na vstupnom
aj vystupnom konektore musi byt zafarbena farbou 1. Zafixujme si, Zze zvysSné hrana
na vstupnom konektore Sy (2, 2, 1)-pélu B;_» bude zafarbena farbou 2 a zvy$né hrana
na jeho vystupnom konektore S, bude zafarbena farbou 3. Tymto sa zrejme nepripra-
vime o ziadne mozné farbenia, ale sticasne mame jednotlivé farby urcené dostatocne
jednoznac¢ne na to, aby sme nerozoberali aj také farbenia, ktoré vieme ziskat z inych
farbeni permutéaciou farieb.

Na zaklade tychto predpokladov existuju styri zafarbenia konektorov (2, 2, 1)-pélu
B;_s:

e Vstupny konektor S; = (e, f) (2, 2, 1)-pdlu B,_ je zafarbeny farbami ¢(S;) =
(1, 2) a vystupny konektor Sy = (k, l) je zafarbeny farbami ¢(S;) = (1, 3).
Potom vystupny konektor Sy = (h, g) (2, 2, 1)-pélu B._, moze byt zafarbeny bud
c(S2) = (2, 1) alebo ¢(S5;) = (1, 2), lebo B]_, musi mat zafarbenie konektorov
typu X;_2 p.

Ak ¢(S3) = (2, 1), potom hrany f, g si zafarbené farbou c(f) = ¢(g) = 2.
Z toho vyplyva, Ze hrana r’ musi byt zafarbena tiez farbou 2. Lenze stuc¢asne plati

c(e) = ¢(h) = 1, z éoho vyplyva, Ze rezidualna hrana r’ (2, 2, 1)-p6lu B;_; musi
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byt zafarbena farbou 1, ¢o je spor. Preto v tomto pripade neexistuje zafarbenie

vysledného grafu.

Pripad kedy ¢(S2) = (1, 2) rozoberame na konci zoznamu, sucasne pre vsetky

Styri moznosti, nakolko ho je mozné zovseobecnit.

e Zafarbenie vstupného konektoru (2, 2, 1)-polu B;_s je ¢(S1) = (1, 2) a vystup-
ného ¢(Sz) = (3, 1). Potom zafarbenie hran g, h moze byt c¢(g) = 2 a ¢(h) = 1
alebo ¢(g) =1 a c(h) = 2.

Ak ¢(g) = 2 a ¢(h) = 1 dospejeme analogickymi tvahami k zéveru, ze hrana r’

by musela byt stcasne zafarbena farbou 1 a 2, ¢o je spor.

Pripad kedy ¢(g) = 1 a ¢(h) = 2 rozoberame na konci, spolo¢ne pre vsetky

moznosti.

e Zafarbenie vstupného konektoru (2, 2, 1)-polu B;_5 je ¢(S1) = (2, 1) a vystup-
ného ¢(S2) = (1, 3). Potom zafarbenie hran g, h moze byt ¢(g) = 1 a c(h) = 2
alebo ¢(g) =2 a c(h) = 1.

Ak ¢(g) = 1 a ¢(h) = 2 dospejeme analogickymi uvahami k zaveru, ze hrana r’

by musela byt stcasne zafarbena farbou 1 a 2, ¢o je spor.

Pripad kedy ¢(g) = 2 a ¢(h) = 1 rozoberame na konci, spolo¢ne pre vsetky

moznosti.

e Zafarbenie vstupného konektoru (2, 2, 1)-polu B;_5 je ¢(S1) = (2, 1) a vystup-
ného ¢(S2) = (3, 1). Potom zafarbenie hran g, h moze byt c¢(g) = 1 a ¢(h) = 2
alebo c¢(g) =2 a c(h) = 1.

Ak ¢(g) = 1 a ¢(h) = 2 dospejeme analogickymi uvahami k zaveru, ze hrana r’

by musela byt stcasne zafarbena farbou 1 a 2, ¢o je spor.

Pripad kedy ¢(g) = 2 a ¢(h) = 1 rozoberame na konci, spolo¢ne pre vsetky

moznosti.

Teraz zovseobecnenim naraz rozoberieme pripad, ktory sme si u vSetkych Styroch moz-
nosti nechali na neskor. Mézeme si vSimnut, Ze u vSetkych Styroch pripadov st hrany
e, g zafarbené nejakou farbou c(e) = ¢(g) = a, zatial ¢o hrany f, h st zafarbené far-
bou ¢(f) = ¢(h) = b, pricom a # b. Nech tretia farba je formalne zna¢ena ako c. V
zavislosti od toho, ¢i hranu 7’ zafarbime farbou a, b alebo ¢ dostaneme jednoznacéné
farbenie zvy$nych hran m, n, ktoré vyplyva z toho, ze (2, 2, 1)-pdly B;_1 a B._; mozu
mat konektory zafarbené len typom X;_; p.

Konkrétne, ak ¢(r') = a, potom st B;_; aj B,_; typu X;_1,1 a hrany m, n zafarbime
farbami ¢(m) = a, ¢(n) = c.

Naopak ak ¢(r') = b, potom s B;_; aj Bi_; typu X;_1 3 a ¢(m) =3, ¢(n) = 2.
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Pri poslednej moznosti ¢(r') = ¢ musia mat (2, 2, 1)-pdly B;_; a B._; zafarbené
konektory typom X;_; o, ¢o implikuje ¢(m) = ¢(n) = 3.

Tym padom pri kazdom zo Styroch pripadov dospejeme k rovnakému zéaveru, ze
existuju tri rozne zafarbenia hran, ktoré nie si stcastou ziadneho z (2, 2, 1)-polov
B;_1 ani B;_5. Dokopy preto existuje 12 roznych zafarbeni tychto hrén, ak predpokla-
dame, ze (2, 2, 1)-poly B;_; a B;_» maju konektory zafarbené typom X;_; p respektive

Xi_2 p a neuvazujeme permutacie farieb.

Vieme, Ze ak neuvazujeme permutéacie farieb, potom hodnotu Készonyiho funkcie
(G, e) ziskame ako pocet moznych hranovych farbeni grafu G; ~ e predeleny ¢islom
3 . Vzhladom na to, ze zafarbenia v ramci jednotlivych (2, 2, 1)-polov B;_; a B;_5 s
od seba pri fixnom zafarbeni hrén na konektoroch nezavislé, vysledny pocet farbeni

ziskame ako sucin:
% .12 Xz?—l,D . Xi2—2,D — 4. (221'*4—1 . 32i*4)2 . (221'*5—1 . 321'*5)2 _ 23-2*‘*—2 . 33-2%4'

Odtial dostavame, ze ¥(G;, €) = 27() -390 pricom f(i) = 3-217* —2, (i) = 3-2"~4,

2.4.3 Dobkaz pre modré hrany

Zagneme tym, Ze urobime analyzu poé¢tu réznych hranovych 3-farbeni (1, 2, 1)-polov
a (2, 1, 1)-polov B; ~ e, ktoré vzniknu z (2, 2, 1)-polu B; potlac¢enim niektorej z visia-
cich hréan na vstupnom alebo vystupnom konektore. Po¢ty réznych hranovych 3-farbeni
budeme pocitat v zavislosti do zafarbenia hran na konektoroch. Myslienka celkovej ana-
Iyzy je zalozena na rekurentnych vztahoch a je podobna tej, ako sme pocitali pocty
u hranovych 3-farbeni na (2, 2, 1)-péloch B;.

Budeme uvazovat, ze (2, 2, 1)-pél B; mé konektory S; = (e, f), S2 = (g, h)
a S3 = (r). Analyzu urobime poriadne len pre (1, 2, 1)-p6l By ~ e, nakolko zvy$né
multipoly By ~ f, By ~ g a By ~ h ju maju myslienkovo v podstate rovnaki. Pripo-
menme si, ze rozbor moznych farbeni (1, 2, 1)-polu By ~ ey sme uz urobili v predosle;j
kapitole (pozri obrézok 2.5 a tabulku 2.3). Pre potreby d'alsieho smerovania dokazu je
pre nas vyhodné si (1, 2, 1)-poly B; ~ e, i > 3 zadefinovat nasledovnym rekurentnym

sposobom:

Nech i > 3 je Tubovolné celé ¢islo. Predpokladajme, Ze uz vieme skonStruovat
(1, 2, 1)-pdl B;_1 ~ e. Potom pod (1, 2, 1)-pélom B; ~ e mame na mysli taky (1, 2, 1)-
pol B; ~ e = (B;_1 ~ e) ® B;_1, ktory vznikne spojenim (1, 2, 1)-pélu B;_; ~ e
s (2, 2, 1)-pélom B;_;. Pre lepsiu predstavu pozri obrazok 2.11.
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Pocty roznych hranovych farbeni pre jednotlivé typy zafarbeni konektorov X; ,(e),
a € {A, B, C, D} prei > 3 ur¢ime na dvakrat. Najprv pre i = 3 a néasledne pre ostatné
hodnoty.

Pre ¢ = 3 ur¢ime hodnoty len pre typy X5 ¢(e) a X3 p(e). Hodnoty ostatnych typov
nebudeme pri dokaze potrebovat. Dévodom za tym je to, ze (2, 2, 1)-p6l Bs, na ktorom
potla¢ime hranu e nie je vysledny (2, 2, 1)-pdl, z ktorého je zloZeny snark G;, ale sa
zlava spaja s dalsim (2, 2, 1)-polom Bj. Ten je zafarbitelny len pre typy X3 p, a teda
hrany na jeho vstupnom konektore S; st zafarbené kazda inou farbou. Z toho vyplyva,
7ze hrany na vystupnom konektore (1, 2, 1)-p6lu B3 ~ e musia byt zafarbené tiez kazda
inou farbou. Preto jedinymi potencidlne vyhovujacimi typmi zafarbeni konektorov su
X3 c(e) a X3 ple).

Obr. 2.11: (1, 2, 1)-p6l Biyq ~ €

Vieme, ze (1, 2, 1)-p6él Bz ~ e vznikne ako B3 ~ e = (By ~ €) ® Bsy. (2, 2, 1)-p6l
By mé po jednom zafarbeni pre Iubovolny z typov X, g, ktoré st Specifické tym, ze
obe hrany na jednom z nereziduéalnych konektorov s zafarbené rovnakou farbou (pozri
tabulku 2.2). Vieme, Ze v tomto pripade to bude vstupny konektor, nakol'ko vysledny
(1, 2, 1)-pol je typu X3 o (e) alebo X3 p(e). Z toho vyplyva, ze (1, 2, 1)-pol By ~ e moze
byt zafarbeny len typmi X, 4(e) alebo X3 g(e). O hodnotéach typu X a(e) a Xo p(e)
plati X5 a(e) = 0 a Xy g(e) = 1 (pozri tabulku 2.3). Da sa potom ukazat, ze ak si
zafixujeme farby na konektoroch vysledného (1, 2, 1)-pélu Bz ~ e, tak existuju Styri
mozné zafarbenia, po dve pre oba typy. Inak povedané, X3 ¢(e) = X3 p(e) = 2.

Detailnejsi rozbor: nech (1, 2, 1)-polu Bs ~ e je typu X5 ¢(e). Potom bez ujmy
na vseobecnosti ¢(f) = c¢(g) = 1 a c(h) = ¢(r") = 2. KedZe (1, 2, 1)-pol By ~ e je typu
Xy, p(e), mozu byt hrany k, [ zafarbené obe bud farbou 2 alebo farbou 3. V prvom
pripade je (2, 2, 1)-p6l typu Xs 5 a v druhom typu Xs 4, ¢o st vSetky moznosti. Preto
X3 o(e) = 2.

Analogicky dospejeme k zaveru, ze pre (1, 2, 1)-pol Bs ~ e typu X3 p(e) existuju

dve rozne vnutorné zafarbenia. Vieme, Ze v oboch pipadoch je (1, 2, 1)-pél By ~ e
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typu Xs p(e). Ak je jeho vystupny konektor zafarbeny farbou 2, potom je (2, 2, 1)-pdl
typu Xs 6, a ak je jeho vystupny konektor zafarbeny farbou 3, potom je (2, 2, 1)-pdl
typu Xy 4.

Analyzu pre (1, 2, 1)-poly B; ~ e, i > 4 spravime cez pomocnu lemu, ktora doka-
zeme pomocou matematickej indukcie. Myslienkovo podobny doékaz sa vyuzije s drob-
nymi tpravami aj pri dokaze Kaszonyiho funkcie pre ostavajice typy hran. Preto ho
prvykréat spravime poriadne a nasledne sa na myslienky z neho budeme uz len odvola-

vat.

Lema 2.4.4. Nech B; ~ e je (1,2, 1)-pdl, ktory vznikol z (2, 2, 1)-pdlu potlacenim
hrany e vstupného konektoru Sy = (e, f) prei > 3. Potom pre pocty roznych hranovyjch
3-farbent pre jednotlivé typy zafarbenia konektorov platia vztahy: X; a(e) = X; p(e) =0
a X; o(e) = X; p(e) =299 .3/ pricom g(i) = 2172 a f(i) =272 — 1.

Doékaz. Dokaz urobime matematickou indukciou. Pre bazu ¢ = 3 staci overit, ze hodnoty
X3 c(e) = X3, p(e) = 2 vyhovuju vyssie uvedenym vztahom.

Pre i > 3 je dokaz pre typy X; a(e) = X; p(e) = 0 pomerne lahky. Vieme,
ze (1, 2, 1)-pol B; ~ e vznikne spojenim B; ~ e = (B;_; ~ €) ® B;_. Dalej vieme,
ze pripustné farbenia konektorov (2, 2, 1)-polu B;_; su len typu X;_; p, teda také
pri ktorych st obe hrany zafarbené kazda inou farbou. Z toho moézeme usudit, Ze vy-
sledny (1, 2, 1)-pol B; ~ e nie je mozné zafarbit pred tie typy zafarbenia konekto-
rov, kde st obe hrany na vystupnom konektore zafarbené rovnakou farbou. Preto
Xi ale) = X; gle) =0.

Pre doékaz zvy$nych dvoch typov vyuZijeme rekurentné vztahy. Farbenia (1, 2, 1)-
polu B;_ 1 ~ e budeme pocitat v zavislosti od poc¢tu farbeni pre typy zafarbenia ko-
nektorov (2, 2, 1)-polu B; 1 a (1, 2, 1)-polu B; ~ e. Nazvy hran preberame z obrazku
2.11.

Rozoberme najprv pripad, kedy (1, 2, 1)-p6l B; ~ e méa konektory zafarbené typom
X c(e). Bez ujmy na vSeobecnosti st v tomto pripade hrany f, g, h, 7" zafarbené
nasledovnym spdsobom: ¢(f) = ¢(g) = 1 a c¢(h) = ¢(r”) = 2. Mame teraz dve moznosti
ako zafarbit konektory (1, 2, 1)-polu B;_; ~ e. Ak ich zafarbime typom X, 1 ¢(e),
potom dostavame c(k) = 1 a ¢(l) = ¢(r) = 3. Z toho vyplyva, ze B;_; musi byt typu
Xi-1,1. V druhom pripade ak B;_; ~ e je typu X, 1 p(e) plati, ze c(k) = ¢(r) = 3
ac(l) =1, ateda B;_1 je typu X; 1 9.

Analogickymi tivahami sa da dospiet k zaveru, ze ak (1, 2, 1)-pol B; ~ e ma ko-
nektory zafarbené typom X; p(e), tak potom mozné zafarbenia konektorov multipolov
B;_1 ~ e a B;_ st nasledovné: bud B;_1 ~ e je typu X;_1 ¢(e) a B;_1 je typu X;_1 o,
alebo B;_1 ~ e je typu X;_1 p(e) a B;—; je typu X;_1 3.
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Zvysok vyriesime vyuzitim indukéného predpokladu:

Xicle)=Xio1c(e)- Xici1+Xic1 ple) - Xim1,2 = (Xic1,c(e)+ Xio1 ple) - (Xiz1,p) =

=92. (Qg(i—l) . 3f(i—1)) Cf(i=1) | gg(i=1) _ 9273 320731

Xiple)=Xirc(e) Xi1,2+ Xi1ple) Xjoq3=--- =22 .31
Odtial dostéavame pozadované hodnoty funkcif g(i) =23 a f(i) =273 —-1. [

Prejdime teraz k analyze (1, 2, 1)-polom B; ~ f (pozri obrazok 2.12), ktoré vzniknu
potlacenim visiacej hrany f na (2, 2, 1)-pole B;. Postup je rovnaky ako v predoslom
pripade. Za¢neme analyzou farbeni (1, 2, 1)-pélu By ~ f = (By ~ f3) ® By, pricom
vyuzitim argumentov ako v predoslom pripade prideme k zéveru, Ze nas zaujimaji len
pocty farbeni typu X5 «(f) a X3 p(f).

Moézeme nahliadnut, Zze oba typy zafarbeni konektorov je mozné ziskat, len ak za-
farbime konektory (1, 2, 1)-polu Bs ~ f5 typom Xo 4(f2) alebo Xs 5(f2). f)alej vieme,
ze typ X a(f2) ma nula hranovych zafarbeni (pozri tabulku 2.3). Nasledne je Tahké
obdobnym rozborom ako v predoslom pripade prist na to, ze X3 o(f) = X35, p(f) = 2.

Pre ilustrativnost, jednotlivé zafarbenia vieme ziskat nasledovnym sposobom:

Xsof) =XoB(fo) (Xou+Xo5)=14+1=2

X3 p(f) =X, B(f2) (Xoa+Xog)=14+1=2

Obr. 2.12: (1, 2, 1)-p6l Biyy ~ f

Vsimnime si, ze hodnoty farbeni (1, 2, 1)-pélu B3 ~ f st rovnaké ako to bolo aj
pri (1, 2, 1)-pole Bz ~ e. Z toho dévodu je postup dokazu od tohto bodu analogicky s
dokazom farbeni pre (1, 2, 1)-pol B; ~ e. Jeho zaverom je, Ze platia nasledovné rovnosti
vztahov: X; o(f) = Xi. p(f) = Xi c(e) = Xi p(e).
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Pri analyze farbeni (2, 1, 1)-polov B; ~ g a B; ~ h si staé¢i si uvedomit, ze medzi
kazdym (1, 2, 1)-polom B; ~ e a (2, 1, 1)-pélom B; ~ g pre fixné i existuje zobra-
zenie p', ktoré zachovava Struktiru grafu a len vymeni vstupny a vystupny konektor.
Analogicky argument mozeme pouzit pre (1, 2, 1)-pol B; ~ f a (2, 1, 1)-pél B; ~ h.

Preto plati: X; ¢(9) = Xi p(9) = Xi.c(h) = X; p(h) = X; c(e) = X; ple).

Na zaver ostava rozobrat mozné farbenia grafu G; ~ e, ktory vznikne potlac¢enim
modrej hrany e z obrézka 2.13 na rota¢nom bindrnom snarku G;. Je Tahké nahliadnut,
ze vysledny pocet hranovych 3-farbeni bude rovnaky aj pre ostatné potlacené modré

hrany.

Obr. 2.13: Rota¢ny binarny snark G; po potlaceni modrej hrany e.

Ak neuvazujeme permutacie farieb® u hran vyznacenych na obrazku 2.13, potom
existuju tri rozne zafarbenia vyznacenych hran vysledného grafu G; ~ e (zatial neuva-
zujeme farbenia riadnych hran v ramci multipolov).

V prvom pripade, ak ma (1, 2, 1)-pdl By ; ~ e zafarbenie konektorov typu X; i ¢(e)
a (1, 2, 1)-pol B? | ~ e zafarbenie typu X;_; p(e), bude (2, 2, 1)-pol B}, typu X;_1.».
Zafarbenie hran je c(rg) = c(h) = ¢(l) = 1, ¢(r1) = c(f) = c(g) = 2 a c(r2) = c(k) = 3.

V pripade ak (1, 2, 1)-pol BY | ~ e je typu X; 1 p(e) a (1, 2, 1)-pol B, ~ e typu
Xi-1.c(e), bude (2, 2, 1)-pol B} ; typu X;_ 1 o. Zafarbenie hran je c(ro) = c(g) = 1,
c(r1) =c(k) =c(l) =2 ac(ry) = c(f) =c(h) = 3.

V tretom pripade st oba (1, 2, 1)-poly typu X;_1 p(e). (2, 2,
typu X,_1 3 a zafarbenie hran je c(ro) = c(g) = 1, ¢(r1) = ¢(f) = c¢(h) = ¢(l) = 2
a c(ry) = c(k) = 3.

1)-pol B} , je potom

8Zafixujeme si napriklad c(rg) = 1, ¢(r1) = 2, c(ry) = 3.
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Este si uvedomme, Ze oba(1, 2, 1)-pdly BY | ~ ¢ a B? | ~ e nemdzu byt naraz
typu X;_1 ¢(e), lebo potom by sme hranu h museli naraz zafarbit farbami 1 a 3, ¢o je

v spore s definiciou farbenia.

Je Tahké nahliadnut, Ze ak neuvazujeme permutécie farieb, potom zafixovanie farieb
okolo centralneho vrchola a nasledny vyber typu zafarbenia konektorov (1, 2, 1)-pélov
BY | ~ea B? | ~ e jednoznacne urcuje zafarbenie vietkych hran, ktoré nie st riadnou
hranou ziadneho z multipélov na obrazku 2.13.

Nakol'ko neuvazujeme permutécie farieb, hodnotu Kéaszonyiho funkcie ¢ (G;, e) pre
modré hrany e € E,; ziskame ako pocet moznych hranovych farbeni grafu G; ~ e

predeleny c¢islom 3, teda:

1 i—4 i— i— i— i— i—
W(Gy, €) = 5'3'Xz‘—1,c(€)2'Xi—1,D — 92711 g2 4_(22 ‘.32 471)2 _ 9321741 32742

2.4.4 Dokaz pre zelené hrany

Dokaz je myslienkovo velmi podobny dokazu modrych hran, preto sa v nom zame-
riame len na tie Casti, ktoré si v niecom iné. Pdjde predovSetkym o rozbor farbeni
niektorych mensich multipélov. Dokaz urobime len pre zelent hranu, ktora vznikla na-
pojenim visiacej hrany r najlavejsieho Petersenovho negatoru By = B;_1(2)[1] na koren
v =v(B;-1(3)[1]) najlavejsicho (2, 2, 1)-pélu By = B;_1(3)[x]. Dokaz pre ,najpravejsiu“
zelent hranu je analogicky.

Zatnime rozborom poctu réznych hranovych farbeni (2, 2, 1)-polu Bz ~ e, kde e
je zelend hrana (pozri obrazok 2.14). (2, 2, 1)-pdél By ~ e je mozné definovat aj ako
(2, 2, 1)-pol, ktory vznikne napojenim hran vystupného konektora (2, 2)-pélu By ~ r
na Petersenov negator Bs. Takato definicia (2, 2, 1)-p6lu Bs ~ e je pre analyzu moz-

nych farbeni (2, 2, 1)-pélu Bs ~ e vyhodnejsia.

Obr. 2.14: (2, 2, 1)-p6l B3 ~ e ako napojenie (2, 2)-polu By ~ 1 na (2, 2, 1)-pél By

Pripomenme si, Ze farbenia (2, 2)-p6lu By ~ r sme uZ rozobrali v predoslej kapitole.
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Je mozné si ich pozriet v tabulke 2.3. Taktiez pozname mozné farbenia (2, 2, 1)-pélu
By (pozri tabulku 2.2).

Dalej si pripomefime, 7e na to, aby mohol byt vysledny graf G; ~ e zafarbitelny
musi byt (2, 2, 1)-p6l B;_1 ~ e zafarbitelny pre niektory z typov zafarbeni konektorov
Xi_1 5. Sucasne vieme, ze najpravejsi (2, 2, 1)-pol Bz je mozné zafarbit len typom
X3, p. Preto pozadujeme, aby vstupny konektor Sy (2, 2, 1)-pélu B;—; ~ e, ktory je
stcasne vstupnym konektorom (2, 2)-polu By ~ r mal zafarbené obe hrany rovnakou
farbou.

Tym padom nam staci rozobrat farbenia (2, 2, 1)-polu Bs ~ e typu Xj g také,
ze hrany zafarbené rovnakou farbou st hrany e a f zo vstupného konektoru Sj.

Pre kazdy z typov X3 4, X3 5 a X3 ¢ existuji Styri rozne zafarbenia vnutornych hran
(2, 2, 1)-pdlu By ~ e a je ich mozné ziskat nasledovnym spésobom:

Xga=Xooq Xog+Xoog Xos+Xos-Xou=1+1+2=4

X35 =Xoa Xou+XooXog+ Xos-Xos=4

X36=Xoa Xoa+ Xoo-Xos+ X5 Xog=4

Analyzu poc¢tov farbeni pre (1, 2, 1)-pdly B; ~ e pre ¢ > 4 spravime cez pomocnil
lemu. Dokaz je myslienkovo podobny dokazu Lemy 2.4.3 pre modré hrany, preto ho

uvadzame v skratenej forme.

Lema 2.4.5. Nech prei > 3 je B; ~ e (2, 2, 1)-pdl, ktory vznikol potlacenim ,lavej“ ze-
lenej hrany. Potom pre pocty réznych hranovich 3-farbent pre jednotlivé typy zafarbenia
konektorov typu X; g plati X; g = 270390 pricom f(i) =22 +i—2 a g(i) = 273~ 1.

Dékaz. 1dea dokazu spociva v tom, Ze (2, 2, 1)-pol B;_; ~ e spajame zlava s (2, 2, 1)-
polom B;_;, o ktorom vieme, Ze je zafarbitelny len pre typy konektorov X;_; p. Pocty
roznych farbeni pre jednotlivé zafarbenia konektorov uz pozname, je mozné si ich pri-
pomentt z tabulky 2.2.

Lahko overime, Ze pre bazu i = 3 vztah plati. Nasledne pomocou matematicke;j
indukcie vyuzitim rekurentnych vztahov z tabulky 2.2 je mozné dokézat, ze pre i > 4
plati vyssie zmieneny vztah. Pre lepsiu predstavu ukdzeme, ako vieme vypocitat pocet
farbeni pre zafarbenie konektorov typom Xj; 4. Zvysné dva typy X; 5 a X; ¢ je mozné

dokazat obdobnym sposobom.

Xia=Xio15 - Xig1+Xis15 - Xis1 0+ Xis16- Xic12+ Xim16- Xis13 =

4.2 3 g2l 92—l 92t 92t 02 g2

]

Pre urcenie vysledného poc¢tu hranovych farbeni rota¢ného binarneho snarku G,
(pre pripomenutie pozri obrazok 2.3) po potlaceni zelenej hrany e je potrebné uro-

bit rozbor, v ktorom ur¢ime pocet hranovych farbeni vysledného grafu G; ~ e za
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predpokladu, Ze jeden z jeho (2, 2, 1)-pdlov B;_1 ~ e je zafarbitelny len pre zafarbe-
nia konektorov typu X;_; ¢ a zvysné dva (2, 2, 1)-poly B;_; su zafarbitelné zase len
pre zafarbenia konektorov typu X;_1 p. Rozbor urobime dokladne, nakolko sa nan bu-
deme odvolavat eSte aj neskor — pri dokaze pre Cervené a oranzové hrany. Pri rozbore

ako zvyc¢ajne neuvazujeme permutéacie farieb na konektoroch.

Bez ujmy na vieobecnosti nech (2, 2, 1)-pol BY ; je ten, v ktorom potlac¢ame hranu
e a ktorému farbime konektory typom X;_; g. f)alej mozeme predpokladat, ze hrany
na jeho vstupnom konektore st zafarbené rovnakou farbou. Rozbor pre druht moznost

je analogicky. Znacenie hran pri rozbore preberdme z obrazku 2.3.

Zac¢nime rozbor moznostou, kedy (2, 2, 1)-p6l BY? ; ma hrany na konektoroch za-
farbené typom X, ; 4. Aby sme sa vyhli permutaciam farieb moézeme predpokladat,
ze c(e) = c(f) = c(ro) =1, ¢(g9) = 2 a ¢(h) = 3. V tomto pripade musi (2, 2, 1)-pol
B} ;| mat zafarbené konektory typom X; 1 1 a (2, 2, 1)-pol BZ ; bude zase typu X;_1 3.
Toto farbenie je jednoznac¢né a zafarbi ostavajice hrany, ktoré nie st riadnymi hranami
niektorého z (2, 2, 1)-p6lov nasledovnym sposobom: ¢(k) = ¢(r1) = 2 ac(l) = ¢(ry) = 3.
Iné moznosti pre (2, 2, 1)-pél B;_; nie su, pretoze ak by sme zafarbili konektory
(2, 2, 1)-pol B}, typom X;_1 2 alebo typom X;_; 3, tak potom ostavajicemu (2, 2, 1)-
polu B? | by sme vedeli dofarbit konektory len typom X; i g, ¢o nepripustame.

Rozoberme teraz moznost kedy je (2, 2, 1)-pél BY ; typu X;_; 5. Ak si zafixujeme
farby, tak vyskasanim v8etkych troch moznych typov zafarbeni X; ; 1, X;_12a X;_1 3
konektorov (2, 2, 1)-pélu B} ; dospejeme k zaveru, Ze jedind pripustnad moznost je
zafarbenie typu X;_1 1. Vtedy je (2, 2, 1)-pol B? | zafarbeny typom X, ; 2. Vysledné
zafarbenie hran je nasledovné: c(e) = ¢(f) = c¢(h) = c(re) =1, ¢(g) = c(k) = ¢(r1) = 2
ac(l) = c(rg) = 3.

Pri poslednej moznosti je zafarbenie konektorov (2, 2, 1)-pél BY ;| typu X; ;6. Vy-
sktganim moznych zafarbeni konektorov (2, 2, 1)-polu B} | typmi X; ; p dospejeme
k zéveru, ze jediné pripustné farbenie konektorov (2, 2, 1)-pélu je X, 1 2. V tomto
pripade je (2, 2, 1)-polu B? | zafarbeny typom X; ;3 a farbenie hran je nasledovné:
cle) =c(f)=clg) =c(r1) =1, c(h) =c(l) = c(ra) =2 a c(k) = c(ry) = 3.

Zaverom nasej analyzy je, zZe ak neuvazujeme permutéacie farieb, tak pre kazdy z ty-
pov farbeni X; ;1 s (2, 2, 1)-polu B} ; existuje jediné zafarbenie hran na konektoroch

zvysnych dvoch (2, 2, 1)-polov.

Ked pozname mozné farbenia hran na konektoroch (2, 2, 1)-polov BY |, B} ; a B? |,
vieme vy¢islit celkovy pocet hranovych 3-farbeni na rota¢nom binarnom snarku G; po
potlaceni zelenej hrany e. Nakol'ko neuvazujeme permutécie farieb, hodnotu Kéaszony-
iho funkcie 1 (G;, €) pre zelené hrany ziskame ako pocet hranovych farbeni grafu G; ~ e

vydeleny ¢islom 3, teda ako:
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(Xicra X1 Xicas+Xicrs X1 - Xic1o+ Xicr6- Xic10- Xim13) =

Ll —

_ % 3-Xil1s- Xi2—1,D _ %22i4+i—3 . 321'*4—1 . (221'*4—1 . 321'*4)2 _ 23.2i*4+¢—5 . 33.22'*4—1‘

2.4.5 Dokaz pre ¢ervené hrany

Dokaz pre ¢ervené hrany urobime len pre ,najlavejsie” ¢ervené hrany. Dokaz pre naj-

pravejsie ¢ervené hrany je analogicky. Samotny dokaz rozdelime na dve casti:

1. dokaz cervenych hran, ktoré si riadnymi hranami druhého najlavejSieho Peter-

senovho negatoru B;_1(2)[2],

2. dokaz ¢ervenej hrany, ktora vznikla napojenim visiacej hrany r druhého najlavej-
Sieho Petersenovho negatoru By = B;_;1(2)[2] na koren v(B;_1(3)[1]) najlavejsieho
(2, 2, 1)-polu B;_1(3)[1].

Prva ¢ast dokazu cervenych hran. Uvedomme si, Ze riadne hrany Petersenovho
negatora By tvoria zjednotenie dvoch 5-cyklov C3 = vjvav4070301 @ C2 = v1020506U301 .
To nam umozni vyuzit Kaszonyiho tvrdenie 1.1.3, ktoré hovori, ze hodnota Készonyiho
funkcie ¥ (Gj, €) je pre tieto hrany rovnaka. Preto nam staci rozobrat mozné hranové
farbenia grafu G; ~ e po potlaceni jednej z tychto hran, napriklad hrany e = vyv,.

Mozné farbenia (2, 2, 1)-pélu By ~ e po potlaceni riadnej hrany e = vjvs sme uz
rozobrali v predog$lej kapitole a je mozné si ich prezriet v tabulke 2.3.

Potrebujeme zistit pocet hranovych farbeni (2, 2, 1)-p6lu Bs ~ e ktory vznikne
tak, ze (2, 2, 1)-pol By ~ e sprava spojime s Petersenovym negatorom. Pozadujeme
pri tom, aby (2, 2, 1)-p6l By ~ e mal konektory zafarbené typom X3 ¢ a aby hrany
na vstupnom konektore boli obe zafarbené rovnakou farbou (argumentécia za tym je
rovnaka ako u zelenych hran).

Nie je tazké overit, Ze poc¢ty tychto farbeni vieme ziskat nasledovnym spésobom:
X34=Xo 5 Xoo(e) + Xo - Xoa(e) + Xo 5 Xo1(e) + Xo6- X2 3(e)

X35 =Xo6 Xoole)+ Xo - Xoole) +Xou-Xoi(e)+ Xo 5 Xos(e)
X3 6=Xo4-Xoo(e)+ Xg5- X2,2(€), + Xo6- Xo 1(e) + Xo, 4 - Xo 3(e).

Dosadenim hodnét z tabulky 2.3 za premenné X, ;(e),j = 1, 2, 3 prideme na to,
ze vysledny (2, 2, 1)-pdl Bs ~ e ma tri rozne zafarbenia pre l'ubovolny z uvazovanych

typov zafarbeni konektorov, teda X5 4 = X35 = X356 = X3 5 = 3.
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Dokaz od tohto momentu kopiruje dokaz pre zelené hrany, len s inymi vstupnymi
hodnotami pre zafarbenia konektorov typu Xj s. Najprv vyuzitim rovnakych reku-
rentnych vztahov zistime pocty farbeni typu X; g pre (2, 2, 1)-pdly B; ~ e pre i > 4,
a nasledne ur¢ime vysledny pocet farbeni grafu G; ~ e.

Rozdiel oproti dokazu zelenych hran je len v tom, Ze poéiatocny (2, 2, 1)-pol Bs ~ e
po potlaceni Cervenej hrany e = v,v, mé tri rozne farbenia pre kazdy z typov X3 g,
zatial ¢o pri zelenych hranach ma pociatocény (2, 2, 1)-pol Bs ~ ez po potlaceni zelenej
hrany ey Styri rozne farbenia z typov X3 g.

Preto ak nejaky typ farbenia X; ;, 7 =4, 5, 6 (2, 2, 1)-p6lu B; ~ ez po potlaceni
zelenej hrany ey ma F(i, j) farbeni, tak ten isty typ X, ; pre (2, 2, 1)-pol B, ~ e
po potlaceni Tubovolnej ¢ervenej hrany e bude mat 3/4 - F(i, j) farbeni.

Z tohto vyplyva, ze hodnota Kaszonyiho funkcie 1(G;, e) pre tito mnozinu ¢erve-
nych hran je 3/4 - (G, ez), kde ¥(G;, ez) je hodnota Kaszonyiho funkcie rota¢ného

bindrneho snarku G; pre zelené hrany. Odtial dostavame:

¢(Gla 6) — 3/4 . ¢(G1,, 62) — 23'21.74—‘,-1‘—7 . 33.21'74.

V druhej ¢asti dékazu rozoberdme pocet farbeni grafu G; po potlaceni Cervenej
hrany, ktora vznikla napojenim visiacej hrany r druhého najlavejsicho Petersenovho
negatoru By = B;_1(2)[2] na korenr v(B;_1(3)[1]) najlavejsieho (2, 2, 1)-pélu B;_1(3)[1].
Tato ¢ast dokazu je tiez velmi podobna dokazu u zelenych hran. Za¢neme tym, Ze sa
pozrieme na (2, 2, 1)-pol, ktory vznikne potlacenim tejto ¢ervenej hrany e.

(2, 2, 1)-pol B3 ~ e po potlaceni ¢ervenej hrany e je (2, 2, 1)-pol, ktory vznikne na-
pojenim vstupného konektoru (2, 2)-pélu By ~ r na vystupny konektor Petersenovho

negéatoru By (pozri obrazok 2.15).

Obr. 2.15: (2, 2, 1)-p6l Bz ~ e ako napojenie (2, 2, 1)-polu By na (2, 2)-pol By ~r
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Opét nas zaujimaju len tie farbenia hran na konektoroch (2, 2, 1)-pol Bz ~ e,
u ktorych méa vstupny konektor S; zafarbené obe hrany rovnakou farbou.

Jednotlivé farbenia (2, 2)-polu By ~ r sme rozobrali uz v predoslej kapitole a je
mozné si ich pripomenuat v tabulke 2.3. Tiez pozndme mozné farbenia (2, 2, 1)-po6lu
By (pozri tabulku 2.2).

Nie je tazké overit, ze pre kazdy z typov X34, X355 a X556 (2, 2, 1)-polu B ~ e
existuju tri rozne farbenia. Tieto farbenia vieme ziskat nasledovnym sposobom: X3 4 =
Xoy-Xo =3, X35=Xo5-Xg,=3aX36=Xo6-Xo,=23.

Nasledne uz analogickymi tivahami ako v predoslom pripade je mozné dospiet k za-
veru, ze hodnota Készonyiho funkcie ¢(G;, €) pre tuto ¢ervent hranu rota¢ného binarny
snark G je tiez 1)(G;, e) = 232 =T 3327%

2.4.6 Dokaz pre oranzové hrany

Dokaz spravime len pre Styri [avé oranzové hrany z mnoziny Es. Dokaz pre zvysné Styri
pravé oranzové hrany z mnoziny E_s je mySlienkovo analogicky.

Pre pripomenutie, mnoZina $tyroch lavych oranzovych hran Es na (2, 2, 1)-pole
B;_1 je mnozina tych styroch oranzovych hran, ktoré vznikli spojenim niektorej zo Sty-
roch visiacich hran vstupného alebo vystupného konektoru druhého najlavejsiecho Pe-
tersenovho negatoru By = B;_1(2)[2] s visiacou hranou susedného (2, 2, 1)-polu B;_1(2)[1]
respektive B;_1(2)[3].

Dokaz sa lisi pre rozne oranzové hrany, preto ho urobime na viackrat. Aby sme sa
lepsie vedeli odkazovat na to, ktori hranu préve rozoberame pracovne si pomenujeme
kazdu z tychto Styroch hran. Predpokladajme, Ze hrany druhého najlavejsiecho Peter-
senovho negatoru By = B;_1(2)[2] st pomenované obvyklym sposobom (pozri obrazok
2.1). Potom oranzova hranu, ktora vznikne z visiacej hrany ey nazyvame hornd lavd
oranzovd hrana. Obdobnym spésobom definujeme postupne hrany, ktoré vzniknu z vi-

siacich hran fs, g a hy ako dolni lavi , horni pravi a dolni pravi oranZovi hranu.

Dokaz pre horni lavi oranzovia hranu. Najlavejsi (2, 2, 1)-pol Bs ~ e, ktory
vznikne potlac¢enim hornej [avej oranzovej hrany e si vieme zadefinovat aj ako (2, 2, 1)-
pol, ktory vznikne zla¢enim (2, 1, 1)-pél uBy ~ go s (1, 2, 1)-pélom By ~ ey (pozri
obréazok 2.16). Téato definicia je pre analyzu poctov farbeni vyhodnejsia, lebo pozname
poc¢ty farbeni multipolov By ~ gy a By ~ ey (pozri tabulku 2.3). Pre pripomenutie,
(2, 1, 1)-pdl By ~ g méa rovnaké pocty farbeni pre jednotlivé typy zafarbeni konektorov
ako (1, 2, 1)-pol By ~ es.

Ako sme uz argumentovali v dékazoch pre predoslé typy hran, na to, aby bol vy-
sledny graf G; ~ e zafarbitelny vyzadujeme od najlavejsieho (2, 2, 1)-polu B ~ e aby

bol typu X3 s a aby na jeho vstupnom konektore boli zafarbené obe hrany rovnakou
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Obr. 2.16: (2, 2, 1)-p6l B3 ~ e po potlaceni hornej Tavej oranzovej hrany e

farbou. Jednotlivé typy zafarbeni konektorov (2, 2, 1)-p6lu B ~ e je mozné ziskat zo

zafarbeni mensich multipélov nasledovnym spdsobom:
X34 = Xo ple2) - Xo c(g2) + Xo Ble2) - Xo p(ge) =1-14+1-2=3,

X3,5 = X2,B(€2) 'XQ,C(92) =1-1=1, X3,6 = X2,B(€2) 'Xz,D(gz) =1-2=2.

Poznamka 2.4.6. V predoslom odseku tvrdime, Ze je mozné ziskat typ X3 4 aj typ X35
pomocou toho istého typu zafarbenia konektorov na mensich multipéloch By ~ ¢
a By ~ ey. Je to skutocne tak, pretoze vysledny typ zafarbenia konektorov (2, 2, 1)-
polu By ~ e nezavisi len od typu zafarbenia konektorov mensich multipolov, ale aj
od toho, akymi farbami zafarbime jednotlivé hrany vyznacené na obrazku 2.16.

Ak zafarbime c(e) = c(f) = c(r”) =1, ¢(l) = ¢(r) = c(g) = 2 a c¢(r') = c¢(h) = 3,
potom st konektory multipolov By ~ go a By ~ ey zafarbené typmi Xo p(es) a X (g2)
a vysledny multipdl je typu Xs 4.

Na druhej strane ak zafarbime c(e) = c(f) = ¢(r') = ¢(h) = 1, c(r”") = 2 a
c(l) = ¢(r) = c(g) = 3 tak potom st konektory multipolov By ~ gy a By ~ eq tiez
zafarbené typmi Xy g(e2) a Xa ¢(g2), ale vysledny (2, 2, 1)-pol Bs ~ e je typu Xj 5.

Obdobne to funguje aj pre zafarbenia konektorov multipélov By ~ g5 a By ~ €5
typmi Xo p(ea) a Xo p(g2).

Teraz ked pozname pocty farbeni (2, 2, 1)-polu Bs ~ e pre jednotlivé typy zafar-
beni konektorov X3 4 =3, X355 =1 a X3¢ = 2 vieme vyuzitim rekurentnych vztahov
dokazat pomocni lemu, ktord nam urci pocet hranovych 3-farbeni pre rozne typy za-
farbenia konektorov typu X; ¢ pre Iubovolny (2, 2, 1)-p6l B; ~ e pre i > 4. Lemu
vyslovime bez doékazu, nakol'ko sa v dokaze len opakuju myslienky z obdobnej Lemy
2.4.4 pre zelené hrany a inak je dokaz iba jednoduchym cvi¢enim matematickej induk-

cie.

Lema 2.4.7. Nech pre i > 4 je B; ~ e (2,2, 1)-pdl, ktory vznikol potlacenim lavej

hornej oranzovej hrany. Potom pre pocty réznych hranovych 3-farbeni pre jednotlivé
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typy zafarbenia konektorov typu X; s platia nasledovné vztahy:
Xi4= 92703 92781 (21' _4. (_1)1‘)
Xis=X;6=2"""3.3"""1 (2 +2.(-1))

Nakol'ko vieme, ze pre kazdy zo zafarbeni konektorov X; 1 g (2, 2, 1)-poélu B,_; ~ e
existuje jedind moznost ako dofarbit tie hrany grafu G; ~ e, ktoré vznikli spojenim
visiacich hréan (a ich napojenim na centréalny vrchol), tak potom vysledny pocet farbeni

grafu G; ~ e ziskame ako:
Xiva  Xicg1 - Xicrs+Xirs - Xici1 - Xicio+ Xi16- Xic12- Xim13 =

= (Xi—1,4+Xi—1,5+Xi—1,6>'Xi2—1,D = 22i_4+i_4'32i_4‘(22i_4_1'32i_4)2 S

Odtial vieme rovno ur¢it hodnotu Készonyiho funkcie 1(G;, e) ako:

oi—d i 9i—4 oi—dy i oi—4_
w(Gla 6):%_232 +1 6_332 = 932"+ 6_332 1

Dokaz pre dolnu l'ava oranZova hranu. Dokaz je podobny dokazu pre hornu
pravi oranzovu hranu, preto ho uvadzame v skratenej forme. (2, 2, 1)-p6l B3 ~ e po po-
tlaceni dolnej Tavej oranzovej je izomorfny s (2, 2, 1)-pélom, ktory vznikne spojenim
(2, 1, 1)-polu By ~ hy a (1, 2, 1)-polu By ~ f5 (pozri obrazok 2.17).

Obr. 2.17: (2, 2, 1)-pol Bz ~ e po potlaceni dolnej Tavej oranzovej hrany e

Farbenia tychto multipélov uz pozname, méZzeme si ich pripomenut z tabulky 2.3.
Ako obvykle, od (2, 2, 1)-pélu By ~ e pozadujeme, aby mal hrany na vstupnom konek-
tore zafarbené rovnakou farbou. Potom pocty farbeni pre jednotlivé typy zafarbenia

konektorov X3 ¢ vieme ziskat cez nasledovné vztahy:
X34 =Xo p(he) - Xo p(f2) + Xo,B(h2) - Xo,c(f2) =1-1+1-2=3,

X3 5=Xaplh) Xoc(fe)=2-1=1, X36=Xaplh) Xop(fa)=1-2=1



2.4. KASZONYIHO FUNKCIA PRE ROTACNE BINARNE SNARKY 47

Ak teraz pomocou rekurentnych vztahov vy¢islime hodnoty pre typy X4 s (2, 2, 1)-
polu By ~ e = (Bs ~ e) ® Bj zistime, ze X, 4 = 18 a Xy 5 = X4 ¢ = 27. To st rovnaké
hodnoty ako ma (2, 2, 1)-pdl By ~ €’ po potlaeni hornej lavej oranZovej hrany €' (pre
overenie pozri Lemu 2.4.6).

Preto pre ¢ > 5 uz moézeme vyuzit Lemu 2.4.6 a néasledne dospiet zaveru, Ze hod-

nota Készonyiho funkcie 1(G;, e) je rovnaka pre obe lavé oranzové hrany.

Dokaz pre hornt pravi oranzova hranu. V porovnani s predoslymi dokazmi je
najmensim (2, 2, 1)-poélom B;, ktory obsahuje horni pravi oranzovi hranu ako riadnu
hranu az (2, 2, 1)-p6l By. Preto budeme musiet rozobrat vacsi pocet farbeni, kym
budeme vediet dokaz zautomatizovat vyuzitim rekurentnych vztahov.

Zacnime tym, Ze si najlavejsi (2, 2, 1)-p6l By ~ e = B;_1(4)[1] ~ e po potlaceni
hornej pravej oranzovej hrany zadefinujeme aj ako (2, 2, 1)-pol, ktory vznikne postup-
nym spojenim Styroch konkrétnych multipolov. Tento spdsob definicie je vyhodnejsi

pre potreby analyzy po¢tu hranovych farbeni na tomto (2, 2, 1)-pole.

(2, 2, 1)-pdl By ~ e po potlaceni hornej pravej oranzovej hrany e definujeme aj ako
(2, 2, 1)-pdl, ktory vznikne postupnym spojenim dvoch kopii Petersenovho negatoru
By, (2,1, 1)-pélu By ~ g5 a (1, 2, 1)-polu By ~ ey v nasledovnom poradi: By ~ e =
(By ® (By ~ g2)) ® ((By ~ e3) ® By). Konstrukciu (2, 2, 1)-polu By ~ e je mozné
si pozriet na obrazku 2.18. Z tohto obrazku pouzivame aj znacenia hréan pri rozbore

jednotlivych moznych farbeni.

Obr. 2.18: (2, 2, 1)-p6l By ~ e po potlaeni hornej pravej oranzovej hrany e

Na to, aby bol vysledny graf G; ~ e zafarbitelny pozadujeme od (2, 2, 1)-pélu
B, ~ e, aby mal konektory zafarbené niektorym z typov X, s a aby hrany na vstupnom

konektore S; = (e, f) boli zafarbené rovnakou farbou. Argumentacia za tym je rovnaka
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ako v predoslych doékazoch.

Zagnime postupnou analyzou farbeni pre mensie multipoly v ramci (2, 2, 1)-pélu
By ~ e. Pocty farbeni pre jednotlivé multipoly By, By ~ g2 a By ~ ey pozname.
Teraz rozoberieme pocty farbeni pre (2, 1, 1)-pol BY = By ® (B ~ ¢2) a (1, 2, 1)-pol
BY = (By ~ e3) ® By, a to v zavislosti od zafarbenia konektorov.

Od (2, 1, 1)-pélu B¥ pozadujeme aby mal hrany e a f zafarbené rovnakou farbou.
Preto nas zaujimaju len farbenia konektorov typu X3 a(e) a X3 p(e). Pri (1, 2, 1)-pole
BI zase pozadujeme, aby mal hrany g a h zafarbené roznou farbou. Zaujimaj nas
teda farbenia konektorov typu Xj ¢(e) a X3 p(e).

Vyhodou je, ze poc¢ty farbeni konektorov typu X3 «(e) a X3 p(e) na (1, 2, 1)-pole
izomorfnom s B sme uz zanalyzovali pri dokaze modrych hran. Vieme, 7Ze X3 ¢(e) =
Xs ple) =2.

Analyzu farbeni typu X3 a(e) a X3 p(e) pre (2, 1, 1)-pol BY spravime teraz. Uké-
zeme, 7e pre typ X3 a(e) existuje farbenie (2, 1, 1)-polu B%. Uvedomme si najprv, Ze
Petersenov negator By nemozme zafarbit typom X, o, lebo potom by hrany r; a 7’ boli
zafarbené rovnakou farbou, ¢o je spor.

Ak zafarbime (2, 2, 1)-p6l By typom X5 5, potom musi byt (2, 1, 1)-pol By ~ gy
typu X3 p(e), prifom méme volnost v tom ako dofarbime® hrany k, ry, ro farbami 2
a 3. Mozeme si vybrat bud c(k) = ¢(ry) = 2 a ¢(r1) = 3 alebo ¢(k) = c(r2) = 3
ac(r)=2.

Na druhej strane ak (2, 2, 1)-p6l By zafarbime typom X5 ¢, potom musi byt (2, 1, 1)-
pol By ~ go typu X ¢(e), pricom opét mame volnost v tom, ako dofarbime hrany 1,
a ro.

Vysledny pocet farbeni typu X5 4(e) je potom X3 a(e) =2 Xy 5 Xo ple) +
+2- Xy Xocle) =4+2=6.

Pre typ X3 p(e) je rozbor jednoduchsi, pricom existuje tiez Sest moznosti ako
zafarbit vysledny (2, 1, 1)-pol BL. Farbenia sa daju ziskat nasledovnym spésobom:
X3 p(e) = Xo 4 Xo c(e)+ X2 4-Xo ple)+Xs 5-Xo c(e)+X2,6- X2, p(e) = 1+2+14+2 = 6.

Ked uZz pozndme pocty farbeni pre jednotlivé uvazované zafarbenia konektorov
multipolov BY a B’ mozeme sa pozriet na vysledny pocet farbeni (2, 2, 1)-polu By ~ e,
ktory vznikne ich spojenim. Pripomenme si, ze od (2, 2, 1)-pélu By ~ e pozadujeme,
aby bol typu X4 ¢ a aby hrany na vstupnom konektore boli zafarbené rovnakou farbou.

V tomto pripade plati, Ze pri fixnom zafarbeni konektorov vysledného (2, 2, 1)-
polu B, ~ e, nam urdenie typu farbenia multipélov BY a BY jednoznaéne uréi farbenie

vysledného (2, 2, 1)-pdlu B, ~ e. Pocet farbeni pre jednotlivé typy zafarbeni typu X, s

9Predpokladame, Ze c(e) = c(f) = c(r') = c(0) = ¢(l) = 1
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ziskame nasledujicim spoésobom:
X4,4 = X3,B ’X37D +X3,B‘X3,C =12+12=24

X4,5 - X3,A 'X3,D +X37B 'Xg’c =124+12=24
Xo6=X34-Xsc+Xsp-Xsp=12+12=24.

Pozndmka 2.4.8. Poradie vyrazov pri nasobeni nie je svojvolné. Urcujeme nim zafar-
benie konektorov pre jednotlivé multipoly B a BE. Presnejsie lavy vyraz u operacie
nasobenia prisliicha zafarbeniu konektorov (2, 1, 1)-polu B¥ a pravy vyraz zase urcuje

zafarbenie konektorov (1, 2, 1)-polu BY.

Teraz moézeme vyuzitim rekurentnych vztahov vypocitat hodnoty X; ;, j =4, 5, 6
pre Tubovolny (2, 2, 1)-p6l B; ~ e. Lemu uvedieme bez dokazu. Dokaz je analogicky s

predoslymi obdobnymi dékazmi a je len lahkym cvi¢enim matematickej indukcie.

Lema 2.4.9. Nech prei > 4 je B; ~ e (2, 2, 1)-pdl, ktory vznikol potlacenim ,pravej
hornej“ oranZovej hrany. Potom pre pocty réznych hranovijch 3-farbeni pre jednotlivé
typy zafarbenia konektorov X; s platia nasledovné vztahy: X; 4 = X; 5 = X; 6 = Xi g =
250 . 390) " pricom f(i) =272 +i—3 ag(i) =23 - 1.

Vyuzitim tejto lemy vieme nésledne vypocitat poc¢et hranovych farbeni grafu G; ~ e

a teda aj hodnotu Kéaszonyiho funkcie 1(G;, e) pre prava hornt oranzovi hranu:

(X4 Xm0 X3+ X5 Xm0 Xim1 0+ X1 6 Xim1,2- Xim13) =

W

@Z)(G’w 6) =

1 i—4_ i—4 1—4 i—4 i—4_ s i—4
_ § . 3 . Xi—l,S . Xr?_l D= 22 +i—4 32 -1 (22 -1 32 )2 _ 23'2 +Z—633-2 —1'

Dokaz pre dolnt prava oranZova hranu. Postup dokazu je rovnaky ako v pre-
doslom pripade pre horni pravi oranzova hranu. Najprv si zadefinujeme (2, 2, 1)-p6l
B, ~ e s potla¢enou dolnou pravou oranzovou hranou e sposobom, ktory je vyhod-
nejsi pre pocitanie poc¢tu farbeni. Nasledne urobime analyzu farbeni pre mengie mul-
tipoly a (2, 2, 1)-pol By ~ e. Na konci tejto analyzy nam vyjda nasledovné pocty
farbeni typu Xy gt Xy4 = Xu5 = Xy 6 = Xy s = 24, €o su rovnaké hodnoty ako
v predoslom pripade. To nam umozni vyuzit Lemu 2.4.6 z predoslého pripadu a do-
spiet k zéaveru, ze aj pre dolni prava oranzovi hranu je hodnota Kaszonyiho funkcie
(G, ) = 9327 +i—633.2' 11

Zacnime analyzou po¢tu farbeni (2, 2, 1)-pdl By ~ e, ktory definujeme ako postupné
spojenie Styroch mensich multipélov — dvoch Petersenovych negatorov B, (2, 1, 1)-
polu By ~ hy a (1, 2, 1)-poélu By ~ fs. Tieto multipoly spajame v nasledovnom poradi:
By ~ e = (By® (By ~ hs)) ® ((By ~ f2) ® Bs). Pre lepsiu predstavu vysledného



50 KAPITOLA 2. KASZONYIHO FUNKCIA A ROTACNE BINARNE SNARKY

Obr. 2.19: (2, 2, 1)-pol By ~ e po potlaceni dolnej pravej oranZovej hrany e

multipolu je mozné si ho pozriet na obrazku 2.19. Nazvy hran pocas analyzy farbeni
preberame z tohto obrazku.

Vieme, Ze na to, aby bol vysledny graf G; ~ e zafarbitelny pozadujeme od (2, 2, 1)-
polu By ~ e, aby mal hrany na vstupnom konektore S; = (e, f) zafarbené rovnakou
farbou, a teda bol typu Xy s.

Teraz spravime analyzu farbeni pre mensie multipély pricom nas budia zaujimat len
tie typy zafarbeni konektorov, z ktorych je mozné ,vyskladat® vysledny (2, 2, 1)-p6l
B4 ~ e tak, aby platili vyssie zmienené predpoklady pre zafarbenie jeho konektorov.

Najprv rozoberieme pocty farbeni pre jednotlivé typy zafarbeni konektorov pre
(2,1, 1)-p6l BY = B, ® (By ~ hy) a (1, 2, 1)-pol BY = (By ~ f3) ® Bo. U (2, 1, 1)-
polu BY nas zaujimaji farbenia konektorov typu X3 4(e) a X3 g(e) a pri (1, 2, 1)-pole
B1 zase farbenia konektorov typu X3 o(e) a X3 p(e).

Vyhodou je, ze pocty farbeni konektorov typu X3 «(e) a X3 p(e) na (1, 2, 1)-pole
izomorfnom s (1, 2, 1)-pélom BE sme zanalyzovali uz pri dokaze modrych hran. Vieme,
ze X3 c(f) = X5, p(f) = 2. Preto nam sta¢i urobit analyzu farbeni konektorov typov
X3 a(e) a a X3 p(e) na (2, 1, 1)-pole BY. Pocty zafarbeni tychto konektorov vieme

vypocitat nasledovnym spdsobom:
X37A(6) =2- X275 . XQ,D(e) + 2- X2,6 . X27C(€) =2 + 4=6

X373<6> == X274'X2’C(6)+X274'X27D(€)+X275'X270<€)+X2,6'X2,D(6) == 2—|—1—|—2—|—1 = 6.

Ked poznéme poécty farbeni multipolov B a BE je mozné z nich zistit pocty farbeni

pre konektory typu X, s (2, 2, 1)-pélu By ~ e nasledovnym sposobom:
X4,4 :XS,B'X&D—FX&B'X&C =12+12=24

X4,5 :X3,A'X3,D+X37B 'X3,C =124+12=24
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Xi6=X3 4 Xsoc+Xsp-Xsp=12+4+12 = 24.

Teraz uz mdzeme vyuzit Lemu 2.4.6 a ur¢it pocet farbeni pre Tubovolné zafarbenie
konektorov typu X; s (2, 2, 1)-polu B; ~ e pre ¢ > 4 a nésledne urcit hodnotu Készony-
iho funkcie ¥ (G}, e) pre dolna prava oranzovi hranu e. Vysledna hodnota Kaszonyiho

funkcie ¥(G;, e) pre dolnd pravi oranzovd hranu e je potom:
@/}(G‘ e) _ 23-21_4+i7633-2i_471
(2 *

2.4.7 Hodnoty Kaszonyiho funkcie pre malé rotac¢né binarne

snarky

V poslednej podkapitole uré¢ime hodnoty Kéaszonyiho funkcie pre $tyri najmensie ro-
tacné binarne snarky G, G35, G4 a G5. Pripomenme si, Ze najmensi rotacny binarny
snark Go je Petersenov graf. Hodnoty Kaszonyiho funkcie pre Petersenov graf uréil
uz L. Kéaszonyi (pozri tvrdenie 1.1.2). Pre zvysné tri snarky G3, G4 a G5 najprv po-
mocou obrazka obdpovedajiceho (2, 2, 1)-polu By, Bs, respektive By rozdelime hrany
do tried a nasledne priradime hodnoty Kaszonyiho funkcie hranam z jednotlivych tried.
Je zrejmé, ze ak pozname hodnoty Kéaszonyiho funkcie pre hrany jedného (2, 2, 1)-p6lu
B;_1 prisluchajicemu rotacnému binarnemu snarku G;, tak vieme odvodit hodnoty
Kaészonyiho funkcie pre cely rota¢ny binarny snark.

Zaradenie hran do tried ¢asto nemé vela spolo¢ného s piatimi triedami, ktoré sme

definovali pre rota¢né binarne snarky G; pre i > 6.

Bs

Obr. 2.20: Grafické rozdelenie hran rota¢ného binarneho snarku G3 do tried pomocou
jedného (2, 2, 1)-polu By

Hrany rota¢ného bindrneho snarku G5 rozdelujeme do troch tried na zéklade ob-
razku 2.20. Z farebnej vizualizacie tiez vyplyvaji nazvy tried — fialové, cervené a modré
hrany.

Hodnota Készonyiho funkcie ¢)(G3, €) na rota¢nom binarnom snarku Gj v zavislosti

od prislusnosti hrany e do niektorej z troch tried je nasledovna:
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e (Gs, e) =7, ak e je fialova hrana,
e (G35, €) =4, ak e je modré hrana,

e (G35, e) = 3, ak e je Cervend hrana.

Bs

Obr. 2.21: Grafické rozdelenie hran rota¢ného binarneho snarku G4 do tried pomocou
jedného (2, 2, 1)-polu Bs

Hrany rota¢ného binarneho snarku G4 rozdelujeme do Styroch tried na zaklade
obrazku 2.21. Z farebnej vizualizacie tiez vyplyvaju nazvy tychto tried — fialové, cervené,
modré a oranZové hrany.

Hodnota Készonyiho funkcie 1)(Gy, €) na rota¢nom binarnom snarku G4 v zavislosti

od prislusnosti hrany e do niektorej zo Styroch tried je nasledovna:
o (G4, €) =63 =327, ak ¢ je fialova hrana,
o (Gy, e) =36 =2%- 3% ak e je modra hrana,
o (Gy, e) =27 = 33, ak e je Gervena hrana,
o (G4, e) =72 =23-3% ak e je oranZova hrana.

Hrany rota¢ného bindrneho snarku Gj rozdelujeme do piatich tried na zéklade
obrazku 2.22. 7 farebnej vizualizécie tiez vyplyvaju nazvy tychto tried — fialové, modré,
zelené, cervené a oranZové hrany.

Zaujimavostou je, ze az na oranzové a zelené hrany je mozné v tomto pripade
hrany rotacného binarneho snarku rozdelit do piatich tried na zéklade definicie pre
i > 6. Taktiez plati, ze hodnoty Készonyiho funkcie pre hrany z jednotlivych tried st
rovnaké, ako ked do vztahov z Tvrdenia 2.4.1 dosadime i = 5.

V skuto¢nosti toto nie je prili§ prekvapivé, nakolko pre samotné dokazy hodnot
Kaszonyiho funkcie pre fialové, modré, zelené a cervené hrany staci slabsi predpoklad,
aby 7 > 5.
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Obr. 2.22: Grafické rozdelenie hran rota¢ného binarneho snarku G5 do tried pomocou
jedného (2, 2, 1)-polu By

Neplati to vSak pre vSetky hrany. Pri dvoch hranach, ktoré sme na obrazku 2.22 po-
menovali e a f by sme skor napriklad intuitivne predpokladali, ze budu patrit do triedy
oranzovych hréan. Toto je tiez hlavnym dévodom, prec¢o sme sa rozhodli poriadne uro-
bit rozdelenie hran do piatich tried a dékaz hodnét Kaszonyiho funkcie pre rotacné
binarny snarky G; az od hodnoty 7 > 6.

Zaujimavostou tiez je, ze hodnota Kéaszonyiho funkcie pre cervené a fialové hrany
pre ¢ = 5 je rovnaka.

Hodnota Készonyiho funkcie ¥ (G5, €) na rota¢nom bindrnom snarku G v zéavislosti

od prislusnosti hrany e do niektorej z troch tried je nasledovna:
o (G5, e) = 11664 = 2% - 35, ak e je fialova hrana,
o (G5, €) = 2592 = 2° - 3% ak e je modra hrana,
o (G5, e) = 15552 = 20 . 35 ak e je zelena hrana,
o (G5, e) = 11664 = 2% - 35, ak e je Cervend hrana,

o (G5, e) =773 =25 3% ak e je oranZova hrana.
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Kapitola 3

Maximalny pocet farbeni na

4-regularnych grafoch

Pri skiimani hranovych farbeni je pomerne prirodzené si polozit nasledovnu otazku:
,V zavislosti od po¢tu vrcholov n, na ktorom (ktorych) grafe sa nadobida maximalny
pocet hranovych k-farbeni?* Zrejme najvacsi zmysel dava si tuto otézku polozit pre k-
regularne grafy — ¢i uz pre vSeobecné k alebo si ho zafixovat na nejaki konkrétnu
konstantu. My sme rozhodli pre druhy pristup. V tejto kapitole skiimame maximalne
poc¢ty hranovych 4-farbeni na jednoduchych 4-regularnych grafoch v zavislosti od po¢tu

vrcholov na grafe.

Nech MAX,(n) je funkcia, ktora uréuje maximéalny pocet hranovych 4-farbeni na jed-
noduchych 4-reguldrnych grafoch v zavislosti od po¢tu vrcholov n. Vysledkom nasho
skiimania je nekone¢na trieda 4-regularnych grafov, ktora sluzi ako doteraz najlepsi
znamy dolny odhad hodnoty funkcie MAX,(n). Stuc¢astou vysledkov je aj dokaz poctu

hranovych 4-farbeni Iubovolného z grafov tejto nekonecnej triedy.

InSpiraciou pre nas vyskum bol ¢lanok Enumerating the edge-colourings and total
colourings of a regular graph od autorov S. Bessy a F. Havet [1|. V tomto ¢lanku autori
uvadzaji, Ze kazdy k-regularny suvisly graf na n vrcholoch ma nanajvys k- ((k—1)!)"/2
roznych hranovych k-farbeni. Autori pri tomto odhade pripustaju aj nédsobné hrany,

¢o je v kontraste s nasim vyskumom.

V c¢lanku sa tiez venuji odhadom na jednoduchych kubickych grafoch. Vo svojom
¢lanku dokazuju, ze kazdy jednoduchy suvisly kubicky graf na n vrcholoch mé nanaj-
VS (;—i - 2"/2 hranovych 3-farbeni, pricom sa domnievaji, ze tento odhad nie je tesny,
ale sa da este zlepsit. Ealej autori pre dve nekonec¢né triedy jednoduchych kubickych
grafov, takzvané rebriky a prekritené rebriky urc¢uji poc¢ty hranovych 3-farbeni a vyslo-
vuju hypotézu, ze zjednotenim tychto dvoch tried ziskame mnozinu grafov, na ktorych
sa nadobuda maximéalny pocet hranovych 3-farbeni v zéavislosti od poc¢tu vrcholov n.

Presnejsie, ak n/2 je parne, tak maximum sa nadobuda na prekritenom rebriku na n

25
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vrcholoch, ktory ma 2/2 + 8 hranovych 3-farbeni, a ak n /2 je neparne, tak maximum
sa nadobuda na rebriku na n vrcholoch, ktory méa 2™/ +4 réznych hranovych 3-farbent.
Detaily konstrukcie tychto dvoch pomerne znamych nekonecnych tried kubickych gra-
fov je mozné najst v samotnom c¢lanku.

Nas vyskum vychadza aj z poc¢itacom podporovaného prehladavania 4-regularnych
grafov. Podarilo sa ndm pomocou #SAT solvera urc¢it po¢ty hranovych 4-farbeni na vset-
kych jednoduchych 4-regularnych grafoch do 12 vrcholov a po¢ty hranovych 4-farbeni
na vietkych jednoduchych 4-regularnych grafoch bez trojuholnikov' do 18 vrcholov.
Nami skonstruovand nekonecéné trieda grafov, ktora je dolnym funkcie MAX.(n) je
zovSeobecnenim pozorovani, ktoré vyplynuli z tychto vysledkov.

Pri pocte hranovych farbeni sa drzime zauzivanej konvencie, ktora bola pouzita
aj v ¢lanku, ktory spominame ako inSpiraciu pre nas vyskum. Preto, ked budeme
niekde v ramci tejto kapitoly uvazovat nejaky pocet hranovych k-farbeni, tak mame
na mysli v8etky mozné hranové k-farbenia, teda aj tie, ktoré vieme ziskat permutéciou

farieb (nedelime vysledny pocet hranovych farbeni ¢islom k!).

3.1 Pocitacom podporované skiimanie 4-regularnych

grafov

Sucastou nasho vyskumu je aj postupné prehladavanie vSetkych 4-regularnych grafov
do 12 vrcholov a vSetkych 4-regularnych grafov bez trojuholnikov do 18 vrcholov. Cie-
Tom prehladavania bolo v ivode pomocou vypoctovej techniky ur¢it poc¢ty hranovych
4-farbeni pre kazdy z tychto grafov a nasledne vybrat spomedzi nich tie, na ktorych sa
dosahuji maximéalne po¢ty hranovych 4-farbeni.

Pocas tejto fazy vyskumu sme vzali do tvahy dva rézne algoritmy na pocitanie
hranovych 4-farbeni: #-SAT solver a naivny backtrack. Na zéklade testovania rychlosti
vypoctov na mensej testovacej podmnozine grafov sa ukazalo, ze rychlejsi bol #SAT
solver, ktory si v tejto podkapitole aj v kratkosti popiseme. Rovnako sa budeme venovat
one-to-one konverzii medzi problémom hranového k-farbenia na k-regularnych grafoch
a problému hladania vSetkych ohodnoteni literalov, pre ktoré je splnena konkrétna
SAT formula. Predtym si ale v kratkosti popiSeme algoritmus zalozeny na naivnom
backtracku.

Naivny backtrack je jednym zo zdkladnych algoritmov na poc¢itanie hranovych far-
beni na grafoch. Jeho myslienka je zaloZzen& na postupnom vetveni programu na zé-
klade toho, akou farbou sa rozhodneme zafarbit d'alsiu pridavant hranu a néslednom
vycisleni poctu vSetkych vetiev, ktoré skoncia tspeSnym hranovym farbenim. Tento

algoritmus sa v nasom pripade ukazal pomalsi ako dostupné SAT solvery. Tie casto

'Hovorime, 7e graf G obsahuje trojuholnik, ak nejaky jeho podgraf je kruznicou dizky 3.
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v sebe maju zabudované mnohé heuristiky na usekévanie tych vetiev vypoctu, ktoré uz
nemdézu viest k spravnemu vysledku. Podobné heuristiky je samozrejme mozné imple-
mentovat aj pre naivny backtrack. Nakoniec sme sa z praktickych dévodov rozhodli si
vybrat niektory z uz existujtucich SAT solverov.

Pre potreby nasej prace sme sa rozhodli vyuzit open-source #SAT solver sharpSAT

s MIT licenciou od autorov Marcthurley a Vladrich?.

3.1.1 #SAT solver a konverzia problému hranového farbenia
na problém SAT

Na rozdiel od bezného SAT solvera, ktory hlada odpoved na otazku, ¢i existuje také
ohodnotenie literalov, pri ktorom je vysledna formula splnitelné, tilohou #SAT sol-
vera je urcit pocet roznych ohodnoteni literalov, pre ktoré je vyslednd formula spl-
nitelna. #SAT solver pri tom nemusi nutne vediet ur¢it hodnoty jednotlivych lite-
ralov pre tspesné ohodnotenia formuly. Tento rozdiel medzi beznym SAT solverom
a #SAT solverom ndm umozni efektivne vypocitat poc¢et roznych hranovych k-farbeni
na k-regularnych grafoch, ako si aj hned ukaZzeme. Pre zaujimavost, bezny SAT sol-
ver sa zase zvykne v teoérii grafov vyuzivat na zistovanie, ¢i je dany graf hranovo

k-zafarbitelny.

Teraz popiSeme, ako problém hranovej k-zafarbitelnosti na k-reguldrnych grafoch
prevedieme na problém #SAT a to konstrukciou formuly F' v konjunktivnom normal-
nom tvare. Sucastou konverzie je tiez dokaz, ze ide o one-to-one konverziu. Inak po-
vedané existuje presne A roznych ohodnoteni literalov takych, Ze nami skonstruovana
formula F' je splnitelna prave vtedy, ked graf GG, ku ktorému prislucha tato formula

ma A hranovych k-farbeni. O zistenie hodnoty A sa nasledne postard samotny #SAT

solver.
Pre kazdda hranu x grafu G zavedieme k boolovskych premenné xi, ..., xj, pri-
¢om kazda premenna reprezentuje jednu z farieb {1, ..., k}, ktorymi mo6zeme hranu x

zafarbit. Formula F' potom obsahuje nasledovné, a ziadne iné, klauzuly:

e Mnozinu klauzul K7, ktoré vyjadruji, ze kazda hrana je zafarbena aspon jednou

farbou. Teda pre kazda hranu « € E(G) vytvorime klauzulu K, = (z1V -+ -V zy).

e Mnozinu klauzil K5, ktorych cielom je spolo¢ne vyjadrit, Ze pre kazdy vrchol
v a pre lubovolnu farbu i € {1, ..., k} je nanajvys jedna z hran incidentnych

s vrcholom v zafarbené farbou <.

Vzhladom na to, Ze vieme, ze graf G je k-regularny, mozeme si hrany incidentné

’https://github.com/marcthurley/sharpSAT.
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s vrcholov v oznadit v nejakom poradf ako el(v), ..., e*(v). K Tubovolnej hrane

¢’(v) potom prislachaju literaly a7, ..., @

Klauzuly pre vrchol v a Tubovolnu farbu 1 < i < k potom vyzeraju nasledovne:

A (malv-ad)
1 <j,q <k, j#q
Teraz dokédzeme, Ze ide o one-to-one redukciu. Najprv ukazeme, ze ak existuje nejaké
konkrétne priradenie ¢ farieb hranam c: e € E(G) — {1, ..., k}, ktoré je k-farbenim

3 ohodnotenie literalov, pre ktoré je

grafu G, tak potom k nemu existuje jedine¢né
formula F' splnitelna. Tym dokaZzeme, Ze ak existuje A roznych hranovych k-farbeni
na grafe G, tak potom formula F' ma presne \ ohodnoteni literdlov, pre ktoré je splni-
telnéa. Nasledne dokazeme, Ze ku kazdému ohodnoteniu literalov formuly F', pre ktoré
je formula splnitelné existuje jedine¢né zafarbenie hran grafu G k farbami. V ramci
celého dokazu znacime hodnotou z¢ = 0 ako priradenie hodnoty False boolovskej pre-

mennej r¢ a ¢ = 1 zase znamena priradenie hodnoty True.

Majme konkrétne priradenie farieb ¢ pre hrany =z € FE(G), ktoré je k-farbenim
grafu G. Priradme hodnoty literdlom nasledovnym sposobom: z; = 1, ak ¢(z) = i
a v opa¢nom pripade z; = 0.

Najprv ukdzeme, Ze pri tomto ohodnoteni je formula F' splnitelna. Zrejme mnozina
klauzal K je splnené, nakolko ¢ priradi kazdej hrane farbu. Je tiez lahké nahliadnut,
Ze aj mnozina klauzul K, je splnené, nakolko ¢ je hranovym farbenim, a teda nam
zarucuje, Ze pre lubovolné dve susedné hrany e a f hrany plati, Ze nie st zafarbené
rovnakou farbou, teda c(e) # ¢(f).

Jedine¢nost priradenia hodnot literdlov v zavislosti od farbenia ¢ vyplyva z toho,
ako sme ho definovali. Pre nazornost, ak by ¢; a ¢, boli dve rézne k-farbenia, tak po-
tom musi existovat hrana z, pre ktort ¢;(z) # c2(x), a teda by boli v oboch pripadoch

rozne ohodnotené literdly z; prislachajtce k hrane .

Teraz ukazeme, ze ku kazdému takému ohodnoteniu boolovskych premennych, ze for-
mula F’ je splnitelné existuje jedine¢né k-farbenie ¢ hran grafu G.

Zobrazenie ¢ : E(G) — {1, ..., k} definujeme nasledovne: ¢(z) = i, ak boolovska
premennd x; ma hodnotu x; = 1. UkaZeme, Ze ¢ je tymto spdésobom definované spravne,
teda ukazeme, Ze je jednozna¢né, priraduje kazdej hrane € F(G) nejakt validnu hod-
notu, a ze spliia definiciu hranového k-farbenia. Na zaver ukdzeme, ze takto definované

zobrazenie ¢ je jedine¢né vo¢i danému ohodnoteniu boolovskych premennych.

30hodnotenie literalov priradime len k tomuto konkrétnemu priradeniu farieb, a teda sa nam

nestane, ze by sme ho zaratali viackrat.
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To, ze priradenie ¢ priraduje kazdej hrane z € E(G) nejakt hodnotu vyplyva z toho,
ze klauzuly z mnoziny K sa splnené.

Sporom predpokladajme, Ze ¢ nie je jednozna¢né priradenie. To znamena, ze existuje
hrana = taka, Ze c(x) = i a sacasne c(x) = j, pricom i # j. Zoberme si vrchol v
incidentny s hranou z a mnozinu s nim incidentnych hran F(v). Nakolko mnozina
klauzal K je splnend, vieme, ze kazdé zo zvysnych hran y € E(v) — {x} méa priradent
aspon jednu z k farieb. Nakolko hrane x si priradené aspon dve farby, mozeme z
Dirichletovho principu usudit, Ze existuje nejakd hrana y € E(v) — {x} zafarbena
rovnakou farbou ako x, bez ujmy na vSeobecnosti nech je to farba i. Potom je ale
nesplnend klauzula (—x; V —y;), ¢o je v spore s tym, ze formula F' je splnitelna.

Este ukazeme, Ze zobrazenie c¢ je skuto¢ne farbenim. Sporom, nech existuju dve
susedné hrany x, y také, Ze c(x) = ¢(y) = i. Potom ale pre vrchol v, ktory je s oboma
tymito hranami incidentny nie je splnena klauzula (—z; V —y;).

Jedine¢nost priradenia farbenia ¢ na zéklade priradenych hodno6t boolovskych pre-
mennych sa da ukazat obdobnym spésobom ako v opac¢nej implikéicii. Uvedomme si,
ze sme uz dokazali, Ze takto definované ¢ je hranovym k-farbenim. Ak by sme mali
k dispozicii len toto farbenie vieme spétne jednoznac¢nym spdsobom zrekonstruovat
ohodnotenie literadlov na zaklade predpisu, ako vznika farbenie ¢ z priradenych hodnot

jednotlivym literalom.

3.2 Vysledky pocitacového sktimania a ich zovSeobec-

nenie

Na tvod si zadefinujeme jednu operéaciu na grafoch, takzvany 2-join a popiseme jej za-
kladnu vlastnost ohl'adne hranovych k-farbeni, ked ju aplikujeme na k-regularne grafy.
Tato operacia sa ukazala byt vyzna¢na, ked sme interpretovali vysledky skimania gra-
fov s maximalnym poc¢tom hranovych 4-farbeni pre maly pocet vrcholov.

Néasledne si ukazeme, ktoré grafy dosahuju maximalny pocet hranovych farbeni
na n < 18 vrcholoch a priblizime si ich Struktaru. Tiez si popiSeme konstrukciu neko-
necnej triedy 4-regularnych grafov, ktorti sme sa rozhodli na zaklade pocitacom podpo-
rovaného prehladavania malych grafov pouzit ako dolny odhad funkcie maximélneho
po¢tu hranovych 4-farbeni MAX.(n). Na zaver pomocou myslienok zaloZenych na dy-
namickom programovani odargumentujeme, preco sme sa na zaklade nasich vysledkov
rozhodli prave pre tuto triedu grafov. Predpokladédme, Ze nami skonStruovana trieda
pravdepodobne nie je najlepSim moznym dolnym odhadom funkcie MAX,.(n), aj ked
nam poskytuje netrivialny odhad tejto funkcie. V ¢ase pisania diplomovej priace nam

tiez nebolo zname, ze by existoval lepsi dolny odhad funkcie MAX,(n).
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Nech G a G5 st dva Tubovolné grafy. Potom hovorime, Ze graf G = G * G, ktory
vznikol tak, Ze si zoberieme lubovolné dve hrany e; = ujv; € E(Gh) a e = ugve € E(G3),
odoberieme ich z grafov G; a G5 a nasledne spojime vrcholy u;, us a vy, vo dvoma no-

vymi hranami, vznikol ako 2-join grafov G a F (pozri obréazok 3.1).

Obr. 3.1: Vizualizécia 2-joinu grafov G; a Gy

Pozrime sa teraz na stuvis medzi hranovymi k-farbeniami na k-regularnych grafoch
a 2-joinom grafov pre k > 3. Ukazeme si, ze ak mame dva k-regularne grafy G; a G,
pricom graf G ma f; roznych hranovych k-farbeni a grat Go ma f, roznych hranovych

k-farbeni, potom graf G * G mé (f; - f2)/k hranovych k-farbeni.

Lema 3.2.1. Nech pre k > 3 si G1 a Gy dva k-requldrne grafy. Dalej nech graf Go md
f1 hranovijch k-farbeni a graf Go md fy hranovych k-farbeni. Potom graf G = Gy * G,
ktory vznikne ako 2-join grafov Gi a Gy md (f1 - f2)/k hranovych k-farbend.

Doékaz. Uvazujeme znacenie vrcholov a hran z definicie 2-joinu. Ozna¢me si dve novo-
vzniknuté hrany, ktoré vznikli spojenim vrcholov uy, ug a ve, vy ako €] a €. Je lahké na-
hliadnut, Ze pre kazdé farbenie ¢; grafu Gy a farbenie ¢y grafu G také, ze cy(e2) = ¢1(eq)
existuje prislichajuce farbenie grafu G = G * Go. Preto graf G ma aspon (f - f2)/k.

Sporom predpokladajme, Ze existuje hranové k-farbenie ¢ grafu G také, ze c(e}) #
c(e}). Pozrime sa na podgraf Gy, ktory ma n = |V(G4)| vrcholov. V riadnom hranovom
k-farbeni musi do kazdého vrcholu vchadzat kazda z k farieb préve raz. Dokopy teda
bude do n vrcholov vechadzat po n z kazdej farby. Dokaz teraz rozdelime na dva pripady,
podla parity poc¢tu vrcholov n. Ak je n neparne, tak potom nie je mozné dofarbit
podgraf G, nakolko vyzadujeme, aby do neparneho poc¢tu vrcholov vchadzala nejaka
tretia® farba ina ako c(e}) aj c(e)). To nevieme docielit, lebo zafarbenim Tubovolne;
hrany Tubovolnou farbou zvysime celkovy pocet vrcholov, do ktorych vchadza tato
farba o dva. Ak je n parne, potom musi do n — 1 vrcholov vchédzat hrana zafarbena
farbou c(e}), ¢o nevieme docielit a to z rovnakych dévodu ako tomu bolo v predoslom

pripade. O

4Predpokladame, Ze k > 3. Preda len, hranové 2-farbenia na 2-regularnych grafov nie sii zaujimavé.
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3.2.1 Malé grafy s maximalnym poc¢tom hranovych farbeni

Teraz si popiSeme jednotlivé 4-regularne grafy na 6 < n < 18 vrcholoch, ktoré ndm
v ramci skiimania maximélnych hranovych 4-farbeni pomocou #SAT solvera vysli ako
tie, na ktorych sa dosahuje hodnota funkcie MAX,.(n).

Na tivod je dobré si uvedomit, Ze vSetky jednoduché suvislé 4-regularne grafy na ne-
parnom pocte vrcholov maji nula hranovych 4-farbeni. Sta¢i si uvedomit, Ze pre Tu-
bovolnu farbu a musi do kazdého vrcholu vchadzat jedna hrana zafarbena farbou a.
Teda dokopy do vsetkych vrcholov pri neparnom n musi vchadzat neparny pocet hran
zafarbenych farbou a, ¢o je v spore s tym, Ze zafarbenim Tubovolnej hrany farbou a
zvys$ime pocet vrcholov, do ktorych vchadza hrana zafarbené farbou a o dva. Preto sa
budeme zaoberat farbeniami len tych 4-regularnych grafov, ktoré majia parny pocet vr-

cholov.

Na n = 2 a n = 4 vrcholoch neexistuje jednoduchy suvisly 4-regularny graf.

Pre n = 6 je 4-regularnym grafom, na ktorom sa nadobida maximalny pocet hra-
novych 4-farbeni graf K¢ — M, ktory vznikne tak, ze z kompletného grafu na Sies-
tich vrcholoch odoberieme perfektné parenie M. Tento graf ma 48 réznych hranovych
4-farbeni.

Grafom na 6smich vrcholoch s maximélnym poc¢tom hranovych 4-farbeni je kom-
pletny bipartitny graf K, 4. Tento graf ma 576 roznych hranovych 4-farbeni (pozri
obréazok 3.2).

Obr. 3.2: Kompletny bipartitny graf na d¢smich vrcholoch Ky 4

Pre n = 10 je grafom, na ktorom sa nadobtida maximalny pocet hranovych farbeni
graf K5 5 — M, ktory vznikne tak, ze z kompletného bipartitného grafu na 10 vrcholoch
odoberieme perfektné parenie M. Tento graf mé 1344 réznych hranovych 4-farbeni

(pozri obrazok 3.3).

Pozndamka 3.2.2. Perfektné parenie M na grafe Kj 5, ktoré z neho bolo odobrané, aby
vznikol 4-reguldrny graf K5 5 — M s maximalnym poc¢tom hranovych 4-farbeni na 10

vrcholoch je na obrazku vyznacené ¢ervenou farbou.



62KAPITOLA 3. MAXIMALNY POCET FARBENI NA 4-REGULARNYCH GRAFOCH

Obr. 3.3: Kompletny bipartitny graf K5 5 bez parenia M

Pre n = 12 je grafom, na ktorom sa nadobtida maximalny pocet hranovych farbeni
graf Kg ¢—2M, ktory vznikne tak, Ze z kompletného bipartitného grafu na 12 vrcholoch
odoberieme dve disjunktné perfektné parenia M a M’. Tento graf ma 5376 rdznych

hranovych 4-farbeni (pozri obrazok 3.4).

Obr. 3.4: Kompletny bipartitny graf Ks ¢ bez dvoch disjunktnych pareni M a M’

Pozndmka 3.2.3. Perfektné parenie M a M’, ktoré boli z grafu Kg ¢ odobrané st vy-

znadené ¢ervenou a fialovou farbou.

Stucasne sa ale na tento graf mozeme pozriet aj inym, pre nas zaujimavejsim sposo-
bom. ZovSeobecnenim tohto pohladu potom vznikne nekone¢né trieda 4-regularnych
grafov, ktoré nam posluzia ako najlepsi doteraz znamy dolny odhad funkcie MAX,(n).
Mbzeme si viimnut, ze graf Kg s — 2M sa skladd z dvoch disjunktnych kruznic dizky
n/2 = 6, pricom vrcholy medzi kruznicami st hranami poprepéajané tak, ako je vyob-
razené na obrazku 3.5.

Tento graf sme sa rozhodli nazvat ciTadela na 12 vrcholoch T, graficky nam pri-

pomina pohlad z vtacej perspektivy na vezu stredovekej citadely.

Vseobecne definujeme graf citadelu na n vrcholoch T, nasledovne: Vezmime si dve
disjunktné kruznice ky = (vél), vf), e viLl/)Q_l) a ko = (v(()z), v§2), e 1)7(12/)2_1) dlzky
n/2. Nasledne kazdy z vrcholov vi(l), 0 < i < n/2 spojime hranou s vrcholmi vg)l

a vz-(i)l (mod n/2). Potom vysledny graf nazyvame citadelou na n vrcholoch T,,.
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Obr. 3.5: Graf K¢ ¢ — 2M je izomorfny s citadelou 775 na 12 vrcholoch

Skumaniu po¢tu hranovych 4-farbeni na tejto nekone¢nej triede grafov sa budeme
blizsie venovat v nasledujtucej podkapitole. Teraz pokracujeme v opise grafov, na kto-
rych sa nadobtda hodnota funkcie MAX,.(n) do 18 vrcholov.

Grafom s maximalnym poctom farbeni pre pocet vrcholov n = 14 je graf citadela
T14. Tento graf ma 16128 roznych hranovych 4-farbeni.

Pre n = 16 je grafom, na ktorom sa nadobtuda maximalny pocet hranovych far-
beni graf K, 4 * Ky 4, teda graf, ktory vznikne ako 2-join dvoch képii kompletného
bipartitného grafu na 6smich vrcholoch Ky 4 (pozri obrazok 3.6). Tento graf ma 82944
roznych hranovych farbeni. Graf citadela na 16 vrcholoch 714 ma 70656 réznych hra-
novych 4-farbeni a je grafom s druhym najvac¢sim poc¢tom hranovych 4-farbeni na 16

vrcholoch.

Obr. 3.6: Graf K, 4 * K4 4, ktory vznikol operaciou 2-join dvoch képif grafu K, 4

Pozndamka 3.2.4. Na obrazku 3.6 je mozné vidiet graf, ktory vznikol ako 2-join dvoch
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kompletnych bipartitnych grafov na 6smich vrcholov oznacenych ako Ky 4 a Kj .
Hrany, ktoré vznikli operaciou 2-join st na obrazku vizualne zvyraznené ¢ervenou far-

bou.

Pre n = 18 je grafom, na ktorom sa nadobiida maximélny pocet hranovych farbeni
taky graf Gig = Ky 4 * Bé?%, ktory vznikol ako 2-join kompletného bipartitného grafu
na 6smich vrcholoch Ky 4 a bipartitnym 4-reguldrnym grafom na 10 vrcholoch, ktory
ale ma dvojndsobni hranu. Pracovne si tento bipartitny graf s dvojnasobnou hranou
nazvime BE(?% Vizualizéciu grafu je mozné si pozriet na obrazku 3.7. Pévodne dvoj-
nasobné hrana je na obrazku oznacena ako hrana e. Tento graf ma 276480 rozynch
hranovych farbeni.

Pre zaujimavost, ako graf s druhym najvac¢sim poc¢tom hranovych farbeni na 18

vrcholoch je graf citadela Tig s poctom farbeni 261120.

Obr. 3.7: Graf na 18 vrcholoch, na ktorom sa nadobuda maximéalny pocet farbeni

Tento vysledok bol pre nas prekvapivy a poucny. Vdaka nemu sme si uvedomili,
ze jednoduchy graf na n vrcholoch moéze vzniknit aj 2-joinom dvoch grafov s nésob-
nymi hranami. Je tomu tak preto, Ze operacia 2-joinu odobera jednu hranu na kazdom
z grafov, ktoré vstupuji do operacie 2-joinu. Tym padom pri m 2-joinoch mézu mat
povodné grafy dokopy az 2m néasobnych hran.

Vyuzitim vztahu o pocte farbeni pri 2-joine sa da spétne zistit, Ze bipartitny
4-regularny graf s dvojnasobnou hranou BéQg, méa 1920 réznych hranovych 4-farbeni.
Pre porovnanie hodnota funkcie MAX,.(10) je MAX.(10) = 1334.
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Dalsim zaujimavym dosledkom toho, ze graf Ky 4 * BE(?% je grafom s maximélnym
poctom hranovych farbeni je uvedomenie, ze graf Bé2% je grafom s maximélnym poctom
hranovych 4-farbeni na 4-reguldrnych grafoch pre 10 vrcholov, ak pripustime najviac
jednu dvojnasobni hranu. Analogicky mozeme tvrdit, ze graf Ky 4 ma maximalny po-
¢et hranovych farbeni spomedzi vSetkych 4-regularnych grafov na 8 vrcholoch s najviac
jednou dvojnasobnou hranou. Je tomu tak preto, Ze ak by existoval iny graf na 10 (8)
vrcholoch s jednou dvojnasobnou hranou, ktory mé vacsi pocet hranovych 4-farbeni,
tak by graf s maximélnym poc¢tom hranovych 4-farbeni na 18 vrcholov vznikol ako

2-join toho grafu, a teda by nim nebol graf K, 4 * BE(,2%

V tejto faze vyskumu pomocou vypoctovej techniky sme uz narazili na ¢asové limi-
tacie. Je dobré si uvedomit, ze nielen pocet roznych 4-regularnych grafov na n vrcho-
loch je exponencialne rastuci vzhladom na n, ale aj problém hranového 4-farbenia je
NP-uplny, a teda nie je znamy polynomialny algoritmus, ktory by ho riesil. Z toho vy-
plyva, Ze Casova zlozitost nasho problému narastéa pomerne extrémnym spésobom, ak sa
rozhodneme problém riesit prehladavanim vSetkych 4-regularnych grafov a pocitanim
hranovych 4-farbeni pomocou #SAT solvera. Len pre zaujimavost, dospiet k vysled-
kom na 18 vrcholoch nam trvalo az dva tyzdne, pricom pre 16 vrcholov na tom istom
zariadeni to bola otazka hodin a pre mensie n i8lo skér o otdzku minut, ¢ dokonca
sekind.

Pripustame, Ze vyuzitim vypoctovych kapacit externého vypoctového strediska by
sme vedeli najst graf s maximalnym poc¢tom hranovych 4-farbeni aj pre 20 vrcholov.
Po doterajsich zisteniach nam vsak prislo otazne, ¢i by to malo zasadny efekt na posun
vyskumu v tejto problematike. Rozhodli sme sa preto pre iny postup. Pomocou dyna-
mického programovania, ktoré si popiSeme v nasledujicej podkapitole sme sa rozhodli
extrapolovat data z uZ zistenych vysledkov s cielom zistit z toho, ¢o mame k dispo-
zicii, aka najlepsiu nekone¢nu triedu grafov vieme skonstruovat vzhladom na pocet
hranovych 4-farbeni v zéavislosti od poc¢tu vrcholov n.

Taktiez je mozné, ze pre este lepsi dolny odhad funkcie MAX,(n) by sa hodilo po-
znat, ktoré grafy maja maximalny pocet hranovych 4-farbeni pre n < 18, ked pripus-
time jednu alebo viaceré nasobné hrany. Tu sme v8ak narazili na problém, nepodarilo
sa nam zohnat alebo vytvorit generator vSetkych moznych 4-regularnych grafov s na-
sobnymi hranami. Faktom vSak ostava, ze aj keby sme tieto vysledky mali k dispozicii,
stale by finalnym vysledkom nasho vyskumu pravdepodobne nebol najlepsi mozny od-
had funkcie MAX,.(n), respektive ak by sme ho aj nasli, nevedeli by sme to o fiom
prehlasit. V stcasnosti totiz nemame k dispozicii ani pomerne tesné horné odhady fun-
kcie MAX.(n), ¢o nam komplikuje ziskat spatnu vézbu toho, ako dobry je dolny odhad
funkcie MAX.(n) pomocou konkrétnej triedy grafov.

Na zéver tejto podkapitoly poniikame sumarizéaciu vysledkov, ktoré sme ziskali po-
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mocou poc¢itacom podporovaného prehladavania 4-regularnych grafov do 18 vrcholov.

Néazvy grafov uvadzame schematicky, podla toho ako sme ich oznadili v texte tejto

podkapitoly.
Pocet vrcholov n | Maximalny graf | Hodnota funkcie MAX,.(n)

6 K¢ — M 48

8 Kia 576

10 Ks5— M 1344

12 T1o 5376

14 T4 16128

16 Kua% Ky 82944

18 Ky 4% BY) 276480

3.2.2 RozSirenie vysledkov pomocou dynamického programo-

vania

V tejto podkapitole popiSseme, ako sme dospeli k zaveru, ze z dat a pozorovani, ktoré
méame k dispozicii najlepsi dolny odhad funkcie MAX.(n) pontka prave nekonecnéa
trieda grafov — citadiel.

Najprv prijmeme zopar predpokladov, ktoré vychadzaji z nasich pozorovani z pre-
doslej podkapitoly. Budeme predpokladat, Ze 4-regularne grafy s maximalnym poctom
hranovych 4-farbeni na n vrcholoch pre 6 < n < 18 s tie z predoslej podkapitoly.
Pre pripomenutie: pre n # 10 st to grafy popisané v tabulke 3.2.1 a pre n = 10 je to
graf Bé2g Uvedomme si, ze predpokladame, Ze aj ak povolime viacero nédsobnych hran,
grafmi s maximalnym poc¢tom hranovych farbeni ostanu tieto grafy, ¢o v skutoc¢nosti
nemusi byt pravda.

Pre 12 < n < 18 mdZeme pozorovat ze jednoduchym 4-regularnym grafom s ma-
ximalnym poc¢tom hranovych 4-farbeni je bud graf citadela T,, na n vrcholoch, alebo
graf, ktory vznikol ako 2-join dvoch mensich grafov, u ktorych sa dosahoval maximalny
pocet hranovych 4-farbeni. Preto nasu dal$iu hypotézu, z ktorej budeme vychadzat,
formulujeme nasledovne: ,,pre n > 20 je grafom s maximalnym poc¢tom hranovych far-
beni na n vrcholoch bud graf citadela T,,, alebo graf, ktory vznikol ako 2-join dvoch
mensich grafov, u ktorych sa dosahoval maximélny pocet hranovych farbeni vzhladom
na pocet vrcholov.*

Ak plati predosla hypotéza a vysSie zmieneny predpoklad o grafoch s maximal-
nym poc¢tom hranovych farbeni na 6 < n < 18 vrcholoch, potom je mozné pomo-
cou dynamického programovania v polynomidlnom ¢ase (v zavislosti od po¢tu vrcho-
lov grafu) néjst 4-regularny graf s maximalnym poc¢tom hranovych farbeni na n vr-
choloch. Vieme ho ziskat ako graf s maximalnym poc¢tom hranovych farbeni grafov

max{7T,, G; x G,_;; i < n}, kde T,, je citadela na n vrcholoch a G; * G,,_;, i < n
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znaci v8etky mozné 2-joiny grafov s maximéalnym poc¢tom hranovych farbeni pre ¢ < n
takych, ze vysledny graf mé n vrcholov. Citatel zbehly v programovani si Tahko do-
mysli, ako by pomocou popisu argumentu napisal program zalozeny na dynamickom
programovani, ktory by postupne vypisoval 4-regularne grafy s maximalnym poctom
hranovych farbeni pre Tubovolne velky pocet vrcholov n.

My sa vSak nebudeme zaoberat detailnym opisom takéhoto programu, nakolko
o chvilu vyslovime a dokadZeme tvrdenie, ktoré spravi tento program redundantnym.
V tvrdeni dokazeme, Ze vySSie zmieneny program pre n > 20 na vystupe vypiSe vzdy
graf — citadelu 7,,.

Predtym ako prejdeme k samotnému dokazu vyslovime este bez dokazu tvrdenie,
ktoré nam urcuje pocet hranovych 4-farbeni pre grafy citadela 7),, n > 12. Dékazom
tohto tvrdenia sa zaoberame v nasledujtucej podkapitole, nakol'ko ide o pomerne netri-

vidlny dokaz.

Tvrdenie 3.2.5. Pren > 12 mad 4-reguldrny graf citadela T,, na n vrcholoch nasledovniy

pocet hranovijch 4-farbeni:
o 2" L M2 L /242 k4 | (n je delitelné 4).
o 2" 22 gk 4in.

Teraz vyslovime a dokdZeme tvrdenie, ktoré ndm hovori o tom, Ze pri nami sformu-
lovanych predpokladoch a hypotéze je pre n > 20 4-regularnym grafom s maximéalnym

poc¢tom hranovych 4-farbeni graf citadela T,.

Tvrdenie 3.2.6. Predpokladajme, Ze 4-reqularnymi grafmi s maximdlnym poctom hra-
novych 4-farbeni na n vrcholoch pre 6 < n < 18, n # 10 pri lubovolnom pocte ndsobngch
hrdan su grafy z tabulky 3.2.1 a pre n = 10 je to graf Bé2% (pozri obrdzok 3.7).

Dalej predpokladajme, Ze 4-requldrny graf s maximdlnym poctom hranovych 4-farbent
na n vrcholoch pre n > 20 ziskame ako max{T,, G;* Gy,_;, i < n}, teda ako mazimum
z 2-joinov mensich grafov s maximdlnym poctom hranovych 4-farbeni a grafu citadela
T,.

Potom 4-reqularnym grafom s maximdlnym poctom hranovych 4-farbeni pre n > 20

je graf citadela T,, na n vrcholoch.

Dékaz. Pripomenme si na tvod dokazu Lemu 3.2.1, ktord nam déava do savisu 2-join
a pocet hranovych 4-farbeni. Pre pripomenutie: ak 4-regularne grafy Gy a G5 maja f;
a fy roznych hranovych 4-farbeni, tak graf GG, ktory vznikne ako 2-join grafov G *x G4
ma (fy - f2)/4 hranovych 4-farbeni.

Samotny dokaz rozdelime na niekolko ¢asti. Najprv dokdzeme, Zze pre ubovolné
n > 12 ma graf citadela T,, viac hranovych farbeni, ako graf, ktory vznikne ako 2-join

TubovoInych dvoch citadiel T; * T},_; vhodnej velkosti.
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Nahliadnime, Ze pre n delitelné styrmi ma graf T,, pocet farbeni niekde v intervale
(27, 2"T1). Pre n, ktoré nie je delitelné §tyrmi sa pocet hranovych farbeni nachadza zase
v otvorenom intervale (2771, 2"). Za povSimnutie stoji, Ze toto plati az pre n > 12.
Spravnost celkového dékazu to nijak neovplyvni, lebo grafy s maximalnym poc¢tom
farbeni na menej ako 12 vrcholoch su tie z tabulky 3.2.1 a graf Bé?%, pricom tieto grafy
rozoberame v dokaze samostatne.

Zoberme si najprv n delitelné Styrmi. Potom graf, ktory vznikne ako 2-join gra-
fov citadela T; a T,_; pre Tubovolné pripustné i ma nanajvys (2:71.2n=+1) /4 = on
hranovych farbeni. Stcasne ale vieme, Ze graf citadela T,, mé viac ako 2™ hranovych
4-farbeni, preto je lepsim kandidatom na graf s maximalnym poc¢tom hranovych farbeni
na n vrcholoch.

Rozoberme este pripad kedy n nie je delitelné Styrmi. Ak graf na n vrcholoch
vznikne ako 2-join grafov T; a T,,_; pre Tubovolné pripustné i, tak potom jeden z grafov
T; a T,,_; nema pocet vrcholov delitelny Styrmi. Bez ujmy na vS8eobecnosti nech i nie
je delitelné styrmi. Potom vysledny graf T; * T,,_; mé nanajvys (2¢- 2" t1)/4 = 2n~1
roznych hranovych 4-farbeni, ¢o je menej ako pocet hranovych farbeni, ktoré mé graf
citadela T;,.

Teraz si ukazeme, Ze pre n > 34 ma graf citadela 7T, vzdy viacej hranovych farbeni
ako Tubovolny graf, ktory vznikne ako 2-join niektorého z grafov s maximalnym poc¢tom
hranovych farbeni na = = {6, 8, 10, 16, 18} vrcholoch a grafu citadela T,,_,.

Je Tahké si uvedomit, ze Tubovolny z grafov s maximalnym poc¢tom farbeni na
6, 8, 10, 16 a 18 vrcholoch mé& menej ako 0.6 - 2°*2 hranovych 4-farbeni, kde z je pocet
vrcholov grafu. Toto pozorovanie vyuzijeme neskor pri dokaze.

Dalej si uvedomme, Ze graf citadela T}, na n vrcholoch ma aspon 27 — 27/2+1 (ak n
nie je delitelné Styrmi) hranovych farbeni a si¢asne nie viac ako 27 +2m/2+4 4.27/242 (3k
n je delitelné Styrmi). Tento odhad farbeni robime preto, aby sme nemuseli rozoberat
viacero moznosti v zavislosti od toho, ¢i niektory z grafov citadela T; méa pocet vrcholov
delitelny Styrmi.

Teraz spravime porovnanie poc¢tu farbeni grafu citadela T,, a grafu, ktory vznikol
ako 2-join G, * T,,_, niektorého z grafov s maximalnym poc¢tom hranovych farbeni na
r = {6, 8, 10, 16, 18} vrcholoch a grafu citadela T,,_,. Vieme, 7Ze graf G, * T,,_, ma
nanajvys 0.6-27+2. (202 4. 2(n=2)/2+4 4 9(n=2)/242) /4 — (0.6 (2" 2/ 2+2/2+4 4 gn/2+w/2+2)
roznych hranovych 4-farbeni. Nakolko vieme, ze x < 18, tak tento pocet farbeni nie
je VAES ako 0.6 - (27 4 27/2H13 4 9n/2411) Dalej vieme, Ze graf citadela 7, ma aspof
2" — 27/2+1 hranovych 4-farbeni. Zvysok dokazu spociva v niekolkych aritmetickych
tpravach, na konci ktorych prideme na to, ze pre n > 34 je 2" — 2*/?+! vigsie ako
0.6 - (2" + 27/2+13 4 9n/2+1)  Samotné tpravy je si pozriet tu:

on _ on/2+1 ; 0.6 - (20 4 20/2+13 | gn/2411)
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042" S 224 40,627/ 4 .6 27/2+ 1!
04 X 2n > 2n—2 ; 2n/2+14 > 2n/2+1 + 06 . 2n/2+13 + 06 . 2n/2+11.

Je Tahké nahliadnut, ze pre n > 34 plati 22 > 2%/2+14 preto pre n > 34 plati, 7e graf
citadela T;,, mé viac hranovych 4-farbeni ako graf, ktory vznikol ako 2-join G, x T},
niektorého z grafov s maximalnym po¢tom hranovych farbeni na = = {6, 8, 10, 16, 18}
vrcholoch a grafu citadela T;,_,.

Ostavajucich ale 30 pripadov, v ktorych je potrebné rozhodnut, ¢ pre n < 34 ma
viacej farbeni graf citadela T,, alebo 2-join niektorych dvoch grafov s maximéalnym po-
¢tom farbeni na = = {6, 8, 10, 16, 18} alebo 2-join jedného z tychto grafov a grafu
citadela T; vhodnej velkosti sme rozobrali manualne. Vysledkom tohto rozboru je za-
ver, ze aj pre 20 < n < 32 méa graf citadela T}, najviac hranovych farbeni spomedzi

pripustnych grafov, ktoré v tejto vete uvazujeme.

]

3.3 Skumanie poc¢tu hranovych farbeni na triede gra-

fov citadela

Cielom tejto podkapitoly je dokézat Tvrdenie 3.2.5 o po¢te hranovych 4-farbeni pre grafy
citadela T,, pre n > 12. Toto tvrdenie sme predtym bez dokazu sformulovali v predosle;
podkapitole.

Pre pripomenutie: ideme dokézat tvrdenie, ze graf citadela T}, ma 2" +2m/2+44.2n/2+2
roznych hranovych 4-farbeni, ak je n delitelné 4. Na druhej strane, ak n nie je delitelné
Styrmi, potom graf T, ma 2" — 2"/2*! r6znych hranovych 4-farbeni.

Predtym ako prejdeme k samotnému dokazu si zadefinujeme graf citadela 7,, dru-
hym sposobom — ako graf, ktory vznikne spojenim niekol'kych (4, 4)-pdlov. Tato defi-
nicia sa nam neskor hodi v dékaze, ked nebudeme ur¢ovat pocet hranovych 4-farbeni
grafu citadela 7}, priamo, ale pomocou takzvaného grafu prechodov. Za¢neme definiciou
(4, 4)-polu T', ktorého postupnym viacnasobnym spajanim nésledne vznikne vysledny

graf citadela T,.

(4, 4)-pdl T je multipol, ktory vznikne tak, Ze zoberieme dva izolované vrcholy vy, vy
a na kazdy z nich napojime styri visiace hrany. Vstupny konektor S; obsahuje striedavo
visiace hrany incidentné s vrcholom vy a s vrcholom v, zatial ¢o vystupny konektor
S5 obsahuje najprv dve visiace hrany incidentné s vrcholom v; a néasledne dve hrany
incidentné s vrcholom wv,.

Toto poradie visiacich hran na konektoroch (4, 4)-pélu T' je dolezité, nakol'ko sa od

neho bude odvijat tvar vysledného grafu, ktory vznikne postupnym spojenim niekol-
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kych (4, 4)-polov T, Pre lepsiu predstavivost, na obrazku 3.8 st visiace hrany zaclenené

do konektorov nasledovnym sposobom: Sy = (e, g, f, h) a Sy = (4, j, k, [).
1

f J

g k

hoo V2]
Obr. 3.8: (4, 4)-pol T

Pripomenme si, ze pod spojenim dvoch (k, k)-polov M a N mame na mysli vznik
nového (k, k)-polu M o N tak, ze zluc¢ime visiace hrany na vystupnom konektore Sy
(k, k)-pélu M s visiacimi hranami na vstupnom konektore S; (k, k)-pélu N v poradi,
v akom visiace hrany vystupuji v konektoroch.

Odportc¢ame pozriet si obrazok 3.9, ktory zobrazuje spojenie dvoch (4, 4)-polov T

Dalej si pripomeiime, Ze pod uzaverom (k, k)-polu M mame na mysli graf G, ktory
vznikne tak, Ze spojime visiace hrany na vstupnom konektore s visiacimi hranami
na vystupnom konektore (k, k)-polu M v poradi, v akom vystupuju v jednotlivych
konektoroch.

Pre detailné definicie tychto dvoch pojmov pozri definiciu 1.2 v kapitole Uvod
do problematiky Kéaszonyiho funkcie.

h V9 Ué U

Obr. 3.9: Nazorna ukazka spojenia dvoch (4, 4)-polov T

Graf citadela T,, potom mézeme definovat aj ako graf, ktory vznikne ako uzaver
(4, 4)-polu T™?2, ktory zase vznikol postupnym spojenim n/2 (4, 4)-pélov 7.
Takato definicia grafu citadely 7}, nAm umozni na samotnom grafe definovat takz-

vanu prechodovi reldciu a graf prechodov, ktoré si teraz zadefinujeme.

Definicia 3.3.1 (Prechodova relacia). Binarnu reldciu R na mnozine usporiadanych

Stvoric farieb taku, ze x Ry préave vtedy, ked existuje hranové 4-farbenie ¢ (k, k)-polu M,
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ktoré priradi vstupnému konektoru S; a vystupnému konektoru S, zafarbenia ¢(S;) = =

a ¢(S2) = y nazyvame prechodova relécia.

Definicia 3.3.2 (Graf prechodu). Grafom prechodu na (k, k)-péle M mame na mysli
orientovany graf G = (V) E), pricom mnozinou vrcholov V myslime vSetky mozné
zafarbenia vstupného konektoru (k, k)-polu M. Z vrcholu z vedie orientovana hrana do
vrcholu y grafu G prave vtedy, ked existuje hranové 4-zafarbenie ¢ (k, k)-polu M take,
ze zafarbi konektory nasledovne: ¢(S1) = x a ¢(S2) = y. Formélne nech R je prechodova
relacia na mnozine zafarbeni konektorov (k, k)-polu M, potom mnozina vrcholov V =
{(c1, coy ...y k) | & € {1, 2, 3, 4}} a mnozina hran F = {zy | xRy; =, y € V}.

Obr. 3.10: Konstrukcia citadely 7,, postupnym spajanim (4, 4)-polov T

Pre lepsie pochopenie struktiry dokazu si najprv prejdeme hlavné myslienky dokazu
poctu hranovych 4-farbeni na grafe citadele T,.

Najprv sa pozrieme na mozné hranové 4-farbenia (4, 4)-p6lu 7" a skonstruujeme graf
prechodu G na tomto (4, 4)-pole. Nasledne nahliadneme, Ze pocet hranovych farbeni
grafu citadely Tb, sa da pretransformulovat na tlohu hl'adania vietkych sledov dizky
n na grafe prechodov G, ktoré zac¢inaji a konc¢ia v rovnakom vrchole. Na zaver si
uvedomime, 7e existuje sivis medzi po¢tom sledov dlzky n na grafe G a hodnotami
matice Adj(G)" (matice susednosti grafu G umocnenej na n-tu). Z tejto matice nasledne
vycitame pocet roznych hranovych 4-farbeni grafu citadela T5,.

Samotny dokaz za¢neme rozborom moznych hranovych 4-farbeni (4, 4)-pélu 7' a

néslednou konstrukciou grafu prechodu G na (4, 4)-pole T

V rozbore farbeni budeme pouzivat farby a, b, ¢, d. Pri rozbore nebudeme rozoberat
farbenia, ktoré je mozné ziskat permutéciou farieb. Vstupny konektor Sy (4, 4)-poélu T’
potom moze byt zafarbeny tymito Styrmi moznostami. Pre jednotlivé moznosti rovno

vymenuvame aj mozné zafarbenia vystupného konektora Sy:
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e Vstupny konektor S; je zafarbeny farbami ¢(S;) = (a, b, b, a). Potom moze
byt vystupny konektor Sy zafarbeny bud farbami ¢(S2) = (¢, d, d, ¢), alebo
c(S2) = (d, ¢, ¢, d).

e Vstupny konektor S; je zafarbeny farbami ¢(S;) = (a, b, ¢, a). V tomto pri-
pade dostavame nasledovné mozné zafarbenia vystupného konektoru Sp: ¢(S2) =
(b, d, d, c) alebo ¢(S2) = (d, b, ¢, d).

e Vstupny konektor S; je zafarbeny farbami ¢(S;) = (a, b, b, ¢). Potom moze
byt vystupny konektor Sy zafarbeny bud farbami ¢(S;) = (¢, d, d, a), alebo
c(S2) = (d, ¢, a, d).

e Vstupny konektor S je zafarbeny farbami ¢(S;) = (a, b, ¢, d). Pri tejto posled-
nej moznosti moze byt vystupny konektor Sy zafarbeny nasledovnymi Styrmi
moznostami: ¢(S2) = (b, d, ¢, a), ¢(S2) = (d, b, ¢, a), ¢(S2) = (b, d, a, ¢) alebo
c(S2) = (d, b, a, c).

Z predoslej analyzy je nasledne mozné (vzatim do uvahy aj permutécii jednotlivych
farieb) skonstruovat graf prechodu G na (4, 4)-pole T'. Uvedomme si, Zze vrcholmi tohto
grafu st usporiadané Stvorice farieb a, b, ¢, d oznacujuce zafarbenie vstupného konek-
toru Sy (4, 4)-poélu T' a medzi vrcholmi vy a v existuje orientovana hrana v; — vy prave
vtedy, ked existuje zafarbenie (4, 4)-poélu T' také, ze vstupny konektor ma zafarbenie
vy a vystupny konektor zafarbenie vy. V grafe prechodu G pre lepsiu prehladnost po-
uzivame aj neorientované hrany. Ak medzi vrcholmi v; a vy existuju orientované hrany
V1 — Uy & vy — V1, tak ich nahradzame neorientovanou hranou v;vs.

Graf prechodu G na (4, 4)-pole T sa sklada z desiatich komponentov. Pre lepsie
pochopenie tohto grafu si neformélne rozdelime jednotlivé komponenty do troch tried.

Prva triedu tvoria tri neorientované kruznice dlzky 4. Jeden takyto komponent
spolu s nazvami jednotlivych vrcholov je mozné si pozriet na obrazku 3.11. Zvys$né
dva komponenty je mozné ziskat vhodnou permutaciou farieb, ktorymi st znacené
jednotlivé vrcholy.

Matica susednosti Adj(Cy) kruznice Cy dlzky 4 vyzera nasledovne:

Adj(Cy) =

_ O = O
S = O
_ O = O
O = O =

Druhu triedu tvori Sest izomorfnych komponentov Gy, kazdy z nich mé osem vr-
cholov. Na definovanie tychto komponentov nam tiez staci zadefinovat jeden z nich.
Ostatné je mozné z neho ziskat vhodnou permutaciou farieb, pomocou ktorych definu-

jeme jednotlivé vrcholy. Jeden z tychto komponentov je mozné si pozriet na obrazku
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Qo

(

Obr. 3.11: Jeden z komponentov C} grafu prechodov na (4, 4)-pole T

|

3.12. Tento obrazok sucasne slazi aj ako definicia samotného grafu Gg. Na obrazku su
vyznacené aj nazvy jednotlivych vrcholov. Graf Gg obsahuje orientované aj neoriento-
vané hrany. Orientaciu orientovanych hran symbolizujeme na obrazku ,sipkou.

Matica susednosti Adj(Gg) grafu Gg vyzera nasledovne:

(0100100 0]
00010100
10000010
Adj(Gg):00100001
10000010
01001000
00100001
0001010 0]

Poslednii triedu tvori jeden komponent G4 na ostavajucich 24 vrcholoch. Vsetky
vrcholy tohto komponentu st typu v = (a, b, ¢, d) pre Tubovolné rozne farby a, b, ¢, d.
Teda jeho vrcholmi st vSetky mozné zafarbenia vstupného konektoru S; také, ze kazda
z visiacich hran je zafarbené inou farbou. Z kazdého z vrcholov tohto grafu vychédzaja
Styri orientované hrany a stucasne do neho zo Styroch inych vrcholov vchadzaja Styri
iné orientované hrany.

Mimo tohto pozorovania je vSak graf Go4 pomerne velky a méa komplikovani Struk-
taru, preto sme sa ho rozhodli zadefinovat len pomocou matice susednosti, ¢o je sucasne
postacujuca definicia pre naSe potreby.

V pripade, Ze by si chcel ¢itatel overit spravnost tohto grafu, odpori¢ame mu sa
pozriet dokladne na analyzu farbeni (4, 4)-polu T, kedy je vstupny konektor S; je
zafarbeny farbami ¢(S;) = (a, b, ¢, d), nakol'ko vSetky vrcholy v tomto komponente st

farbeniami préave tohto typu.
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Obr. 3.12: Jeden z komponentov Gg grafu prechodov na (4, 4)-pole T'

Matica prechodu Adj(Ga4) na grafe Gyy vyzera nasledovne:

Adj(Gay) =

AN

MéZeme si uvedomit, ze konkrétny prechod po grafe prechodu G na (4, 4)-pole T

tzko suvisi s konkrétnym farbenim niektorého z grafov citadela. Presnejsie povedané,

v,

v’

kazdy sled dlzky n, ktory zac¢ina a kon¢i v tom istom vrchole na grafe prechodu G
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predstavuje jedno konkrétne hranové 4-farbenie na grafe citadela T3, na 2n vrcholoch.
Preto ak vieme spocitat pocet roznych sledov dlzky n na grafe prechodu G takych,
7e zacinaji v Tubovolnom vrchole a stcasne v hom aj kondia, tak pozname aj pocet

roznych hranovych 4-farbeni na grafe citadela T3, na 2n vrcholoch.

Nech Adj(G) je matica susednosti grafu prechodu G na (4, 4)-pole T. Mozeme
nahliadnut, ze hodnota z;; v matici Adj(G)" nam reprezentuje pocet roznych sledov
dlzky n, ktoré za¢inaju vo vrchole v; a konéia vo vrchole vj. Preto ak poznadme hodnoty
na diagonale matice Adj(G)", vieme l'ahko uré¢it pocet roznych hranovych 4-farbeni na

grafe citadela T5,, — ziskame ich ako sucet vSetkych prvkov na diagonéle matice Adj(G)™.

Vzhladom na to, Ze graf prechodu G obsahuje niekolko komponentov, mozeme
si ulohu najdenia vietkych sledov na grafe G dlzky n rozdelit na podulohy. Najprv
vyrieSime tuto tulohu zvlast pre kazdy komponent, a potom vysledny pocet sledov

ziskame ako sucet sledov cez vSetky komponenty.

Pripomenme si, ze graf prechodu G na (4, 4)-pole T' obsahuje 10 komponentov: tri
kruznice Cy (pozri obrazok 3.11), 8est grafov G (pozri obrazok 3.12) a jeden komponent

(94 (pozri maticu susednosti 3.3).

Pre graf C, je Tahkym cvi¢enim pomocou matematickej indukcie a definicie sucinu

dvoch matic dokéazat, ze pre Tubovolné n > 1 je graf Adj(C4)"™ nasledovného tvaru:

ol g ol ak n je péarne,

Adj(Cy)" =

on—1 0o 2t 0
inak.

2n—1 0 2n—1 0

Teraz sa pozrieme na n-ti mocninu matice susednosti grafu Gg pre n > 2. Tvrdime,
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ze pre n > 2 je matica Adj(Gg)™ nasledovného tvaru:

220 0o 22 0 22 22
gn=2 9n=2 o "2 0 2n2
n=2 9n=2 (g 22 0 2n2

2n=2 0 272 (0 272 2772 o

ak n je parne,

2n=2 () 0 272 (o 272 2n2
2n=2 () 0 272 (o 272 2n2

Adj(Ga;)n:
0 272 9272 o 22 0 2n2
=2 0 202 0 272 272
=20 0 202 (o 202 2m2
0 272 272 o 22 0 2n2
n=2 0 0 202 0 22 272

n=2 9n=2. (g  2n"2 0 272

n=2 9n=2. (o 272 0 2n2
2n=2 0 0o 272 0 272 22

inak.

Dokaz je opat mozné urobit pomocou matematickej indukcie. Je trividlne overit,
7e matice Adj(Gg)? a Adj(Gg)® reprezentujice bazu matematickej indukcie st poza-
dovaného tvaru. Nasledne je najjednoduchsie samostatne pre parne n a pre neparne
n ukéazat, ze ak matica Adj(Gg)"™! je predpokladaného tvaru, tak potom aj matica
Adj(Gg)" = Adj(Gg)" ! - Adj(Gg) ma vyssie zmieneny tvar.

Na zaver sa eSte pozrieme ako vyzera n-t4 mocnina matice susednosti grafu Gay
pre n > 2. Pre lepsiu prehladnost hodnot matice Adj(Gay)" si zavedieme dve pomocné

funkcie f, a g,, ktoré definujeme nasledovnym spdsobom:

272, (2" 4+ 2)/6 ak n je parne,

"2 (2" —2)/6 inak.
22. (2" —4)/6 ak n je parne,
&n =

22, (2" 4+ 4)/6 inak.

Potom vyuzitim funkcii f, a g, pre n > 2 vyzera samotna n-t4 mocnina matice
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Adj(Gag)™ nasledovne:

o o 90 G Jo So o Sa Sa So Sa G 90 Gn G0 fu S Su Sn Sa Su 90 90 o Sn
o o Fo Sn 90 Gn So So G0 90 Sn o Sa Su fa G0 G0 Fu Sn 90 Gn So Su Fn Jn
G Gn Jo o So Sn 90 G Fo So So Sa Fo o Sa S Fa Gn G0 Su Fo fu fno 90 On
o fo So o 90 Gn So Fa G0 90 Sn o fa Su fo 90 G0 So oo 90 Gn fo fu Fo Su
I Gn S fo fo So 90 G0 Su Su o fo o So So fa fa G0 G0 fo fo fa fo 90 G
o o G0 G Fo fo fo Sa Sa Sa G0 G0 G G fo fa fa fa Su o G0 G0 fo S
o o Jo S 90 Gn So So G0 90 Sn o Sa Su fa G0 G0 Fu Sn 90 Gn Sa Su Sa Jn
o o 90 G So To So Sa To Fa G 90 Gn G0 Su o Su Suo Sa Sn 90 90 Sn Ju
Gn Gn So fo o S G0 G0 o Sn o So fo fo Fo So fa G0 G Su fa fo fo 90 O
fo o G G o fo Fo fa fa fa G0 Gn Gn Gn fo fa fa fa fu o G0 G0 fo S
In Gn S o fo So G0 G0 Su Su Sn o fo fo fo fa 90 G0 fu fo fo foo 90 e
o o Jo S 90 Gn So So G0 90 Sn o Sa Su fa G0 G0 Su Sn 90 Gn Sa Su o Sn
o o Fo Tn 90 Gn So So G0 90 Sn o Sa Su So G0 G0 Fu Sno 90 Gn So Su Sn Ju
G Gn Jo o So o 90 G Fo Su So Sa Fo Sa S o fa Gn G0 Su So fa fno 90 On
o o G0 Gn Fo Su fo fa fo fa G 90 Gn G0 fu o fa fo o Fo S G0 9n o fu
Gn Gn S fo fo So G0 Gn Su Su o fo o So So fa fa G0 G0 fo fo fo fo 90w
o o G G o fo fo fa Sa o G0 Gn Gn G fo fa fa fo Su o G0 G0 fo S
o o Jo T 90 9o So So G0 90 Sn o Sa Sn Sa G0 G0 Fu Sn 90 Gn Sa Su SFn Jn
o fo 90 G fo To So Sa Fo Fa G 90 Gn G0 Su o Su S Fa Su 90 90 Fo Su
G Gn Jo So So o 90 G So Su So Sa Fo Sa fu fa Gn 90 Su fo fa fuo9n n
fo o o fo G0 G0 fo fo 90 G0 fu o o fo G0 G0 fo fa Gn Gn fu fo fo S
G Gn Su So So Sa 90 90 Ju Su o Fo fo Fa fa Sa 90 G0 o fu fo fao9n 9
o o Jo Tn 90 9o So So G0 90 Sn o Sa Su Sa G0 G0 Fu Sno 90 Gn Sa Su Sn Ju
o o 90 G Fo To So Sa Fo Fa G 90 Gn G0 Su o Su S So Su 90 G0 Fa Su

Dokaz, ze matica Adj(Ga4)" je skutoCne vysSie zmieneného tvaru je tieZ mozné
urobit pomocou matematickej indukcie.

Pre bazu n = 2, 3 je Tahké overit, Ze matice s pozadovaného tvaru.

Néasledne pri samotnom dokaze vyuzivajiceho indukény predpoklad je dobré si uve-
domit, Ze kazdy stipec matice Adj(Gay) obsahuje prave $tyri hodnoty 1 a zvysné hod-
noty su nulové.

Nahliadnime, Ze pre Tubovolnu dvojicu indexov i, j taku, Ze hodnota prvku matice
Adj(G24)"[i, j] = gn plati, Ze vietky Styri ne-nulové hodnoty j-teho stlpca matice
Adj(Gy4) sa vynéasobia s hodnotou f, ;1 u matice Adj(Ga4)""!. Na druhej strane ak
je dvojica indexov i, j také, Ze hodnota prvku matice Adj(Ga4)"[i, j] = fn, potom
plati, Ze niektoré dve nenulové hodnoty j-teho stlpca matice Adj(Gay) sa vynasobia
s hodnotou f,_; a zvysné dve nenulové hodnoty tohto stlpca sa vynasobia s hodnotou
In—1-

Toto overovanie sa modze zdat pomerne pracne, ale v skutocnosti sa da pomerne
zautomatizovat v momente, ako si uvedomime, Ze matica Adj(Go4)" ! ako hodnoty
svojich riadkov obsahuje len §tyri rézne vektory. Stlpce matice susednosti Adj(Gay) tiez
nemaju prilis vel'ka variabilitu, opakuje sa tam len Sest roznych stipcovych vektorov.

Na zaver este ostava ukézat, ze pre parne aj neparne n plati f, =2+ f,_1+2-gn_1
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a g, = 4- f,_1. V nasej praci to ukdzeme len pre parne n. Pre nepérne n je dané
rovnosti mozné dokazat analogickym spésobom. Pristupme teraz k vyjadreniu vztahov

pre parne n:
2 fo1+2gn g =227 (2" —2)/64+2-2"73. (2" +4) /6 =2""2- (2" +2)/6 = f,

4ofog=4-2"2.2"1—2)/6=2""2.(2" —4)/6 = g,.

Ked pozname hodnoty I'ubovolnej mocniny matice susednosti pre kazdy z kompo-
nentov grafu prechodu G na (4, 4)-péle T je Tahké urcit pocet roznych sledov dlzky n
konciacich v rovnakom vrchole, v akom zacinaju, a teda aj pocet farbeni grafu citadela
Ty, na 2n vrcholoch. Oznacme si tiato hodnotu ako |c4(T3,)|.

Pripomenme si, ze graf prechodu G na (4, 4)-pole T obsahuje 10 komponentov: tri
kruznice Cy, Sest grafov Gg a jeden komponent Goy.

Dalej si uvedomme, ze pre konkrétne n a konkrétny z tychto troch grafov ma n-ta
mocnina matice susednosti na celej diagonale rovnaké hodnoty.

Preto vysledny pocet sledov |c4(T5,)| ziskame ako:
|ca(Ton)| = 3 [V(Ga)| - 275 + 6 - [V(Gs)| - s + 1+ [V(Gaa)| - 2575,

kde ¢isla 3, 6 a 1 reprezentuju pocet jednotlivych komponentov, |V (G)| je pocet
vrcholov grafu G a hodnoty x7;, y;'; a 2j'; reprezentuji (v tomto poradi) hodnoty
na diagonale matic Adj(Cy)", Adj(Gs)™ a Adj(Gay)™.

Pre parne n dostavame hodnoty: x}, = 2"7', y=2"% a 2, f, = 2"7% - (2" 4 2) /6.

Vysledny pocet roznych hranovych farbeni grafu 75, pre parne n ma potom hodnotu:
lea(Ton)| =3-4-2""146-8-2"72424.2"2. (2" 4 2)/6 = 2" 4 27T 4 212,

Preto pre parne n mé graf citadela T5, 227 4-2"+44-2"+2 roznych hranovych 4-farbeni.
Odtial dostavame, ze pre n delitelné styrmi ma graf citadela T, 2" + 27/2+4 4 9n/2+2
roznych hranovych 4-farbeni.

Pre neparne n dostavame hodnoty: #7';, = y*; = 0 a 27", = f, = 2"7%- (2" — 2)/6.

Vysledny pocet roznych hranovych farbeni grafu 75, pre neparne n ziskame ako:
lca(Toy)| = 242772 (2" — 2) /6 = 22 — 2" FL,

Odtial uz l'ahko dopocitame, Ze pre n, ktoré nie je delitelné styrmi méa graf cita-
dela T,, 2™ — 221 roznych hranovych 4-farbeni, ¢im sme dokazali tvrdenie o poéte

hranovych farbeni pre grafy citadela T,, pre Tubovolné n > 12.



Zaver

V naSej praci sme sa venovali hranovym farbeniam, oblasti, ktora je tzko spéta s
hlbokymi a zndmymi hypotézami z teérie grafov. V prvej ¢asti sme pokracovali vo vy-
skume Kéaszonyiho funkcie ¢)(G, e) a v druhej sme skiimali maximalny pocet hranovych
4-farbeni na 4-regularnych grafov.

Uré¢ili sme hodnotu Készonyiho funkcie ¢(G, e) pre Iubovolnt hranu e kazdého
grafu G z nekonec¢nej triedy rota¢nych binarnych snarkov, ¢im sme zavrsili nas stvor-
ro¢ny vyskum v tejto oblasti. Ako mozné pokracovanie skimania Kaszonyiho funkcie sa
pontka napriklad rozsirenie Tvrdenia 1.1.5 autoriek A. Cappon a E. Walther na mno-
zinu vSetkych prvocisel, objavenie novych vlastnosti Kaszonyiho funkcie alebo najdenie
dal8ej nekonecnej snarkov, na ktorej Kaszonyiho funkcia vytvara zaujimavé vzory.

Tiez sme skiimali maximalne poc¢ty hranovych 4-farbeni na jednoduchych 4-regulér-
nych grafov v zavislosti od po¢tu vrcholov. Ako MAX,(n) sme definovali funkciu, ktora
urcuje maximalny pocet hranovych 4-farbeni na jednoduchych 4-reguldrnych grafoch
v zévislosti od poc¢tu vrcholov n. Vysledkom nasho vyskumu v tejto oblasti je neko-
necna trieda 4-regularnych grafov, ktora ponitika kvalitny netrivialny dolny odhad fun-
kcie MAX,.(n). Stcastou nasej préace je aj dokaz poc¢tu hranovych 4-farbeni pre kazdy
graf z tejto nekonec¢nej triedy grafov. V tejto oblasti sa pontka niekolko moznych sme-
rovani vyskumu, pricom ich spoloénym cieflom by malo byt urcenie maximalneho poé¢tu
hranovych k-farbeni (jednoduchych) savislych k-regularnych grafov v zavislosti od k

a od poc¢tu vrcholov n.
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