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Abstrakt

V préci sa snazime ¢iastocne dokazat hypotézu 7., (P,) = 3 pre kazdu cestu P,,n > 4,
a teda overit, Ze pre kazdu cestu o dizke aspofi tyri a pre kazdé priradenie zoznamov
o troch farbach ku kazdému vrcholu na tejto ceste je mozné najst asponn jedno nere-
petitivne farbenie, pricom kazdému vrcholu priradime farbu z jemu prisliachajicemu
zoznamu. Nerepetitivne farbenie je také vrcholové farbenie grafu, Ze pre kazda jeho
podpostupnost parnej dizky sa postupnost farieb prvej polovice tejto podpostupnosti
nezhoduje s postupnostou farieb druhej polovice. Hypotézu dokédZeme za pomoci znacne
zoptimalizovaného programu, a to pre vetky cesty s dlzkou mensou alebo rovnou &slu
10. Hypotézu dokazeme s obmedzenim na pocet moznych farieb pre zoznamy vrcholov

i pre cesty dizky 11 a 12.

Krluacové slova: nerepetitivnost, zoznamovost, farbenie, cesta, graf



Abstract

In our work we are aiming for a partial proof of conjecture 7., (F,) = 3 for every path
P,,n > 4, in other words, to confirm, that for every path of length at least four and
for every assignment of lists of three colors to every vertex on this path it is possible
to find at least one non-repetitive coloring, whilst assigning one color to every vertex
from list associated with it. Non-repetitive coloring is such a vertex coloring, that for
every subsequence of even length derived from this coloring the sequence of colors of
the first half of this subsequence does not match the sequence of colors of the second
half. We will prove the conjecture using considerably optimized program for all paths
with length less or equal to 10. With restriction on the number of allowed colors for

lists we will also prove the conjecture for paths of length 11 and 12.

Keywords: non-repetitivness, list, coloring, path, graph
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Uvod

Cielom tejto prace je ¢iasto¢ne dokéazat hypotézu, ze m.,(P,) = 3, pre kazdu cestu
P,,n > 4, a teda overit, Ze pre kazdu cestu s aspon Styrmi vrcholmi a pre kazdé prira-
denie zoznamov dlzky 3 ku kazdému vrcholu cesty je mozné najst nejaké nerepetitivne
farbenie, kde kazdému vrcholu priradime farbu z jemu prislichajiceho zoznamu. Ne-
repetitivne farbenie je vrcholové farbenie grafu také, ze pre kazdu jeho podpostupnost
parnej dlzky sa postupnost farieb prvej polovice tejto podpostupnosti nezhoduje s po-
stupnostou farieb tej druhej. Problém overenia hypotézy je I1J—tplny. Nasou tilohou
je implementécia programu, ktory bude hypotézu overovat. Jeho implementacia je pre
ucely prace klacova. Budeme ho preto v ¢o najvicSej miere optimalizovat a testovat,
aby sme sa spolahlivo dopatrali k platnosti hypotézy pre ¢o najdlhSie cesty a s po-
zitim ¢o najvacsieho po¢tu moznych farieb pre zoznamy vrcholov. Vo vSeobecnosti sa
budeme snazit hypotézu dokazat pre vietky cesty dlzky mensie alebo rovné 10 a pre
vSetky poCty moznych farieb taktiez mensie alebo rovné 10.

V prvej kapitole zadefinujeme mnohym znédme, no pre nasu pracu nevyhnutné
pojmy. Zavedieme vsSak i vlastné definicie, ktoré nam pomozu elegantnejSie a cita-
telnejsie vyjadrovat svoje myslienky a dokazovat potrebné tvrdenia.

V druhej kapitole uvedieme doterajsie vysledky tykajice sa nerepetitivnych zozna-
movych farbeni, pripadne iné, no stale nasej téme blizke zistenia.

V tretej kapitole ¢itatelov informujeme o tvrdeniach, ktoré budu dokazovat sprav-
nost nasich implementacii. Pomocou definicii z predchadzajicich kapitol vyslovime
domnienky, ktoré nasledne aj formélne dokazeme. Dokazané tvrdenia, vety ¢i lemy ndm
potom vo Stvrtej kapitole ulah¢ia a urychlia vyjadrovanie sa, a umoZnia tak ¢itatelom
plne sa sustredit na samotné myslienky uvadzanych optimalizacii.

V poslednej kapitole, ako sme uz naznacili, popiSeme samotna implementéaciu prog-
ramu. PopiSeme navrh programu, no i jeho zékladni, teda nezoptimalizovani verziu.
Vychadzajic z nej nacrtneme ¢itatelom ¢o najpresnejsie funkcionalitu implementova-
nych optimalizacii v chronologickom poradi. Kazda podkapitola bude na spravnych
miestach popretkavana vysledkami pre prave opisované vylepsenia. Vdaka tomu uz ne-
uvedieme samostatni kapitolu pojednavajicu o vysledkoch préace, no ich jemné zhrnutie

1 diskusiu k nim umiestnime do zaveru.
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Kapitola 1

ZAkladné definicie

V tejto kapitole uvedieme najskor zakladné definicie tykajuce sa grafov, opiSeme nie-
ktoré grafové Struktiry, pripadne zavedieme rozne nézvy, ktoré budeme v dalsich cas-
tiach prace potrebovat. Vdaka vSetkym definiciAm popiSeme problém zoznamového
nerepetitivneho farbenia ciest. Vysvetlime i pojmy ako sekvencia a i sposob, akym sa

da zoznamovost ¢i nerepetitivnost vo farbeni vyjadrit ako sekven¢ny problém.

1.1 Zakladné pojmy

Definicia 1 (Diestel, [8]). Graf je dvojica G = (V, E) disjunktnych mnozin, kde prvky
E st dvojprvkové podmnoziny V. Prvky V' st vrcholy (pripadne uzly alebo body) grafu
G, prvky E su jeho hrany.

Tento objekt je, presnejsie povedané, neorientovany graf. Pre vytvorenie oriento-
vaného grafu potrebujeme uvazovat, aby kazdy prvok E bol usporiadanou dvojicou.
Hrany xy,yxr € E by teda boli v tomto pripade rozdielne. My budeme v préaci pouzi-
vat iba pojem graf, pricom budeme mat zakazdym na mysli neorientovany graf. Hranu

{z,y}, kde x,y € V zas budeme zapisovat ako zy.

Definicia 2 (Diestel, [8]). Pre velkost mnoziny vrcholov grafu G' s oznacenim |V|

budeme pouzivat pojem rdd grafu.

Definicia 3 (Diestel, [8]). Majme vrchol v € V, a hranu e € E. Vrchol v navzeme
incidentny s hranou e, ak plati v € e. Pojem koncové vrcholy bude oznacovat oba
vrcholy x a y, x # y pre ktoré plati z € e, y € e, kde e € E. Vrcholy z,y € V nazveme
susedné, ak vy € E. Hrany e, f € E;e # f nazveme susedné, ak © € e;x € e, kde
xeV.

Definicia 4 (Diestel, [8]). Majme vrchol z € V. Stupriom vrcholu nazveme pocet

vrcholov susednych s x.
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Definicia 5 (Diestel, [8]). Nech G = (V,E) a G' = (V', E’). Zavedieme oznalenia
GNG =VNV,ENE)aGUG = (VUV' EUFE"). Ak plati GNG" = ), potom G

a G’ nazveme disjunkiné.
Ak plati V' CV a E' C E, budeme hovorit, ze G’ je podgraf G a pisat G' C G.

Definicia 6 (Diestel, [8]). Majme graf G = (V, E). Sled S bude oznalenie pre ne-
prazdnu striedavt postupnost voegvie;...ex_1vx, kde v; € Viej € Eprei =1,2,...k a
j=1,2,...,k — 1, pricom opét plati e; = v;v,41 pre vetky i < k. Dlzka takéhoto sledu
bude |S| = k.

Definicia 7 (Diestel, [8]). Cestou P budeme nazyvat taky sled S, v ktorom navyse
plati, ze vietky v; stt po dvoch rozne. Dlzka cesty bude |P| = |S| = k.

Definicia 8 (Diestel, [8]). Tah T bude nazov pre taky sled S, v ktorom navyse plati,
Ze hrany e; st po dvoch rozne. Dizka fahu bude |T| = |S| = k.

Definicia 9 (Diestel, [8]). Majme graf G = (V, E). Cyklus C (alebo aj kruznica)
budeme nazyvat taky sled S, v ktorom navyse plati, ze vSetky v; st po dvoch roézne a
v = vp,. Dlzka kruznice bude |C| = |S| = k.

Definicia 10 (Diestel, [8]). Ak st prvky grafu ohodnotené ¢islom, resp. ak je zadefino-
vané funkcia priradujica prvkom nejaké hodnoty, graf nazveme ohodnotenyy. Hranovo
ohodnoteny graf je graf, ktorému je pridelené funkcia h : E — R. Cislo h(e),e € E na-
zveme hodnota hrany alebo aj cena hrany. Vrcholovo ohodnoteny grafje graf, ktorému
je priradena funkcia h : V — R. Opit, Cislo h(v),v € V nazveme hodnota vrcholu

alebo aj cena vrcholu.

Definicia 11 (Diestel, [8]). Vrcholové oznacovanie grafov definujeme ako zobrazenie

c1:V — S a hranové oznacovanie grafov ako zobrazenie ¢y : E2 — S.
Definicia 12 (Diestel, [8]). Nech G = (V, E) je graf. Zadefinujeme nasledovné:

e Vrcholovym farbenim nazveme zobrazenie ¢ : V — S, pricom ak si vrcholy =,y

susedné, musi platit ¢(z) # c(y). Prvky mnoziny S nazyvame farby.
e Vrcholovgm k-farbenim nazveme také vrcholové farbenie, v ktorom S = {1,2, ..., k}.
e Graf je vrcholovo k-zafarbitelny, ak mé vrcholové k-farbenie.

e Chromatickym cislom x(G) nazveme najmensie Cislo k také, ze G je vrcholovo

k-zafarbitelny.

e Hranovym farbenim nazveme zobrazenie ¢ : F — S, pricom ak si hrany e, f

susedné, musi platit c(e) # c(f).
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e Hranovym k-farbenim nazveme také hranové farbenie, v ktorom S = {1,2, ..., k}.
e Graf je hranovo k-zafarbitelny, ak méa hranové k-farbenie.

e Chromatickym indexom x'(G) nazveme najmensie ¢islo k také, ze G je hranovo

k-zafarbitelny.

Nézov farbenia grafov sa od jeho prvého pouzitia Augustom De Morganom v roku

1852 [22] dodnes zachoval, hoci sa miesto farieb zvyknt pouzivat prirodzené ¢isla.

1.2 Nerepetitivne a zoznamové farbenia

V nasledujicom upustime od oznacovania cesty P = vgegvi€;...€x_1v; a budeme pou-
zivat len P = vgv;...v5, nakolko budeme pracovat len s vrcholmi grafov. Taktiez miesto

pojmu vrcholové farbenie budeme zvycajne pouzivat iba slovo farbenie.

Definicia 13. Nech G = (V, E) je graf, nech ¢ : V — S je farbenie tohto grafu.
Hovorime, ze farbenie ¢ je repetitivne, ak v grafe G existuje cesta P = vgvy...v9,_1, pre
ktoru plati ¢(v;) = ¢(vy4), pre i = 0,1,...,r — 1. Ak sa v grafe G nenachadza ziadna

takato cesta, farbenie ¢ sa nazyva nerepetitivne.

Definicia 14. Najmensie také ¢islo k, pre ktoré ma graf G nerepetitivne k-farbenie,

sa nazyva Thueho chromatické ¢islo, oznacuje sa 7(G).

Definicia 15. Nech G = (V, E) je graf, nech L : V — 2V je funkcia, ktora danému
vrcholu priraduje mnozinu farieb (prirodzenych ¢isel) pouzitelnych na zafarbenie vr-
cholu v. Tato mnozinu L(v) budeme nazyvat zoznam farieb (pripadne len zoznam).
Zoznamové farbenie je farbenie definované zobrazenim c : V' — N, pri¢om c(v) € L(v)

pre v8etky vrcholy v.

Definicia 16. Graf je zoznamowvo k-zafarbitelng, ak je zoznamovo zafarbitelny a funkcia
L :V — 2" priraduje vietkym vrcholom k-prvkové mnoziny. Zoznamové chromatické

¢islo x;(G) je najmensie ¢islo k také, ze G je zoznamovo k-zafarbitelny.

Definicia 17. Nech G = (V, E) je graf, nech L : V — 2% je funkcia, ktora danému vr-
cholu priraduje mnozinu farieb (prirodzenych ¢isel) pouzitelnych na zafarbenie vrcholu
v. Nerepetitivne zoznamové farbenie je nerepetitivne farbenie definované zobrazenim
¢:V — N, kde ¢(v) € L(v) pre vSetky vrcholy v.

Definicia 18. Graf je nerepetitivne zoznamovo k-zafarbitelny, ak je nerepetitivne zo-
znamovo zafarbitelny a funkcia L : V — 2V priraduje vSetkym vrcholom k-prvkové
mnoziny. Thueho ¢islo vgberu m.,(G) je najmensie ¢islo k také, Zze G je nerepetitivne

zoznamovo k-zafarbitelny.
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1.3 Sekvencie

Problém nerepetitivneho zoznamového farbenia ciest sa d& popisat nielen grafovymi
strukturami, ale i pomocou sekvencii slov. V nasledujicom stru¢ne zadefinujeme za-

kladné pojmy, a potom popiSeme, ako pomocou nich charakterizovat uvedeny problém.

Abeceda ¥ je kone¢na neprazdna mnozina symbolov (alebo aj pismen).

Slovo nad abecedou ¥ je (kone¢né) postupnost symbolov zo 3.

DIZka slova w je dlzka postupnosti, ktora ho vytvara. Znaéime |w|.

Prdzdne slovo je slovo dlzky 0, oznacuje sa e.

Nekonecné slovo je nekonecne dlhé slovo, teda je to zobrazenie w : N — ..
Obojstranne nekonecné slovo je zobrazenie w : Z — X..

N-drne slovo je slovo nad abecedou ¥, pricom |X| = n.

Podslovo slova w = s153...5, je Iubovolna postupnost s;s;1;...5;, kde 1 <7 < j < n.
Prefix je podslovo, pre ktoré plati i = 1. Sufix je podslovo, pre ktoré plati j = n.
Stvorec je nepréazdne slovo tvaru uu. Slovo nazveme bez-Stvorcové, ak je neprazdne a
ziadne z jeho podslov nie je Stvorcom.

Prekryv (overlap [6]) je slovo tvaru zuzuz, kde z je neprazdne. Slovo je bez-prekryvové
(overlap-free), ak je neprazdne a ziadne z jeho podslov nie je prekryv.

Kocka [17] je neprazdne slovo tvaru wuu. Slovo nazveme bez-kockové, ak je neprazdne
a ziadne z jeho podslov nie je kockou.

Plati, Ze bez-stvorcové slovo je aj bez-prekryvové a taktiez plati, Ze bez-prekryvové
slovo je tiez bez-kockové.

R = s,8,_1...51. Ak plati w = w’, slovo w volame

Reverz slova w = s153...5, je slovo w
palindrom.

Ozna¢me alpha(w) mnozinu symbolov, ktoré sa v slove w vyskytuju aspon raz.

Teraz uvediem ekvivalentnt definiciu pre repetitivnost (13), zoznamovu k-zafarbitelnost

(15) i nerepetitivnu zoznamovu k-zafarbitelnost (18) pomocou slov a sekvencii.

Definicia 19. Nech ¥ = {0, 1,2, ..., k}, k € N je abeceda nad farbami 0, 1,2, ..., k. Nech
slovo w € ¥, w = ag, ay, ..., a,,n € N. Nech w obsahuje stvorec. Potom je tento Stvorec
ckvivalentny s repeticiou v definicii 13 a slovo w postupnosti ¢(vg), ¢(v2), ..., c(va,). Ak

je slovo w bez-§tvorcové, je definicia ekvivalentna nerepetitivnemu farbeniu z definicie
13.

Definicia 20. Nech ¥ = {0, 1,2, ..., k}, k € N je abeceda nad farbami 0, 1,2, ..., k. Nech
slovo w € 2(3),3 €N, a teda w = ag, a1, ..., an, kde a; = do, dy, ...,ds,7 € N;i < n,d; €
3,5 € Njj < s. Symbol a; je ekvivalentnou definiciou zoznamu farieb v definicii 15.

Zoznamové s-farbenie moZzeme tiez ekvivalentne definovat ako zobrazenie c : (f) — X,
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kde ¢(i) € a; pre vSetky i € N,7 < n, pricom musi platit c¢(i) # c(i + 1) pre vSetky
1 € Nyi < n— 1. Ak je navySe slovo w bez-Stvorcové, ide o ekvivalentni definiciu

nerepetitivnej zoznamovej s-zafarbitelnosti z definicie 18.

Dodame, ze slovo w z predoslej definicie 20 je ekvivalent cesty, ktorej vrcholom

prislicha s—prvkova mnozina farieb.

1.4 Pouzivané definicie

Pre ucely jednoduchsieho sa vyjadrovania ¢i ¢itatelnejSieho textu zavedieme eSte iné
pojmy, pripadne rozsirime niektoré definicie. Pojmy tu uvedené budeme totizto hojne
vyuzivat vo vSetkych nadchadzajucich kapitolach prace. V nasledujucej sekcii ale i v
dalsich kapitolach budeme pouzivat symbol n,n € N, n # 0 ako dlzku cesty alebo dlzku
farbenia. Symbolom k,k € N,k > 3 budeme zas oznacovat pocet povolenych farieb.
A napokon, ¥ = {0,1,...,k}, k € N bude znamenat abecedu nad symbolmi (farbami)
0,1,.... k.

Definicia 21. Nech P je cesta, nech L : V — 2V je funkcia, pricom |L(v)| = 3 pre
v8etky vrcholy v. Nech prvky v L(v) st usporiadané. Potom postupnost usporiadanych
trojic P, = (60,0,00,1700,2), (01,0,61,1701,2), ey (Cnfl,(bcnfl,l; Cn71,2)7 kde {Cz‘,o,Ci,l,Ci,z} =
L(i) pre vSetky vrcholy i € N;i < n, budeme volat zoznamovd cesta. Cisla Cij, 1 €
N,i < n,j € {0,1,2} budeme volat farbami zoznamovej cesty P, a prislusnost farby

zoznamovej ceste budeme znacit ¢; ; € P,.

Formalny zapis zoznamovej cesty 21 sa odlisSuje od skorsej definicie cesty 7. Pouzi-
vanie zoznamovej cesty bude pre nas vsak pohodlnejSie a v texte Citatelnejsie. Definicie
sa liSia hlavne preto, Ze je pre naSe tucely ziaduce zapracovat do objektu cesty pre kazdy
vrchol i zoznam troch farieb, s ktorymi budeme v mnohom pracovat. Taktiez sa zda
byt vhodné odstranit znacenia pre vrcholy, kedZe tie nebudeme nikde potrebovat.

Takyto zépis zoznamovej cesty 21 sa dokonca odlisuje aj od ekvivalentu cesty v po-
dobe slova w z definicie 20. Ak by sme slovo w rozpisali tak, aby sa ¢o najviac pripodob-
nilo definicii zoznamovej cesty 21, dostali by sme w = {co, o1, o2}, {c10, 11,12}, -,
{€n-10,Cn-11,Cn-12}, teda by islo o postupnost 3—prvkovych mnozin. Prvky ¢; o, ¢; 1, ¢; 2
st navzajom rozne pre vietky i € N,7 < n v oboch definiciach, kedZe v oboch patria
do nejakej spolo¢nej mnoziny. Pri zoznamovej ceste ale pozadujeme, aby boli trojice
navysSe usporiadané. Pri slove w sa da bez ujmy na vSeobecnosti tiez vyzadovat, aby
platilo ¢; o < ¢;1 < ¢ 2 pre vSetky i € N,i < n, kedze ide o tri rozne ¢isla. My vSak
budeme v nasledujicom pre jednoduchost pracovat so zoznamovou cestou definovanou

ako postupnost usporiadanych trojic z definicie 21.
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Definicia 22. Nech P je zoznamova cesta. Trojicu (¢, ¢;1,¢i2) € P pre nejaké i €
N,7 < n budeme volat trojzoznam pre vrchol i. Niekedy takuto trojicu nazveme aj

vrchol zoznamovej cesty.

Definicia 23. Nech P je zoznamova cesta. Farbenim zoznamovej cesty P nazveme
postupnost farieb ¢, cq, ..., c,_1, kde ¢;,7 € N, i < n je farba patriaca do trojzoznamu

zoznamovej cesty P pre vrchol <.

Definicia farbenia by sa dala jednoducho pozmenit tak, aby bolo farbenie zobraze-
nim, ako tomu bolo v skorSej definicii farbenia 12. Pre prehladnost sme vSak radsej

zaviedli definiciu s postupnostou.

Definicia 24. Nech C = ¢y, c1,...,cp-1 & D = dy, dy, ..., d,—1, kde p, g € N st farbenia.
Nech . je bin4drna operacia na farbeniach, pricom C.D = ¢y, ¢, ..., cp—1,do, d1, ..., dg—1.

Operaciu . budeme volat zretazenie.

Operéaciu zretazenia budeme pouzivat i na pripojenie jednej farby a k farbeniu C.
Zapis C.a, pripadne a.C', bude skrateny zapis pre C. A, pripadne A.C, kde A = a je

jednoprvkova postupnost farieb.

Definicia 25. Nech A je postupnost. DiZkou postupnosti A nazveme pocet prvkov

postupnosti a zapiSeme ako |A|.

Dlzkou farbenia bude teda pocet jeho farieb a dzkou zoznamovej cesty bude pocet

jej trojzoznamov.

Definicia 26. Nech n je parne a nech C' = ¢y, ¢y, ..., ¢,_1 je postupnost farieb. Nech

plati ¢; = ¢y (n/2),% € N,i < n/2. Potom budeme postupnost C nazyvat repeticiou.

Definicia 27. Nech P je zoznamova cesta a C' nejaké farbenie. Budeme hovorit, ze
farbenie C' je repetitivne, ak obsahuje podpostupnost, ktora je repeticiou a ze farbenie je
nerepetitivne, ak takt podpostupnost neobsahuje. Zoznamovu cestu P budeme nazyvat
repetitivnou, ak st vSetky jej farbenia repetitivne a nerepetitivnou, ak je aspon jedno

jej farbenie nerepetitivne.

Definicia 27 je vlastne rozsirenim skorsej definicie nerepetitivneho zoznamového

3—farbenia (18) na zoznamové cesty.

Definicia 28. Nech P; je zoznamova cesta, nech a je farba na zoznamovej ceste P.
Budeme hovorit, Ze zoznamovéa cesta P, vznikla substiticiou zo zoznamovej cesty P;
nahradenim farby a za farbu b,b € N a zapisovat P, = P;{a — b}, ak plati Vi € N,i <
n,Vj € {0,1,2}, ze ak plati ¢;; # a, tak d;; = ¢;; a zaroven ak plati ¢;; = a, tak
d;; = b (pricom d; ; € ).
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Definicia 29. Nech P, je zoznamova cesta, nech farby a,b € Py a nech farba p ¢ P,.
Budeme hovorit, Ze zoznamova cesta P; vznikla zo zoznamovej cesty Py obojstrannou

substiticiou a zapisovat P; = Py{a <—— b}, ak plati P, = Po{a — p}{b— a}{p+— a}.

Dosledok 1. Definicia 29 nam neprikazuje, aby bola farba p medzi povolenymi farbami
na zoznamovej ceste Py (teda 0 < p < k). Za zmienku tieZz stoji, ze ani Py, ani P,
neobsahuje farbu p. Aj ked teda pouZiva zoznamova cesta P, vSetky povolené farby,

obojstranné substiticia je stale mozna (polozime napriklad p = k).

Definicia 30. Nech P je zoznamova cesta. Farby a,b € P budeme volat disjunkiné,

ak sa na zoznamovej ceste P nachadzaji v roznych trojzoznamoch.

Definicia 31. Lexikografickym usporiadanim zoznamovych ciest definujeme jednodu-
cho ako lexikografické usporiadanie postupnosti, nakolko sme zoznamoviu cestu defino-

vali ako postupnost usporiadanych trojic 21.

Definicia 32. Nech F, je zoznamova cesta. Vytvorme mnozinu zoznamovych ciest
P = {P},i € N, kde P; je zoznamova cesta, ktora je vysledkom niekolkonasobnej
aplikacie substitucie na Py, pricom zmena farby musi prebehnut z Iubovolnej farby
na zoznamovej ceste, s ktorou vykonavame substitiiciu, na farbu nepatriacu tejto zo-
znamovej ceste. Lexikograficky najmensiu inStanciu spomedzi v8etkych zoznamovych
ciest v mnozine P budeme nazyvat lexikograficky prvd alebo aj lexikograficky najlepsia

zoznamova cesta.

Dosledok 2. Definicia 32 nam hovori, ze porovnavat zoznamové cesty za tGcelom zis-
tenia lexikograficky najlepSej instancie je mozné len medzi zoznamovymi cestami rov-
nakej dlzky a medzi zoznamovymi cestami zachovévajucimi pozicie farieb na danych
vrcholoch, nie v8ak nutne ich hodnoty. Lexikograficky najlepsia moZnost je preto pre
dant zoznamovu cestu vzdy len jedna a bude vyhodnocovat repetitivnost rovnako ako
ostatné insStancie zoznamovych ciest, s ktorymi sme ju porovnavali na zaklade lexikogra-
fického usporiadania. Dokazom tejto tvahy je jednoducho fakt, Ze na kazda substitiiciu

v definicii 32 mézeme aplikovat vetu 3.4.

Definicia 33. Nech P je zoznamova cesta. Nech [,m,l € N,I < n,m € {0,1,2}
urcuju taka poziciu farby a = ¢, ¢, € P, Ze vrcholy < [ neobsahuju farbu a, teda
VjeN,j<[,Yoe {0,1,2} plati, Ze ¢;, # ¢ m. Poziciu farby dant ¢islami [, m budeme

nazyvat najlavejSia pozicia, prvd pozicia, najlavejsi vijskyt alebo prvy vyskyt farby a.
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Kapitola 2
Doterajsie vysledky

V nasledujucom budeme pojednavat o dosiahnutych vysledkoch a nastolenych hypo-
tézach pojednavajucich o nerepetitivnych zoznamovych farbeniach ciest. Pozrieme sa i

na iné vysledky, ktoré vsak stale dostato¢ne koreluju s nasou témou.

2.1 Thueho — Morsova sekvencia

Definujme Thueho — Morsovu sekvenciu [1] ako nekoneénu postupnost &isel ag, ay, ...,
kde a; € {0,1}, pre ktora plati ag = 0, ag, = ap, a2p41 = 1 — a,. Pre nazornu ukazku,
prvych osem ¢lenov Thue — Morsovej sekvencie je tvaru 01101001.

Ekvivalentne mézeme tuto sekvencie skonstruovat nasledovne: Nech je prvy ¢len
sekvencie bit 0. Ak mame skonstruovani sekvenciu z, tak znegujeme kazdy bit sekven-
cie, oznac¢me znegovanu sekvenciu y, a nasledne vytvorime dlhsiu sekvenciu zy.

Ozna¢me opéat Thueho — Morsovu sekvenciu ako postupnost ¢isel ag, aq, ..., kde
a; € {0,1}. Vytvorme z nej intt postupnost rozdielov jej po sebe iducich ¢lenov, teda
bo, b1, ..., kde b; = a;11 — a;, ¢ize plati b; € {—1,0,1}. Takato postupnost neobsahuje
Stvorec [14] [13]. Ak by sme ¢isla tejto postupnosti chapali ako tri rozne farby, zistili by
sme (z ekvivalentnosti tychto definicii), Ze moze existovat nekonecne dlha nerepetitivna
cesta zafarbené tromi farbami. Prave tento objav je pripisovany nérskemu matemati-

kovi menom Axel Thue a formélnejsie ho vyslovujeme v nadchadzajicej sekcii.

2.2 Nerepetitivne farbenia

Veta 2.1 (Thue 1906, [21], preklad [5]). Nech P, je cesta dizky n € N,n > 4. Potom
w(P,) = 3.

Platnost tejto vety dokazal Thue v roku 1906 [21] |5, preklad| konstrukéne a velmi
elegantne, ako sme uz popisali v predchidzajucej sekcii. Zistil teda, Ze urc¢ité rekur-

zivne definované binarne slova, pricom Thueho — Morsova sekvencia je jednou z nich,

11
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neobsahuju prekryvy. Vdaka tejto znalosti sa mu podarilo zostrojit nekone¢ény subor
ternarnych slov bez Stvorcov. Spominané binarne slova sa uz objavili i v skorsich pra-
cach [15] [19], ba dokonca bol Thueov vysledok i viackrat znovuobjaveny v rozli¢nych
kontextoch a ziskal mnoho generalizacii a dolezitych aplikacii v réznych matematickych
i informatickych odvetviach.

Z vety 2.1 ihned vyplyva, ze 7(C,,) < 4, pre kazdy cyklus C,,. Sta¢i zobrat nere-
petitivne 3-farbenie na ceste z Tubovolnych n — 1 vrcholov, ktorého existenciu nam
veta 2.1 zarucuje, a poslednému vrcholu priradit stvrta farbu. Dnes dokonca uz vieme
dokazat, ze m(C,,) = 3 pre n > 18 [7].

Ak nebudeme uvazovat cesty, ale pozrieme sa na grafy s najvyssim stupiiom vrcholu
vacsim ako dva (A(G) > 2), Thueho metédy uz fungovat nebudi. Dlho sa nevedelo ¢
je pre takéto grafy vobec hodnota m((G) zhora ohranic¢ena. Dokaz ohranic¢enia 7(G) pre

nejaki konstantu ¢ prisiel v roku 2002 [2], no v roku 2006 bol spresneny.
Veta 2.2 (2006, [9]). Nech G je graf. Potom 7(G) < 16A(G)2.

Dokaz vety 2.2 spocival v ukézani logaritmicky blizkeho dolného odhadu k ¢islu
16A(G)? pomocou existencie grafov s Thueho chromatickym ¢éislom radovo A(G)? /logA(G).
Na dokaz hornej hranice bola pouzita Lokéalna lemma [16] [23], a na dokaz dolnej na-
hodné grafy [16] [3].

V [9] i v |23] je taktiez dokézana platnost 7(T") < 4, pre kazdy strom 7'. V skimani
Thueho ¢isla na stromoch pokracovali napriklad v [4], [12] a ukazali, Ze 7(T') < 4%, pre
stromy 7' s maximéalne k& synmi.

Ohranicenost Thueho ¢&isla pre triedu planédrnych grafov ostava otvorenym problé-
mom. Vedci v préci [20] sa téme planarnych grafov venovali a s pouzitim spominane;j
vety 2.2 pre Specificky typ grafov ohrani¢enie Thueho chromatického ¢isla ukazali. My

sa tejto téme vSak nebudeme venovat.

2.3 Nerepetitivne zoznamové farbenia

Ako uvadza [11], vysledok vety 2.2 zostane validny i pri pridani zoznamov do nerepeti-
tivnych farbeni, a teda plati 7., (G) < 16A(G)?, pre kazdy graf G. KedZe zameriavame
nasu pozornost na cesty, polozime 7., (F,) < 64, kedze A(F,) < 2. Tento odhad bol

najprv spresneny na 7., (P,) < 15, no neskor bol este viac stlaceny.

Veta 2.3 (Grytczuk, 2011 [11]). Nech P, je cesta dizky n € N,n > 4.
Potom m,(P,) < 4.

Teraz uvazujme o dolnom odhade pre 7., (P,). Musi platit 7, (P,) > 7(P,),n > 4,

pretoze pridanim zoznamov pre vrcholy grafu sa vyber farby moze iba stazit. Vdaka



2.3. NEREPETITIVNE ZOZNAMOVE FARBENIA 13

vete 2.1 vieme, ze plati 7(P,) = 3,n > 4. Z tychto dvoch pozorovani vyplyva vyznamny

dolny odhad pre nas problém.
Veta 2.4. Nech P, je cesta dizky n € N,n > 4. Potom 7.,(P,) > 3.

V [9] st popisané i rozne d'alSie zistenia na ttato tému. V tejto ani v inej praci sa viak
eSte nepodarilo spojit vetu 2.3 a vetu 2.4, a dostat tak uzavrety pohlad na hodnotu
Thueho ¢isla vyberu pre cesty e, (P,). Téato otézka tak ostava otvorenym problémom,
pricom sa ale predpoklada, Ze je hodnota 7., (P,) rovnéa trom. Tato nepotvrdena hy-

potézu sme sa rozhodli v nasej praci aspon scasti objasnit.

Hypotéza 1. Nech P, je cesta dizky n € N,n > 4. Potom 7, (P,) = 3.
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Kapitola 3
(Generovanie zoznamov a farbeni

Cielom naSej prace je implementéicia programu, ktory ¢iastoCne vyrieSi spominant
hypotézu, teda ze m.,(P,) = 3, pre kazdu cestu P,,n > 4. Kedze bude ¢asova zlozi-
tost takéhoto program extrémne vysoké, budeme niteni vymyslat rozne optimalizacie,
ktorych spravnost je potrebné formalnejsie dokazat. A prave dokazy tohto typu budua
nosnou ¢astou nasledujicej kapitoly.

Na tvod este vyjasnime zopar pojmov, ktoré sa buda vyskytovat ako v tejto kapi-
tole, tak i v nadchadzajucich. V celej nasledujucej kapitole budeme pouzivat symbol
n,n € N,n # 0 ako dlzku cesty (respektive zoznamovej cesty) alebo dlzku farbenia.
Symbolom k, k € N, k > 3 budeme zas oznacovat pocet povolenych farieb. A napokon,
¥ =40,1,...,k}, k € N bude znacit abecedu nad symbolmi (farbami) 0,1, ..., k.

Veta 3.1. Nech C, je repetitivne farbenie a nech Cy je farbenie. Potom je aj farbenie
C,.Cy repetitivne.

Doékaz. Oznac¢me repeticiu vo fareni C, ako postupnost ¢,.c,11...c, 5,7, 8 € NJr < n,r+
s <mn,s>0,s je parne. Ozna¢me |C,.Cy| = m. Potom plati n < m. KedZze ale r < n a
r + s < n, musi platit aj r < m a r + s < m, CiZe repeticia ¢.¢,;1...c, s sa nachédza i

vo farbeni C,.C},. O

Veta 3.2. Nech C' je nerepetitivne farbenie. Nech a je farba. Farbenie C.a meobsa-
hugje repeticiu pouZivajicu farbu a na poslednej pozicii prave vtedy, ked je farbenie C.a

nerepetitivne.

Doékaz. Implikacia zprava dolava plati trividlne. Implikicia zlava doprava:

Dokézeme obmenené tvrdenie, teda ak je farbenie C.a repetitivne, tak farbenie C.a
obsahuje repeticiu pouzivajicu a. Oznac¢me repeticiu v C.a ako postupnost R. Sporom
— nech repeticia R nepouziva posledni farbu a. Potom sa ale tato repeticia musi

nachadzat vo farbeni C', ¢o je spor s predpokladom, ze C' je nerepetitivne farbenie. [J

15
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Lemma 1. Nech Fy je zoznamovd cesta a nech a € Py je nejakd jej farba. Nech
P, = Py{a > b}, kde b € N,b < k. Nech si farby a,b v Py disjunktné. Potom ak v P,

neexistuje nerepetitivne farbenie, tak neexistuje ani v Pj.

Doékaz. Dokazeme obmenené tvrdenie, teda ze ak v P; existuje nerepetitivne farbenie,
tak existuje nerepetitivne farbenie aj v F.

Ozna¢me nerepetitivne farbenie v P, ako D = do,,d1j,,-..,dn—15, ,, kde d;;, €
Py, j; € {0,1,2},7 € N,i < n. Skonstruujme farbenie C' = ¢qj,, 1,5 - Cn1,j,_,, kde
¢ € Po,i € N i <n. Ukdzeme, Ze farbenie C je nerepetitivne.

Sporom. nech C' je repetitivne. Z definicie 27 vieme, ze v C' existuje podpostupnost
farieb s repeticiou. Ozna¢me tato repeticiu ¢, cry1, ..., s, 58 € Njr < nyr + s <

n,s # 0, s je parne a plati ¢, ; = ¢qiq(s/2), % € N, i < (5/2). Prezrieme dva pripady:

e Ak ¢, # a (nech ¢, ; = p,p # a), potom z definicie dostavame, ze aj d,; = p.
Z rovnosti ¢, = Crpiq(s/2) Vieme, Ze aj ¢4t (s/2) = p- Z definicie opét dostavame

dryiy(s/2) = D, a teda plati aj d,1; = dryig(s/2)-

o Ak ¢,y = a, potom z definicie d,; = b. Z rovnosti ¢,y; = Cqip(s/2) Vieme,
Ze aj Cryiy(sj2) = a. Z definicie opédt dostavame d,44(s2) = b, a teda plati aj

dr—i—i = dr+i+(s/2) .

Ukézali sme, Ze d,i; = dryiy(s/2),t € N,i < (s/2), takze farbenie D obsahuje
repeticiu d,, d,41, ...,d 14, Co je spor s predpokladom, ze D je nerepetitivne farbenie.
Postupnost C' preto musi byt hladanym nerepetitivnym farbenim.

]

Dosledok 3. Lemma 1 plati aj ak b ¢ Py, pretoZe podmienka, aby boli farby a,b na

zoznamovej ceste Py v roznych trojzoznamoch, je stale naplnena.

Dosledok 4. Ak a = b z lemmy 1, tak nebudu farby a,b na zoznamovej ceste Py v
roznych trojzoznamoch. Je vSak zrejmé, ze bude platit Py = P;, a teda tvrdenie lemmy

bude platit trivialne.

Lemma 1 privelmi neobmedzuje farbu b — moze sa vyskytovat v Py, ale nemusi,
dokonca méze platit b = a. Jediné obmedzenie na farbu b je, Ze nemdze nastat situécia,
aby na jednom vrchole zoznamovej cesty Py boli v trojzozname obe farby a, b, kedze
v takom pripade by sme sa po vymene farby a za farbu b dostali do nekonzistentného

stavu.

Dosledok 5. Disjunktnost farieb a,b v lemme 1 nam zabezpeci i platnost rovnice
Py = Pi{b — a}, takze opa¢néa implikicia bude taktiez platit. Tvrdenia “v Py ne-
existuje nerepetitivne farbenie” a “v P neexistuje nerepetitivne farbenie” (pripadne ich

obmenena forma) sa preto v kontexte lemmy 1 ekvivalentné.
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Veta 3.3. Nech Py je zoznamouvd cesta. Nech farby a,b € Py si na zoznamovej ceste
Py v réznych trojzoznamoch. Nech p € N je farba. Oznacme Py = Po{a — p}{b — p}.

Potom plati, Ze ak v Py neexistuje nerepetitivne farbenie, tak neexistuje ani v P;.

Doékaz. Cely dokaz v podstate pozostéava z dvojnésobného pouzitia lemmy 1. Vytvo-
rime zoznamovu cestu Py5 = Po{a — p}. Z lemmy 1, pripadne nejakého jej dosledku
(4, 3) vyplyva tvrdenie “ak v P, neexistuje nerepetitivne farbenie, tak neexistuje ani
v Pys”. Zostrojme teraz zoznamoviu cestu Pys{b — p} = Py{a — p}{b — p} = P,.
Z lemmy 1, pripadne nejakého jej dosledku (4, 3) vyplyva tvrdenie “ak v Py 5 neexis-
tuje nerepetitivne farbenie, tak neexistuje ani v P;”. Vdaka platnosti oboch tvrdeni

dostavame z tranzitivnosti tvrdenie, ktoré bolo treba dokézat.
O

Veta 3.4. Nech Py a Py si zoznamové cesty. Nech a je farba, pricom a € Py& a ¢ P.
Nech b je farba, pricom b € P &b ¢ Py. Nech plati P, = Py{a — b}. Potom ak v By

neexistuje nerepetitivne farbenie, tak neexistuje ani v P;.
Doékaz. Dokaz vety tkvie v trividlnej aplikacii lemmy 1, respektive jej dosledku 3. [

Désledok 6. Veta 3.4 nam dokazuje platnost aj obmeneného tvrdenia “ak v Py ezistuje
nerepetitivne farbenie, tak existuje aj v Py”. A navyse, ako sme spominali i v dosledku 3,
vdaka disjunktnosti farieb a, b, plati aj tvrdenie s “vymenenymi” zoznamovymi cestami,
teda tvrdenie “ak v P, neexistuje nerepetitivne farbenie, tak neexistuje ani v Py’ aj s

jeho obmenou.

Veta 3.5. Nech Py a Py si zoznamové cesty. Nech farby a,b € Py&a,b € P;. Nech
Py = Py{a <+ b} Potom ak v Py neexistuje nerepetitivne farbenie, tak neezistuje ani
v Pl.

Dékaz. Rozpisme obojstranni substiticiu podla definicie 29 na P, = Py{a > p}{b—
a}{p+— a}, kdep € N,p ¢ Py,p ¢ P, je farba. Dosledok 3 moze byt pouZity na vSetky

tri substiticie, a tym je veta dokazana. n



18

KAPITOLA 3. GENEROVANIE ZOZNAMOV A FARBENI



Kapitola 4
Implementacia

Na zaciatku kapitoly uvedieme, ako bude vyzerat program, ktorym sa budeme snazit
dokazat ¢i vyvratit spominand hypotézu 1. Nasledne budeme v chronologickom poradi
uvadzat optimalizacie a vysvetlovat, pre¢o sme na ne pristupili. Casovi zlozitost tohto
narocného problému vyrazne neovplyvnime, no i tak sa ju budeme snazit zaznacit
a tak zistit, ako velmi sa posivame s kazdou dalSou optimalizaciou. Dokazy, Ze dané
optimalizacie su korektné, teda Ze vd aka nim neprehliadneme Ziadny protipriklad, alebo
naopak, nijaky nespravny nevygenerujeme, sa nachédzaja v kapitole 3 a v tejto kapitole
na ne budeme na vhodnych miestach odkazovat. Este uvedieme, Zze pod pojmom cesta

budeme zakazdym mysliet zoznamouvi cestu z definicie 21.

4.1 Poziadavky a navrh programu

Najskor uvedieme, ako by mal nami implementovany program vyzerat a ako bude
pracovat.

Rozhodli sme sa pre implementaciu v jazyku C++, nakol'ko s nim uZz mame skiise-
nosti, a vieme tak zabezpecit, aby bol program optimélne napisany.

Implementovany algoritmus bude musiet vediet, na ako dlhej zoznamovej ceste a
s kolkymi farbami mé pracovat. Tieto dva parametre vS8ak programu neodovzdame
ako vstup, no radsej vytvorime sibor, ktory bude tieto hodnoty obsahovat. Zazname-
nané ¢isla bidu konstantami, eSte presnejsie takzvany constexpr v jazyku C+—+. Pre
jednoduchost budeme aj nadalej spominané dve hodnoty volat vstupnymi hodnotami
programu. Takato interpretécia vstupnych tdajov nam zabezpeci moznost pouzivat
rozne triedy, ktoré vyzaduju poznat nejaky ich parameter uz v ¢ase kompilécie, napr.
trieda <array>. Na druhej strane budeme niiteni pri testovani rychlosti programu pre
rozne hodnoty vstupu zakazdym koéd programu kompilovat.

Casté kompildcia nam viak pracu nezneprijemni, pretoze kazda logicky netrivialna

funkcia kédu bude dostato¢ne otestovana skriptami na to uréenymi, takze obmienanie
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vstupnych parametrov a nasledna kompilacia sa budi diat len sporadicky a vzdy len raz
pre dané parametre. Dokladné testovanie je pre povahu nasej prace priam nevyhnutné,
nakol'ko sa chystame pocitacovo dokazat vypoc¢tovo narocnu hypotézu, na Co nie je
mozné pouzit ¢o i len trochu chybny algoritmus. Pri hladani chyb ndm pomozu i
rozne tretostranové softvéry, najméa pojde o nachadzanie takzvanych memory leak—ov.
Vyuzijeme i rozne prepinace, ako napriklad “-D _GLIBCXX DEBUG”.

Nagou tlohou, ak ju teda detailnejsie popiSeme, je vytvorit program, ktory najprv
vytvori vietky mozné konstrukcie zoznamovych ciest o zadanej dlzke, z ktorej kazdy
vrchol obsahuje trojzoznam farieb, kde farby st rézne a vybrané spomedzi zadanych fa-
rieb. Na kazdej takejto zoznamovej ceste algoritmus néasledne vygeneruje vietky mozné
farbenia vyberajuc farbu pre kazdy vrchol z trojzoznamu uréeného pre ten vrchol. Ak sa
medzi farbeniami pre nejaka zoznamovi cestu najde farbenie, ktoré spliia podmienky
nerepetitivnosti, mézeme tuto zoznamovu cestu oznacit za prezreti, teda taku, ktora
nesposobi protipriklad v nami overovanej hypotéze. Za zmienku tiez stoji, ze ak zis-
time nerepetitivnost pre nejaké farbenie, nemusime uz dalsie farbenia pre zoznamovu
cestu kontrolovat a mézeme prejst na nasledujicu. Bude preto ziadané farbenia nevyt-
varat vSetky naraz, a potom ich kontrolovat, ale naprogramovat generator, ktory bude
farbenia vytvarat postupne a kazdé jedno budeme postupne kontrolovat na nerepeti-
tivnost. Dalsim argumentom pre programovanie generatora je pocet farbeni, ktory s
narastajicou dlzkou cesty rastie exponencialne. Tieto uvahy platia taktiez pri vytvarani
samotnych ciest a ich trojzoznamov, preto pri ich implementacii pouzijeme podobny
generator. Ostava vyriesit otdazku, ako bude vyzerat kontrola nerepetitivnosti. Avsak
¢asova zlozitost priamociarej implementéacie podmienky nerepetitivnosti (13) pre celi
cestu je O(n?), takZe jej pouZitie nebude privelmi zataZovat nas exponencidlne dlhy
vypocet.

Okrem dvoch generatorov a kontroly nerepetitivnosti bude program pozostavat i z
dalsej nemenej hlavnej ¢asti, funkcie main. Jej priebeh bude nasledovny. V prvom rade
vytvori generator ciest zo vstupnych parametrov. Vypyta si od neho cestu a vdaka nej
vytvori generator farbeni. Z generatora farbeni si postupne pyta farbenia a overuje na
nich nerepetitivnost. Ak bude nejaké farbenie nerepetitivne, vypyta si od generétora
ciest novi cestu a na nej postup opakuje. Ak vSak funkcia nenajde nijaké nerepetitivne
farbenie pre nejaki cestu, tak je dané cesta protiprikladom a hypotéza 1 neplati.

Za zmienku stoji i adresarova strukttra. Hlavny priecinok obsahuje vsetky skripty,
ktoré je mozné skompilovat a spustit, teda subory obsahujuce funkciu main. Pojde
teda o skripty spustajuce hlavny program, ako i skript na otestovanie netrivialnych casti
programu. V tomto hlavnom adresari sa nachadzaju dva podadresare, a to zlozka tests a
prog. Priec¢inok tests obsahuje vSetky potrebné skripty pre testovanie programu a zlozka
prog zas vsetky skripty nevyhnutné pre beh hlavného koédu. Priecinok prog bude v

neskorsich fazach prace obsahovat i dalsie podadresare, ktoré oddelia rozne generatory
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od ostatnych casti programu. Takyto navrh nam umozni vytvorit jednoduchy prikaz na
kompiléciu v8etkych suborov s funkciou main, nakol'ko len pri kompilécii prilinkujeme
obe zlozky, priec¢inok tests i prog, a ostatné sibory v hlavnom adresari tak z kompilécie
vynechame.

Vysledny algoritmus bude extrémne pomaly, nakolko ide o IIY—tplny problém.
Dufame vsak, Ze sa nam vd aka zapracovaniu optimalizécii podari dostat na dvojmiestne
hodnoty vstupnych parametrov. Nasim cielom je teda overit platnost hypotézy pre
vietky dlzky ciest mengie alebo rovné 10 a zaroveii pre kazdy pocet farieb tiez mensi

alebo rovny 10.

4.2 Zakladna verzia programu

Ako prvi sme implementovali zakladni verziu popisaného navrhu. Neobsahuje zatial
ziadne optimalizacie, dbali sme na vhodné rozdelenie kédu do tried, implementaciu
pomocnych funkcii. V neposlednom rade sme sa venovali vytvoreniu pomocného prog-
ramu a viacerych testov, ktoré tento program spusti.

Pri implementacii prvotného programu sme sa snazili dodrzat body zo spomina-
ného navrhu 4.1. Pri programovani generatora farbeni sme si dopomohli kédovanim
poslednej vygenerovanej kombinacie ¢islom v trojkovej sustave. Kazdé ¢islica zakodo-
vanej hodnoty znamena index do trojzoznamu cesty, s ktorou prave pracujeme. Pocet
¢islic takéhoto ¢isla koresponduje s dlzkou cesty — ak by bolo koédované ¢islo mengie
ako dlzka cesty, na jeho zac¢iatok jednoducho pridame potrebny poéet nil. Jednoduchy
priklad moze byt ¢islo 021. Znamena, Ze nech je cesta akakol'vek, momentalne sme pre
farbenie vzali nulty prvok z jej nultého trojzoznamu, druhy prvok z prvého a prvy z
druhého trojzoznamu. Napriklad na ceste (1,2,5), (0,2,4), (1,3, 4) by tak islo o farbenie
1,4, 3. Takato implementécia nie je najefektivnejsia, no nateraz nam postaci. Generator
ciest funguje na rovnakom principe, ibaZze on nemoze kodovat ¢isla v trojkovej stustave,
lez v stustave so zakladom (g), kde k je povoleny pocet farieb. Ide o pocet vSetkych

moznosti trojzoznamov, ktorych tri farby st roézne a nehladime na ich poradie.

class SimplePathGenerator
{
private:
int length;
long long nextlLists; //next indeces of color lists (allColorSubsets) to be used in nextPath() in decimal
Path allColorSubsets; //all possible lists of colors (triplets) that will be used on verteces
J/======- not really a Path -> just to store it nicely-------

public:

SimplePathGenerator(int lengthOfPath, int colorsInPath);
Path nextPath();

Obr. 1: Hlavicka zakladného generatora ciest
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Samotna funkciu main uZ hlbsie rozoberat nebudene, kedZe je dostatoéne popi-
sana v predchadzajicej sekcii 4.1. Pripajame v8ak obrazok ukazujuci realny kod tejto

funkcie.

int main()

{
bool found;

SimplePathGenerator pathGenerator = SimplePathGenerator(lengthOfPath, colorsInPath);

Path nowPath = pathGenerator.nextPath();

while (!(nowPath.empty()))
{

found = false;

WholeColoringGenerator coloringGenerator = WholeColoringGenerator(nowPath);

Coloring coloring = coloringGenerator.nextColoring();

while (!(coloring.empty()))
{

if (checkNonRepetitiveness(coloring))

{

//this coloring is non-repetitive, so skipping whole path
found = true;
break;

}

coloring = coloringGenerator.nextColoring();
}
if (!found)
{

cout << "COUNTEREXAMPLE!"™ << endl;

}

nowPath = pathGenerator.nextPath();

Obr. 2: Zakladné verzia funkcie main

Implementovany program bez optimalizacii bezi v ¢asovej zlozitosti O((g)n?)"n?’),
kde n a k st vstupné parametre — v tomto poradi ide o dlzku cesty a pocet farieb.
Od takejto vysokej casovej zlozitosti nemame vel'ké o¢akavania, avSak pre zaujimavost
i pre referen¢né hodnoty sme program spustili s réznymi vstupnymi hodnotami a do-
stali vysledky, ktoré sme zapisali do nasledovnej tabulky 1. Este dodame, Ze vSetky
nefindlne vysledky bezali na jednom jadre procesora, 3 vlaknach, a to bez prerusovania
o priemernej frekvencii 0,987 G H z, pricom po prekroceni ¢asového limitu dvoch minut

sme program zastavili.
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Tabulka 1: Vysledky zakladného programu. Symbol X znaéi, Ze program s danymi

parametrami uspesné zbehol v ¢ase pod 2 minuty.

Dlzka cesty

415167819
XXX |X
XXX

X | X

X

X

Pocet farieb
O |00 | J| | Ot i~

4.3 Optimalizacia generatora farbeni

Zakladna verzia programu sme dosledne otestovali. Pri jej dokladnejsej analyze sme
vSak spozorovali, Ze vo vic8ine vygenerovanych farbeni sa nachadza repeticia ihned
na zaciatku. Tuto skutocnost sme zachytili na priklade: Vytvarajme farbenia z cesty
(0,1,2),(0,2,4),.... Terajsi algoritmus zoberie najskor vsetky farby na pozicii nula z
kazdého zoznamu — vyrobi farbenie 0,0, ... . Néasledne zmeni farbenie tak, ze z po-
sledného (to jest najpravejsieho) vrcholu vezme farbu na pozicii jedna, ostatné zostant
rovnaké. Dalsie farbenie bude zasa takmer totozné s predoslym, len z posledného vr-
cholu sa vezme druha farba. Dalsie farbenie vezme 7 predposledného prva farbu a z
posledného zas nultt, a takto pokracuje, az pokym nevygeneruje vietky. Lahko na-
hliadnut, Ze pri dlhsej ceste bude velmi vela farbeni za¢inajicich farbami 0,0 a kedZze
uz tieto dve farby tvoria repeticiu, kazdé takéto farbenie bude repetitivne. Ako vi-
diet vo funkcii main 2, repetitivne farbenia nezapri¢inia ziaden pokrok a moézeme ich
preskakovat.

Rozhodli sme sa implementovat novy generator farbeni, vdaka ktorému nebudeme
musiet prezerat farbenia, ¢o maju kratke repeticie na zaciatku, a tak zoptimalizujeme
terajsi kod. Tento generator uz navyse nebude pracovat s ¢islom v trojkovej ststave,
namiesto neho si bude pamétat celd poslednt vygenerovant moznost a z nej zakaz-
dym vytvori nasledujicu. Hlavnou myslienkou generatora vSak nadalej zostéava skoré
orezavanie farbeni s repeticiou. NasSa idea dokonca dokaze viac, a to, Ze sa vobec k
takymto farbeniam nedostane. Ciel dosiahneme generovanim farbenia postupne — ge-
nerator vytvori ¢iastocné farbenie, ktoré odovzda v nasom pripade funkcii main. T4
farbenie okontroluje na nerepetitivnost. Ak bude farbenie repetitivne, méze ho presko-

¢it a s nim aj cely podstrom nasledujucich farbeni. Ak bude farbenie nerepetitivne,
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musi poziadat generdtor o rozsirenie tohto farbenia o dalsiu farbu. Ak bude farbenie
nerepetitivne a zaroven nie ¢iasto¢né, mozeme cestu prestat kontrolovat — ako v pre-
doslom postupe (obréazok 2). Popisané generovanie do stromu sa da na priklade cesty
(0,1,2),(0,1,2),(0,1,2),(0, 1, 2) znazornit nasledovne:

0,1,0,0 0,1,0,1 0,1,0,2

Obr. 3: Zoptimalizované generovanie farbeni do stromovej Struktiry. Kazda dalsia

hibka stromu vyjadruje vyber farby na dalsom vrchole cesty

Na obrazku 3 nie je zakresleny cely strom, ale len vetvy, do ktorych sa program
dostane. Algoritmus na takomto priklade najskor vygeneruje farbenie 0. Otestuje ho a
zisti, Ze je nerepetitivne, takZe ho rozvija dalej — postupuje v stromu hlbsie. Vygene-
ruje farbenie 0,0, o ktorom zisti, Ze obsahuje repeticiu, takze uz nemusi ist v strome
hlbsie. Generator preto zmeni hodnotu poslednej vygenerovanej farbe — nasledujice
farbenie bude 0,1, ¢o je nerepetitivne, takze dalsie bude hlbsie, a to farbenie 0, 1,0,
opét nerepetitivne. Nasleduje teda farbenie 0,1,0,0, ktoré obsahuje repeticiu na po-
slednych dvoch nulach, takze generator pokracuje farbenim 0, 1,0, 1, ktoré je vsak tiez
repetitivne, a to vdaka dvom po sebe nasledujicim blokom 0, 1. Vygeneruje sa preto
posledné farbenie, farbenie 0, 1,0, 2, ktoré je nerepetitivne a obsahuje farbu pre vsetky
vrcholy, takZe dané cesta je v poriadku a mozeme prejst na dalgiu. Dokaz, Ze spominané
necelé farbenia obsahujice repeticiu mozeme preskocit, uvadzame v 3.1.

Lahko si povSimnut, Ze generovanie zakazdym zmeni len poslednu farbu predog-
1ého farbenia — bud pridanim novej farby, alebo priamo zmenou poslednej farby. Zda
sa preto neefektivne kontrolovat nerepetitivnost celého farbenia, ked je zrejmé, Ze sa
farbenie az na posledni farbu skontrolovalo uz v predoslom kroku. Z tohto dévodu po-

stac¢uje vykonat kontrolu nerepetitivnosti len pre posledni farbu, respektive pre bloky
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vietkych moznych diZzok obsahujuce aj posledni farbu. Dokaz tohto tvrdenia uvadzame
v 3.2. Casov4 zlozitost kontroly nerepetitivnosti sa z tychto dovodov zredukuje z O(n?)

na O(n?)

Po spominanej optimalizacii sme nuteni jemne prerobit i funkciu main, nakol'ko ona
vykonava kontrolu repeticie, a teda v nej musime rozlisit, ¢i sa treba v strome ponorit

hlbgie, alebo podstrom preskocit.

int main()

{
bool found;
SimplePathGenerator pathGenerator = SimplePathGenerator(lengthOfPath, cclorsInPath);
Path nowPath = pathGenerator.nextPath();

while (!(nowPath.empty()))
{

found = false;

PartialColoringGenerator coloringGenerator = PartialColoringGenerator(nowPath);
Coloring coloring = coleoringGenerator.initialCeloring();

while (!(coloring.empty()))

{
if (checkNonRepetitivenessOnLastIndex(coloring))
{

if (coloringGenerator.isFullColoring())

{

found = true;
break;
}

else

{

coloring = coloringGenerator.nextColering();

¥

else
{
//coloring contains repetition
coloring = coloringGenerator.skipColoring();
b
}
if (!found)
{
cout << "COUNTEREXAMPLE!™ << endl;
nowPath.printPath();

b
nowPath = pathGenerator.nextPath();

Obr. 4: Funkcia main po optimalizicii generatora farbeni

Po nasej prvej optimalizécii sme opét vyrobili tabulku s vysledkami, ktora ukazuje,

ako sme algoritmus zrychlili.



26 KAPITOLA 4. IMPLEMENTACIA

Tabulka 2: Vysledky programu po optimalizacii generatora farbeni. Symbol X oznacuje
predoslé vysledky, symbol + znaci, Ze program s danymi parametrami tspesné zbehol

v ¢ase pod 2 minuty a predoslej verzii sa to nepodarilo.

Dl7ka cesty
6| 7[8]9]10|11]12
XX |X|+ |+ ]+

R | o
>~
+

Pocet farieb
A A A A

O |00 ||| Ot

7 tabulky mozno usudit, Ze sme si vyrazne polepsili na dlhsich cestach, ¢o sa aj na
zaklade nasich tivah dalo predpokladat. Pri vi¢Som mnozstve farieb sme si v8ak nijako
relevantne nepomohli, kedZe v takychto pripadoch extrémne narasta aj pocet ciest a

nie len farbeni, ktoré by sme vdaka optimalizacii preskocili.

4.4 Optimalizacia zakladného generatora ciest

Momentalne nas program preskimava vsetky moznosti ciest a ich trojzoznamov. V
nasledujicom tuto skuto¢nost zmenime, nakolko existuju cesty, a je ich velmi vela,
ktoré nemusime vobec prezerat. Uvedieme dve vylepSenia, ktoré odstrania mnohé cesty,
¢o nemusia byt algoritmom kontrolované.

V prvom uvedieme, ze opat vytvarame novy subor, novy generator, ktory, ako sme
uc¢inili aj s novym generatorom farbeni, uz nebude pracovat s ¢islom v exotickej stistave
kodujicim naposledy vygenerované trojzoznami, ale radsej si zapaméatame cely objekt
cesty a z neho budeme zakazdym odvodzovat nasledujicu cestu.

V&imli sme si, ze v mnohych pripadoch vygenerovanych ciest sa nachadzaju nejaké
dve farby na disjunktnych vrcholoch, teda neexistuje trojzoznam, v ktorom by boli obi
dve pritomné. Cesty, ktoré maju takéto disjunktné farby vobec nemusime generovat,
pretoze urcite niekedy vygenerujeme, alebo sme uz vygenerovali cestu, ktord ma na
vSetkych poziciach tychto dvoch farieb len jednu farbu. Takato inStancia cesty je urcite
tazsia v zmysle nerepetitivnosti, a teda mozeme cestu s disjunktnymi farbami preskodcit.
Formalnejsi dokaz, ze takéto vylepSenie nepreskoci nijaky protipriklad, uvadzame v 3.3.

Ako priklad aplikicie tejto optimalizacie uvedieme cestu tvaru (0, 1,2),(0,1,2),
(0,1,2),(1,2,3). Farba 0 sa nachadza na vrcholoch 0,1,2 a farba 3 je na vrchole 3.

Farby 0 a 3 st teda disjunktné a cestu mézeme preskocit. Tazsia inStancia cesty bude
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tvaru (c, 1,2), (¢, 1,2), (¢, 1,2),(1,2,¢), kde ¢ je jedna z povolenych farieb okrem 1 a 2.
Na nasledujicom obrazku 5 je znazorneny tento priklad s farbou 0 miesto nasej farby

¢ pri tazsSej inStancii cesty.

1,2 0,1,2 0,1,2 1,2,3

Obr. 5: Nazorné zobrazenie prikladu s disjunktnymi farbami.

Implementacia optimalizacie bude priamociara — generator ciest po vytvoreni cesty
spusti kontrolu na disjunktnost vSetkych farieb. Ak kontrola najde disjunktné farby,
generator cestu zahodi a pokracuje na generovanie dalsej cesty. Pre ucely kontroly
disjunktnosti si generator ciest musi navyse pamétat pole, na ktorého pozicii ¢ je mno-
7ina vrcholov, ktoré obsahuju farbu ¢ v ich trojzozname. Vdaka spominanému polu i
ostatnym tivaham sme naprogramovali takmer optimélny algoritmus pre kontrolu dis-
junktnosti. Nosné ¢asti funkcie st v ¢asovej zlozitosti O(n + k), kde n je dlzka cesty a
k pocet farieb. Avsak inicializacia poli na zac¢iatku funkcie potrebuje az ¢as O(n + k?).
Dala by sa ale vynat mimo fiu a v ¢ase O(n) by sme vzdy vynulovali tieto polia (v
tabulke o velkosti O(k?) vykondvame vZdy len O(n) zmien, preto ich vieme v O(n) aj
vynulovat), ¢o by néas vratilo k optimalnej zlozitosti celej funkcie O(n + k). V dalsej
sekcii vSak pouzijeme eSte zmenent implementéciu, a takéto zlepsenie uz teda nebude
nutné, preto sa nim ani teraz nebudeme zatazovat.

Vdaka tejto optimalizacii je zrejmé, Ze cesty, ktoré nebudeme preskakovat, nebudu
mat ziadne dve farby na disjunktnych vrcholoch. Teda kazda farba musi byt s kazdou
inou farbou naraz aspon v jednom trojzozname. Nech je pocet prave pouzivanych
farieb na ceste k,. Najmensi pocet vyskytov nejakej farby ¢ je [k,/2], kedze v kazdom

trojzozname, kde sa farba ¢ vyskytuje, zostavajia dve volné pozicie pre ostatné farby a
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kazda takato pozicia moze byt obsadena inou farbou. Kedze je pocet vSetkych pozicii na
ceste dlzky n rovny 3n, dostavame nerovnost k,[k,/2] < 3n. Kedze ale plati k,.k,/2 <
kylk,/2], dostavame uzitoény odhad pre maximalny pocet farieb na l'ubovolnej ceste,

ktord pouziva k, farieb

(k,)? < 6n. (4.1)

Druha vec, ktora sme postrehli, je ekvivalentnost mnohych ciest. Presnejsie pove-
dané, niektoré cesty sa medzi sebou lisia len v pouzitych farbach. Ak mame napriklad
cestu (0,1,2),(0,1,2),(0,1,2),(0,1,2) a zmenime farbu 0 na farbu 3, dostaneme cestu
(1,2,3),(1,2,3),(1,2,3),(1,2,3). Uvedeny priklad sme zakreslili na ndzornom obrazku

1,2,3 1,2,3 1,2,3

0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,2 1,2,3
o o o o dmup o o o o

Obr. 6: Zobrazenie prikladu dvoch ekvivalentnych ciest.

Tieto dve cesty su ekvivalentné v zmysle, Ze ak jedna z nich vyprodukuje protipri-
klad, musi aj druhé a naopak, ked jedna nebude protiprikladom, nemdZe byt ani druhé.
Formalny dokaz tychto myslienok sa nachadza v 3.4. Jedna cesta je v tomto zmysle
ekvivalentnosti ekvivalentnéd s mnohymi inymi, ktoré nas generator momentalne vy-
tvara, nie len s jednou dalSou. Je preto vhodné generator pozmenit, aby si z nich
vybral len jednu a ostatné preskocil. Otazkou zostava, ktora bude ta, ¢o sa ponecha.
Lepsie povedané, aké usporiadanie zvolime, podla ktorého zistime prvi cestu v tomto
usporiadani a prave nu nepreskoc¢ime. NajintuitivnejSie usporiadanie je v nasom pri-
pade lexikografické, a to presnejsie takéto: Cesty prezrieme od nultého (najlavejsieho)
vrcholu po posledny (najpravejsi), pricom budeme porovnavat farby na vrcholoch tiez
najprv nultd, potom prvi a nakoniec druhd. Prva nerovnost farieb, na ktoru narazime,
rozhodne o lexikografickosti — cesta s mensou farbou bude lexikograficky skorej ako
ta s vyssou farbou.

Pri implementacii sme si uvedomili zasadnt vec. Generator ciest zakazdym vytvori
len jednu cestu, nie dve, ktoré by sme medzi sebou porovnali. Prvym impulzom bolo
vygenerovat vetky ekvivalentné cesty k momentalne vytvorenej ceste a vyratat, ¢i je
t4 nasa zo vSetkych lexikograficky najlepSia, alebo nie je. AvSak uvedomili sme si, Ze
ak mame nejaku cestu, dokdzeme k nej vyrobit lexikograficky najlepsiu v ¢ase O(n),
a to tak, Ze ju prejdeme zlava doprava takisto, ako pri kontrole dvoch ciest v predos-
lom odstavci. Ak sme na farbe, ktort sme videli uz skor, do vytvaranej lexikograficky

najlepsej ju iba prepiSeme na rovnakia poziciu. Ak v8ak narazime na farbu, ktort sme
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eSte nevideli, vlozime na to miesto novi farbu, a to najmensiu takt, aka eSte na ceste
nie je. To, ze cesty, ktoré mozeme medzi sebou porovnavat lexikograficky, produkuja
rovnaky vysledok nerepetitivnosti, vyplyva z definicie lexikografickosti 31, a z faktu, ze
ide len o niekol’ko nasobné pouzitie obojstrannej substitucie 3.5. V nasej implementacii
dokonca ani nevytvarame popisani lexikograficky najlepsiu cestu, nakolko pri preché-
dzani vrcholov “zlava doprava” mozeme ihned kontrolovat ¢i je vygenerovand cesta
lexikograficky prva a nepotrebujeme tuto cestu najprv vytvorit, a potom ich medzi
sebou porovnat. Lahko nahliadnut, Ze ak vygenerujeme lexikograficky najlepsiu cestu,
musi mat vzdy na prvom vrchole farby 0,1, 2. Toto kratke pozorovanie sme zapraco-
vali do generatora tak, ze sme natvrdo urcili trojzoznam prvého vrcholu na tieto farby
a zamedzili sme tiez jeho zmene, ¢o v koneénom dosledku signifikantne skratilo beh

programu.

Treba vSak dodat, Zze spominany postup neponecha len vSetky lexikograficky naj-
lepsie cesty, ale i nejaké navyse. Problémové budu farby zacinajice na rovnakych vr-
choloch. O nich totiz algoritmus nemé moznost vediet, ktora bude dalej na ceste lepSie
rozmiestnena, ¢o sa lexikografickosti tyka. Osetrovanie takychto pripadov preberieme

neskor.

Obe uvedené vylepsenia sme pre prehladnost zahrnuli do jednej triedy s naz-
vom “PathRelevanceCheck”. Optimalizacie taktiez mierne zmenili ¢asovi zlozitost na
0(2@ + f(n,k)3" + g(n, k)n?), kde n je dlzka cesty, k pocet povolenych farieb, f(n)
je funkcia, ktora vrati pocet vygenerovanych ciest a g(n) zas funkcia, ktora vrati cel-
kovy pocet vygenerovanych farbeni. Vysledky po optimalizaciach uvadzame opét v

prehladnej tabulke.

Tabulka 3: Vysledky programu po optimalizacii generatora ciest. Symbol X oznacuje
predoslé vysledky, symbol + znaci, Zze program s danymi parametrami tspesné zbehol

v ¢ase pod 2 minuty a predoslej verzii sa to nepodarilo.

Dlzka cesty
41516 |7 |8([9]10]11 12|13
4 | X | XX [ X|X[|X|X|X]|+
5 | XX | XX
o)
E16 | X | X |+
z
x|+
<]
S8 | X |+
[l
9 |+
10 | +
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4.5 Vymena generatora ciest

Pri testovani programu sme zistili zaujimava skuto¢nost, a sice, Ze najviac ¢asu algo-
ritmu zaberie prave generovanie ciest. Na rozdiel od generovania farbeni ¢ kontroly
nerepetitivnost je to az neadekvatne vela. Rozhodli sme sa preto opéat vylepSovat ge-
nerator ciest, tentoraz nie len jeho optimalizéciou, ale iplnou vymenou za druhy, inak
logicky fungujuci. NS novy generator nebude vytvarat cesty vdaka inkrementovaniu
predoglej, ale bude menit pozicie pre celi jednu farbu. PopiSme ale postup algoritmu
presnejsie. Algoritmus je rekurzivny, pricom so zvicSujucou sa hlbkou vnorenia vizdy
inkrementuje farbu, ktort ma vygenerovat. Taktiez si paméta, na ktorej farbe sa pri
predosSlom generovani skonéilo, aby od nej mohol v dalsom behu pokracovat. Nech
algoritmus generuje farbu c. Najprv skontroluje ¢i je dana farba povolena (trivialna
podmienka rekurzie). Nasledne presko¢ime farby, ktoré st mensie ako farba, na akej
sa pri predoslom generovani skonéilo, presnejsie, ihned sa vnorime do rekurzie s inkre-
mentovanou farbou. V nasom priklade sa vnorime az po farbu c. Nasleduje samotné
generovanie farby. Najskor sa zavola funkcia na vygenerovanie farby na nasledujtcich
pozicidch — ta bude popisana v nasledujucom odstavci. Ak bola farba vygenerovana
uz na vsetkych moznych miestach, algoritmus sa raz z rekurzie vynori s touto informa-
ciou. Ak nebola farba vygenerovana cela, prejde sa na kontrolu disjunktnosti farby, ako
tomu bolo i pri predoslom generéatore, avsak teraz nam staci skontrolovat len genero-
vani farbu c. Ak je farba ¢ disjunktna, generovanie farby sa zopakuje, a teda sa testuju
nasledujuce pozicie farby c. Ak nie je, overuje sa nasledujica podmienka. Ak cesta méa
vo vSetkych trojzoznamoch na kazdej pozicii validnt farbu, vynorime sa zo vSetkych
rekurzivnych volani a cestu vratime, pretoze cesta musi byt d'alej posunuté do genera-
tora farbeni. Ak nie je cesta zaplnena na vSetkych poziciach, vnorime sa do rekurzie s
farbou ¢+ 1. Po vrateni sa z rekurzie pokracujeme generovanim farby ¢ na dalsich pozi-
ciach, to jest postup generovania farby opakujeme. Nazorna ukazku kodu neuviadzame,
nakol'ko je funkcia dlha a vietky jej kl'acové prvky sme uz popisali a vysvetlili. Citatel
si ju mo6ze pozriet na prilozenom linku “https://github.com/LordLoles/Diplomovka”,
pricom ide o subor “./prog/PathGenerators/ByColorPathGenerator.cpp” s prislusnou

hlavickou a o funkciu s nazvom ‘“nextFullPathGenerator”.

Zostava nam eSte uviest, ako bude vyzerat konkrétna funkcia na generovanie da-
nej farby na nasledujtcich poziciach. Opéat uvazujme, ze generovanou farbou je farba
c. V prvom je potrebné vygenerovat farby tak, aby bola vyslednd cesta lexikogra-
ficky najlepsia. Toto sa da docielit vcelku jednoducho, a teda uz nebude potrebné
vykonavat ziadne kontroly lexikografickosti. Staci, ak sa pri prvom volani funkcie vy-
generuje farba ¢ na prvy vrchol zlava, ktory eSte neobsahuje tri farby. Téato mys-
lienka vyplyva z tvah v predoslej podkapitole 4.4 a z vety 3.5. Odhliadnuc od pr-

vého vrcholu, ktory musi pre ucel lexikografickosti obsahovat farbu ¢, sa bude farba
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¢ generovat sposobom pripominajicim inkrementovanie binarneho ¢isla. Najlepsie sa
vsak cely spdsob generacie farby vysvetli rovno na priklade. Majme teda doposial
vytvorena cestu (0, 1,2),(0,1,),(0,2,),(0,1,2),(1,,), kde voIné miesta v trojzozna-
moch znamenaji zatial Ziadnou farbou neobsadené pozicie. Nech generujeme farbu
3. Ako prvy vrchol, kam sa farba 3 umiestni, je, pre dosiahnutie lexikografickosti,
vrchol jedna, a teda nova cesta bude tvaru (0, 1,2), (0,1, 3),(0,2,),(0,1,2),(1,,). Ak
by sme binarne zaznacili vrcholy v poradi zlava doprava, kde sa farba 3 nachadza
¢ nenachadza, dostali by sme postupnost bitov 01000. Pri opdtovnom volani funkcie
generovania farby sa uz postupuje stale rovnako, a to tak, Ze sa prezeraji vrcholy
tentoraz sprava dolava. Ak vrchol obsahuje farbu 3, farba sa odstrani, ak ju neobsa-
huje a mé volné miesto, farba sa vlozi do zodpovedajuceho trojzoznamu na najlavej-
Siu volnu poziciu. Algoritmus teda interne nepracuje s bitovymi retazcami, tie sliZia
len na ozrejmenie jeho fungovania. V nasom pripade sa teda ako dalsia vytvori cesta
(0,1,2),(0,1,3),(0,2,),(0,1,2),(1,3,), ¢o zodpoveda spominanej bitovej reprezentacii
01001 — z tohto doévodu sme povedali, Ze nam postup generatora pripomina inkremen-
tovanie bindrneho ¢fsla. DalSia postupnost bitov by mala teda byt 01010, ale kedze je
treti vrchol zaplneny, musime ho vynechat. Nasledujtca postupnost preto bude 01100
a prisluchajica cesta (0, 1,2),(0,1,3),(0,2,3),(0,1,2),(1,,). Predposlednou moznos-
tou sa stane cesta (0,1,2),(0,1,3),(0,2,3),(0,1,2),(1,3,) a poslednou bude opat ta
zaCinajuca, teda (0,1,2),(0,1,),(0,2,),(0,1,2),(1,,), pricom funkcia odpovie, Ze uz
vygenerovala celt farbu 3. Je ocividné, ze popisany algoritmus vygeneruje vSetky moz-
nosti pre lubovolnu farbu (s tym, Ze prva pozicia farbu nutne obsahuje), kedze funguje
rovnako ako inkrementécia binarneho ¢isla. Pre jemnt nezhodu pojmu “inkrementacia”
s nami vykonavanou operaciou uvadzame, Ze ak by bitova postupnost obsahovala iba
nezaplnené vrcholy na ceste (nebertic do tivahy generovant farbu) a navyse by najla-
vejsi z nich vynechala (pre lexikografickost), i8lo by presne o operaciu inkrementovania.
Ukazku implementovaného kodu opit neuvadzame pre jeho privelka dlzku. Funkcia sa
vSak nachadza v tom istom siibore, o akom sme pojednavali v predoslom odstavci a
nesie nazov “generateNextColor”.

Novy generator ciest mé tiez inta ¢asovu zlozitost ako predosly, konkrétne O((g)n +
f(n,k)3" 4+ g(n, k)n?), kde n je dizka cesty, k pocet povolenych farieb, f(n, k) je fun-
kcia, ktora vrati pocet vygenerovanych ciest novym generatorom a g(n, k) je funkcia
vracajica pocet vygenerovanych farbeni.

Taktiez sme ucinili vyznamné pozorovanie. Uz na zaciatku sme si boli vedomi sku-
to¢nosti, ze ohrani¢enie poctu farieb k pre dant dlzku cesty n sa da zhora odhadnut a
vyratali sme, Ze toto ohranicenie rastie so zvysujucou sa dlzkou cesty n radovo s dru-
hou odmocninou 4.1. Av8ak implementéacia lexikografickosti ndm zabezpecila, ze farby
s vysokymi hodnotami, ktoré nevytvoria lexikograficky najlep§iu moznost, sa do vy-

generovanej cesty vobec nedostani. Do algoritmu sme teda pridali premennt, ktora si
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paméta hodnotu najvyssej pouzitej farby, z ¢oho si vieme hravo zratat pocet pouzitych
farieb. Ak sme teda zadali ako vstupny parameter poctu farieb k dost vysoké ¢islo,
zistili sme, kolko maximélne farieb algoritmu postacuje na vygenerovanie vsetkych
podmienkam vyhovujicich ciest. Maximéalne pocty farieb sme v nasledujicej tabulke
4 zaznacili pismenom m. Taktiez, po dosiahnuti maximéalneho poc¢tu farieb sme sa uz
vypoc¢tami s vy$sim poctom farieb nezapodievali, preto ich v tabulke ani neuvadzame.
Za zmienku tiez stoji, Ze sticasna implementécia optimalizuje najma inStancie s vySsim

poc¢tom farieb (ako i ¢asova zlozitost napovedé) a pre dlhsie cesty je, naopak, pomalsia.

Tabulka 4: Vysledky programu so zmenenym generatorom ciest. Symbol X oznacuje
predoslé vysledky, symbol + znaci, Zze program s danymi parametrami tspesné zbehol
v ¢ase pod 2 minuty a predoslej verzii sa to nepodarilo. Symbol — hovori, Ze program
nezbehol v ¢asovom limite, ale predoslej verzii sa to podarilo. Symbol m znamena, Ze

pre dant dizku cesty je pocet farieb maximalny.

Dizka cesty
4 5 6 7 1819110111213

4 X X X [ X|=|—=-1]—-]-
- 5 | Xm| X X X |+
216 Xm | Xm | +
<
bl +m
3]
3| 8
oW

9

10

7 tabulky mozno vy¢itat, Ze cesty dlzky mensej ako 8 sme dokazali okontrolovat
celé, teda pre vSetky relevantné pocty farieb. Je tiez vhodné si v§imnut, Ze maximalne
pocty farieb v tabulke vel'mi slubne koresponduju so vzorcom 4.1, ktory o maximalnych

poctoch farieb pojednéava.

Spomenieme i jedno exemplarne meranie, ktoré sa do tabulky neuviedlo. V tabulke
4 uvadzame, ze pre vstupné hodnoty n = 8 a k = 6 program do 2 minut nezbehol.
Podarilo sa mu to vSak v priebehu 3 minut. Ked sme ale zadali & = 20, program
skonc¢il po 4 a pol minite, ¢o nie je ani dvojnasobok. NavySe sme sa dozvedeli, Ze
pocet pouzitych farieb bol 8. Toto meranie vystizne demonstruje nase predoslé uvahy,

7e velky pocet povolenych farieb az tak zavazne neovplyvni rychlost programu.
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4.6 Optimalizacia nového generatora ciest

Po rychlom teste sme zistili, ze najpomalSou castou nasej implementéacie je stale gene-
rator ciest. Pri hlbsom debuggovani sme si uvedomili, Ze program najviac v generatore
ciest spomaluje velké mnoZstvo moznosti pre nejaka farbu. Pridali sme teda donho
jednu funkciu, ktora ak zisti, Ze s nasledujucimi farbami, ¢ize neuvazujic momentalnu
farbu, nie je mozné cestu naplnit, tak s prave generovanou farbou naplni tie vrcholy,
ktoré boli problémové. Napriklad pre doposial vytvorenu cestu (0, 1, 2), (0, ,), (0,1,),(1,,)
s po¢tom farieb 5 a pri generovani farby 3 algoritmus zisti, Ze ak na prvy a treti vrchol
farbu 3 neumiestnime, cesta nebude nikdy celé zaplnena, preto ich tam natvrdo prida.
Samozrejme, ide o ndzorny priklad, nakol'ko v reali sa vygeneruje farba 3 na prvy vrchol

tak ¢i tak, lebo inak by sa porusila lexikografickost.

*

Generates given color in 'lastResult' on poistions, where it is not possible for
the next (remaining) colors to make the path full.

Returns true, if at least one color was added.
Returns false, if 'lastResult' was unchanged.

L N T T T

o(n)
*/
bool ByColorPathGenerator::generateFillingColors(int color)

{
set<int> colorUsage = colorsUsage.at(color);
bool canBeFull = canBeFilled(color + 1);

if (!canBeFull)

{
int remainingColors = colorsInPath() - (color + 1); //not counting with this 'color’
for (int i = @; i < length; i++)

{

if (!canBeFilledVertex(i, remainingColors) && (!colorUsage.count(i)))

{
colorsUsage.at(color).insert(i);
int pos = freePosInVertex(i);
lastResult = lastResult.set(i, pos, color);

¥
}

return !canBeFull;

Obr. 7: Funkcia vytvarajuca farby, ktoré su potrebné, aby cesta mala moznost byt

naplnena.

Funkcia pracuje v ¢ase O(n), ako sa da vy¢itat i v dokumentécii z obrazka 7. Pre
pripomenutie uvedieme, ze colorsUsage je premennd, ktora si paméata pre dant farbu
mnozinu vrcholov, na ktorych sa farba momentalne nachadza.

Prigli sme i s druhym napadom na optimalizaciu, a to s aplikiciou lexikografickosti
nie len na prvé vyskyty farieb, ale i na vSetky dvojice farieb a ich pozicii. Samozrejme,
tato podmienku, nazvyme ju lexikografickost farieb, budeme overovat hned po vygene-
rovani farby, aby sme nezhorsili ¢asova zlozitost. VSetko opét vysvetlime na priklade.

Majme cestu (0, 1,2),(0,1,),(0,2,), priCom sme prave vygenerovali farbu 2 a chceme
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skontrolovat lexikografickost farby 2 s ostatnymi farbami. Mali by sme pozriet na vsetky
ostatné farby, no je zjavné, ze nam staci kontrolovat len tie farby, ktorych prvy vyskyt
zlava je na rovnakom vrchole ako prvy vyskyt nasej farby 2. Vieme totiz, ze farby zadi-
najuce skor ako farba 2 su lexikograficky skorej a taktiez vdaka lexikografickosti cesty
vieme, ze su i menSie ako farba 2, a teda su v poriadku. Pre farby zac¢inajtice neskor
ako farba 2 plati obdobné tvrdenie. Hoci je toto zistenie polahéujuce, v tomto priklade
budeme musiet skontrolovat i tak vSetky ostatné farby, teda farby 0, 1. Predstavu ndm
opéat vyrazne ulah¢i zaznacenie si vyskytu farby v bitovej postupnosti, ktorej i-ta cifra
znaci pritomnost farby na i-tom vrchole cesty. Farba 0 je na vSetkych vrcholoch, a teda
jej bitova postupnost bude 111. Pre farbu 1 to bude 110 a pre farbu 2 ide o postupnost
101. Ak by sme teraz postupnosti pre farby 0 a 1 bitovo porovnali s postupnostou
pre farbu 2, zistili by sme, Ze st obe véicSie, a teda su obe farby na skorsich vrcho-
loch ako farba 2. Dan4 cesta preto kontrolou lexikografickosti pre farbu 2 prejde. Ak
by sme vSak cestu jemne pozmenili na tvar (0,1,2),(0,2,),(0,1,), zistime, ze takato
cesta kontrolou neprejde, nakolko bitova postupnost pre farbu 2 je “vécsia” ako bitova
postupnost pre farbu 1 (110 > 101). VSetky cesty, ktoré touto kontrolou neprejdu,

budeme preskakovat. Dovody, preco tak mozeme ucinit, vyplyvaji priamo z vety 3.5.

Casova, zlozitost sa po uvedenych vylepSeniach vdaka O-notdcii nezmenila. Dosia-

hnuté vysledky sme zhrnuli do nasledovnej tabulky:

Tabulka 5: Vysledky programu s vylepSenym novym generatorom ciest. Symbol X
oznacuje predoslé vysledky, symbol + znaci, Ze program s danymi parametrami Gspesné
zbehol v ¢ase pod 2 mintuty a predoslej verzii sa to nepodarilo. Symbol m znamené, ze

pre dant dizku cesty je pocet farieb maximalny.

Dlzka cesty
4 5 6 71819 10]11]12]13

4 | X | X | X | X [X]|+
- 5 | Xm| X | X | X | X
=16 Xm | Xm | X |+
<
|7 Xm
<)
)8 8
[l

9

10
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4.7 Paralelizacia

Nakol'ko je v nasom zaujme otestovat hypotézu 1 pre dlzku cesty i pocet farieb aspoi
10, nebudeme iba optimalizovat kod. Pre dosiahnutie nasho ciela bude klacova para-
lelizacia. Upravime funkciu main a generator ciest tak, aby bol ich vysledkom stibor
pozostavajici z netplnych ciest. P6jde o vSetky moznosti ciest s farbami 0, 1, ktoré do
stuboru zapiSeme na kazdy riadok jednu vo forméate “{0 1 -1} {-1-1-1} {01 -1} {1 -1
-1}”, kde kuceravé zatvorky ohrani¢uji trojzoznam vrcholu a ¢islo —1 znaé¢i nezaplneni
poziciu. Generovanie takychto ¢iastoénych ciest, samozrejme, tiez podlieha rovnakym
podmienkam, ako predoslé verzie programu — nevytvoria sa teda tuplne vSetky cesty,
len tie relevantné. Ako sme uz spominali, cesty dlzky 8 sa nam podarilo preskimat
vietky priblizne za 5 mintt. Spominané stbory sme preto vytvorili len pre cesty dlzky
9 a 10, pricom stbor pre cesty dlzky 9 obsahoval 32896 ciest a stbor pre cesty dlzky
10 az 131328 ciest.

int main()

{
ofstream file ;
file.open("PathsStarts.txt™, ios::trunc);
if (!file.is_open())
{
cout << "Unable to open file";
return 9;
}
bool found;
int paths = @;
ByColorCappedColorsPathGenerator pathGenerator = ByColorCappedColorsPathGenerator(lengthOfPath, 2);
Path nowPath = pathGenerator.initialPath();
while (!(nowPath.empty()))
{
paths++;
file << nowPath.to_string() << "\n";
nowPath = pathGenerator.nextPath();
}
file.close();
cout << "Paths count " << paths << endl;
cout << "Colors used " << pathGenerator.colorsUsed() << endl;
¥

Obr. 8: Funkcia main vytvarajica ciasto¢né cesty s farbami 0,1 a zapisujica ich do

stboru.

Druhym krokom je vytvorenie funkcie main a generator ciest, ktoré buda vediet
takyto stbor s cestami precitat a dokoncit generovanie cesty na urc¢itom riadku stiboru.
N&s program sme napisali tak, aby dokoncoval vietky cesty na (k.n + o)-tom riadku

siboru, kde n je pocet Casti, na ktoré chceme subor rozdelit, o je takzvany offset,
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teda konstanta < n, vdaka ktorej dokdzeme skontrolovat vzdy iny riadok spomedzi
nasledujtcich n a premenné k sa zac¢inajuc od nuly neustale inkrementuje az pokym
nenarazime na koniec ¢itaného stboru.

Popisanym spésobom sme vietky relevantné cesty dlzky 9 prezreli na troch proceso-
roch za priblizne 72 minut. Presnejsie islo dokopy o 13126 sekiind, ¢ize o 3, 64 hodin pre
jeden procesor. Odhadovany ¢as vypoctu bol pritom 3, 25, ¢o je dost blizko vyslednému
casu.

Odhadovany ¢as na skontrolovanie ciest dlzky 10 sme stanovili na 230 hodin na
jeden procesor. Program sme rozdelili a spustili na mnohych procesoroch a dokopy sme
na vypocet potrebovali 1031949700 milisektind, ¢o predstavuje 286,65 hodin. Tu je uz
rozdiel odhadu a realne straveného ¢asu badatelnejsi.

Uéinili sme i odhad pre cesty dlzky 11. Vytvoreny stubor pre takéto cesty obsa-
huje 524800 netplnych ciest. Pri rozdeleni stiiboru na 10000 casti trval vypocet jednej
¢asti 6115810 milisekind. Celkovy beh programu pre cesty dizky 11 tak vychadza na
16988, 36 hodin na jeden procesor, pricom, ako tomu bolo v predoslych pripadoch, bude
nés odhad pravdepodobne mensi ako skutoény ¢as vypoctu.

Nakoniec, uvadzame i tabul'ku zobrazujicu dosiahnuté vysledky vd aka paralelizacii.
Jej ucel je vsak len dopliujaci, nakolko sa uZz neda porovnavat s predchadzajucimi,

pretoze ¢as vypoctu ani pocet procesorov nebol rovnaky.

Tabulka 6: Vysledky programu pre paralelizovany program. Symbol X oznacuje pre-
doglé vysledky, symbol + zna¢i novodosiahnuté vysledky. Symbol m znamena, Ze pre

dant dlzku cesty je pocet farieb maximalny.

Dlzka cesty
4 5 6 7 8 9 10 [ 11]12] 13

4 X | X | X | X | X | +
- 51 Xm| X | X | X | X | + +
=16 Xm | Xm| X | X + +
Sy Xm| + | + | +
E 8 +m | +m | +m

9

10

4.8 Neimplementované vylepSenia

Vytvoreny program i zo vSetkymi opisovanymi optimalizaciami je dostupny na adrese
“https://github.com /LordLoles /Diplomovka’”.


https://github.com/LordLoles/Diplomovka
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Avsak vysledna implementécia stale prechadza cesty, o ktorych by sme dopredu
vedeli povedat, Ze uréite nevytvoria protipriklad pre hypotézu 1. Vela takychto nepot-
rebnych ciest sa nam uZ podarilo odfiltrovat. Mame vSak napady i na d'alsie vylepSenia,
ktoré sa nam uz naimplementovat nepodaria. Su teda silnymi kandidatmi na smery,
ktorymi by sa praca mohla v buducnosti uberat.

Dobrym népadom sa zdé byt presktimanie lexikografickosti i na otoc¢enej ceste. Teda
vytvorit lexikograficky najlepsiu cestu, ako tomu je doteraz a pozriet sa ¢i nie je lexiko-
graficky lepSia ta ista cesta, no prezerana sprava dolava. Ak je, cestu moéZeme vynechat,
pretoze istotne niekedy vygenerujeme aj ti opac¢ni. Takato optimalizacia by mala vy-
nechat presne polovicu ciest spomedzi vsetkych, ktoré nemaja v prvej polovici rovnaké
trojzoznamy ako v otocenej druhej — alebo nepresne, no vystiznejsie povedané, ktoré
nie st palindréomy.

Inou moznostou je pozriet sa na samotné generovanie farieb pre cesty. Totiz ak sa
vyskytne netuplne zaplnena cesta, ktora ma len jeden nie zaplneny vrchol, na ktorom je
zatial farba ¢, dal8ie generované farby musia byt na tomto vrchole, aby sme nevypro-
dukovali cestu s disjunktnymi farbami. Napriklad pre cestu (0, 1,2),(0,,), (1,,),(1,,)
a pre generovanu farbu 3, musime tuto farbu umiestnit na vrchol k nule, kedZe inak
by boli farby 0 a 3 disjunktné. Za uvézenie stoji i nutnost byt s jednou jednotkou
(uvazujuc terajsi priklad), ¢ize na jednom z poslednych dvoch vrcholov. No zistili sme,
7e vo vSeobecnosti by takéto vylepsenie zapricinilo prilisné rozvetvenie vSetkych moz-
nosti, nakol’ko by farba 3 mohla byt pri jednej jednotke, pri druhej alebo oboch. Ak by
navyse cesta obsahovala farbu 1 takymto sposobom na viacerych, nie len dvoch vrcho-
loch, alebo by nebodaj obsahovala nejakt int farbu podobne rozmiestnentu ako teraz
farba 1, kontrolovanie vSetkych tychto moZnosti by sa privelmi nelisilo od terajSieho
rieSenia.

Najsofistikovanejsim sa zda byt nasledovné pozorovanie. Ak sa nejakd farba ¢ na
ceste nachédza len v dvoch trojzoznamoch a navySe ak bude medzi tymito dvomi
vrcholmi viac ako polovica vrcholov cesty, teda budi dostato¢ne vzdialené, tieto troj-
zoznamy neovplyvnia nerepetitivnost. Presnejsie, ak na tejto ceste budeme vytvarat
farbenie, mozeme farbu ¢ na dvoch vzdialenych poziciach vybrat vzdy, nakolko podpo-
stupnosti obsahujice obe farby nebudu repeticiami. Ci je farbenie nerepetitivne preto
plne zéavisi od vrcholov medzi spominanymi dvomi vrcholmi (ale aj od ¢asti na za-
¢iatku a konci cesty, tie st vSak kratsie). Ak ale usudzujeme, Ze mensie cesty sme uz
skontrolovali, mézeme prehlésit, Ze takéto ¢asti cesty uz skontrolované boli, a teda cela
cestu mozeme preskocit. Dokonca sme usudili, ze ak je spominana medzera medzi jed-
nou farbou ¢ véadsia ako polovica dlzky cesty, moézu byt v Tavej i pravej ¢asti farby ¢
rozmiestnené Iubovolne.

Hodnotné sa zd& byt i zamyslenie o pouziti predoslej myslienky na cesty, ktoré

maji spominant medzeru medzi vrcholmi s nejakou farbou ¢ mensiu ako polovicu
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dlzky cesty. Ak by tato medzera pridanim jedného trojzoznamu mala dizku vécsiu
ako polovica dlzky cesty, da sa k medzere pridat kazdy mozny trojzoznam a otestovat
nerepetitivnost — vysledky si niekde zapisat a nasledne ich pouzivat pre generované

istancie ciest.



Zaver

V préaci sme sa venovali pocitacovému dokazu hypotézy ., (P,) = 3, pre kazdu cestu
P,,n > 4. Tento II¥—tplny problém sme zvladli overit pre vetky moZnosti zoznamo-
vych ciest dizky 10 a menej. Hypotézu sme pre tieto cesty overili tak, Ze sme preskimali
vSetky mozné zoznamové cesty so vSetkymi relevantnymi moznostami trojzoznamov pre
kazdy vrchol a ukazali sme existenciu nerepetitivneho farbenia pre kazdia jednu zozna-
mov1 cestu. KedZe i8lo o pocitacovy dokaz a vypis nerepetitivneho farbenia pre kazdu
cestu by bol nerealny, uspokojili sme sa s faktom, Ze program nenasiel protipriklad, teda
nenasiel zoznamovi cestu, v ktorej st vSetky jej farbenia repetitivne. Ukézali sme, Ze
generovanie necelych farbeni do stromovej Struktiry na konkrétnej ceste je ovela efek-
tivnejsie, a ovela skor tak dospejeme k nerepetitivnemu farbeniu. Generovanie farbeni
do stromu nam napomohlo i v kontrole nerepetitivnosti, nakolko t4 uz mohla byt pre-
vadzané len na poslednej farbe z uvazovaného farbenia. Ukazali sme tiez, Ze Tubovolna
vymena farieb na zoznamovej ceste nezmeni fakt, ¢i je repetitivna alebo nie. Takéto
vymena pritom moze prebiehat na farbach patriacim ceste i na farbach nepatriacim.
Vdaka tymto pozorovaniam sme usudili, Ze cesty obsahujuce disjunktné farby moézeme
v algoritme vynechéavat. Z rovnakého dévodu mézeme vynechévat i cesty, ktoré nie su
lexikograficky najlepsie spomedzi tych, ktoré dostaneme permutéciou jej farieb, pricom
vymiename vSetky vyskyty farby naraz. Dalej sme zistili horny odhad na maximalny
pocet povolenych farieb na ceste k < 6n, ¢o sa nam overilo i vdaka myglienke, Ze lexi-
kografickost ciest nepovoli prilis vysoké hodnoty pre farby. Tato myslienka nam dovolila
sktimat nerepetitivne zoznamové farbenia ciest v podstate len s jednym parametrom,
a teda s dlzkou ciest, nakolko nam bolo umoznené ratat vzdy s maximalnym moz-
nym poc¢tom farieb. Implementovanymi algoritmami sme dokazali platnost hypotézy
pre dlzky ciest najviac 8 pri behu programu na jednom procesore. Nésledne sme vytvo-
rili i paralelizovatelna verziu programu, ktorou sme overili ostévajice cesty s dlzkami

najviac 10.

39
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Tabulka 7: Vysledky ziskané spojenim réznych implementacii. Symbol X oznacuje, ze
hypotéza pre dana dlzku a dany pocet farieb plati. Symbol m znamené, ze pre dant

dlzku cesty je pocet farieb maximéalny.

Dlzka cesty
4 5 6 7 8 9 10 [ 11]12] 13
4 X | X | X | X | X | X [X]|X
5 Xm| X | X | X | X | X | X |X
@ 6 Xm|Xm| X | X | X | X
i Xm| X | X | X
E 8 Xm | Xm | Xm
9
10

K moZznym pokracovaniam pre implementacnu ¢ast prace sme sa uz vyjadrili v ¢asti
4.8. Nakolko beh terajsej implementacie pre cesty dizky 11 odhadujeme na 16988, 36
hodin na jeden procesor, bolo by rozumné najskor naprogramovat spominané optimali-
zécie a az potom overovaf hypotézu pre nasledujice dlzky ciest. Dalsim moznym pokra-
¢ovanim prace by mohlo byt nadviazanie na dokazané ¢iastkové vysledky a odrazit sa
z nich pri dokladnejSom teoretickom skiimani problému nerepetitivneho zoznamového
farbenia ciest.

Presna hodnota Thueho ¢isla vyberu pre cesty ., (P,) ostava stale otvorenym prob-
lémom. Thueho ¢islo vyberu pre cesty je v mnohych matematickych i informatickych
odvetviach hojne vyuzivané. Hypotézu, Ze je tato hodnota rovna trom, sme dokézali
overit pre vietky cesty s dlzkou najviac 10, ¢im sme, dufame, dostatoéne napomohli

spominanym odvetviam v ich nasledujucich badaniach.
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