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Abstrakt

Praca rozsiruje vyskum pojmu uzitocnost informéacie o novy pojem - ¢iasto¢ne uzitocna
informécia. Jedna sa o dodato¢nu informéciu, ktora nemusi nutne pomahat riesit cely
zadany problém, ale nejaki jeho cast, respektive podmnozinu. Dodato¢né informacie
a problémy formalizujeme ako jazyky, presnejsie regularne jazyky. Ddlezitou stucastou
skimania je ich zlozitost, ktori meriame pomocou nedeterministickych konecnych au-
tomatov a ich stavovej zlozitosti. Pozerame sa na vzfah uzitocnej a ¢iastocne uzitocnej
informécie & na ¢astoéni uzitoénost informéacie ako na reldciu. Dalej, zameriavame
sa na vlastnosti tried jazykov obsahujicich dodato¢né informacie, problémy alebo ich
podmnoziny, definovanych ¢iastoc¢nou uzitoc¢nostou. Jednu z tychto tried pouzivame na
porovnavanie informacnej sily dodato¢nych informacii. Nevyhnutnou stcastou prace sa

tvrdenia o nedeterministickej stavovej zlozitosti niektorych regularnych jazykov.

Kltcové slova: ciastocne uzitoénd informacia, regularny jazyk, nedeterministicky

konec¢ny automat, stavova zlozitost, trieda jazykov definovand Ciasto¢nou uzito¢nostou



Abstract

The thesis extends research of the concept of usefulness of information by a new con-
cept - partially useful information. That is supplementary information that does not
necessarily help to solve the whole given problem, but some part or a subset of it. We
formalize supplementary information and problems as languages, more precisely regu-
lar languages. An important part of the study is their complexity, which we measure by
nondeterministic finite automata and their state complexity. We look at the relations-
hip of useful and partially useful information, at the partial usefulness of information
as a relation too. Furthermore, we focus on properties of language families containing
supplementary information, problems or their subsets, defined by partial usefulness.
We use one of these families to compare informational power of supplementary infor-
mation. Assertions about nondeterministic state complexity of some regular languages

are a necessary part of the thesis.

Keywords: partially useful information, regular language, nondeterministic finite

automaton, state complexity, language family defined by partial usefulness
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Uvod

Informacia je pojem, ktorému intuitivne Tahko rozumieme. Z formélneho hladiska ho
vsak nevieme zadefinovaf idedlnym spdsobom, ¢ize dostatocne vSeobecne a zaroven
presne. Napriek tomu je vynakladané velké tusilie na skiimanie informécie z réznych
uhlov pohladu. Nasim uhlom pohladu je jej uzitocnost, alebo presnejsie, c¢iastocna
uzitocnost. Otazka je, ako to definovat?

V prvom rade treba mat nejako definovant samotnt informéciu. Na to vyuzivame
tedriu forméalnych jazykov a automatov - informacia sa pre nas rovna jazyku nad neja-
kou abecedou.

Dalej, ¢o s uzitoénostou? V tejto praci vychadzame z uz zauzivaného konceptu na
Katedre informatiky FMFI UK v Bratislave, ktorého myslienka je nasledovna:

Dodatoc¢nd informdcia Lag, je uzitocna pre problém L., ak existuje jednoduchsi
problém L,.,,, ktory spolu s dodato¢nou informéaciou pévodny problém vyriesi - teda
Lpros = Lagy N Lypew. Je tu vSak jedna dolezitd podmienka - vyzadujeme, aby nielen
Lyew, ale aj Lgyq, bola jednoduchsia ako Liy.q. To je prirodzené, pretoze nemalo by
zmysel riesit problém zlozitejsim problémom.

Ako meriame zlozitost jazykov? K dispozicii su viaceré vypoctové modely. My bu-
deme vyuzivat nedeterministické konecné automaty a ich stavovu zlozitost. V nasej
praci teda predpokladdme, Ze Lpyop, Ladgy @ Lpey st reguldrne jazyky. Pre mieru ich
zlozitosti pouzivame pojem nedeterministicka stavova zlozitost regularneho jazyka.

Nasa praca sa zaobera mierne pozmenenou definiciou spomenutého konceptu. Tento
novy koncept nazyvame ciastocéne uzitocna informacia. Myslienka tejto zmeny je, ze
nemusi byt nutné, pripadne mozné, aby dodatocnd informacia pomahala riesit cely
problém. Preto pripistame, ze staci, aby tato informéacia poméhala riesit nejakt pod-
mnozinu Ly, nasho problému. Musi to byt neprazdna podmnozina a takisto nam
nebude nestacit, ak je konecna. Tiez budeme vyzadovaf, aby dodatocna informacia
Lqqy a novy problém L, boli jednoduchsie ako povodny problém L,,..,. Takisto ale
chceme, aby boli jednoduchsie ako podmnozina problému Ly, ktort pomahaju riesit,
pretoze opéf, nedavalo by zmysel riesit nejaky podproblém zlozitejsim problémom.

V préci teda v prvom rade definujeme ¢iasto¢ne uzitocnu informaciu. Z nej odvo-
dzujeme Ciasto¢ni uzitocnost informacie ako relaciu na regularnych jazykoch, u ktorej

dokazujeme urcité vlastnosti. Vyslovujeme niektoré tvrdenia analogické k tym, ktoré
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pracuju s uzitocnostou (v praci [5]), a aj inym sposobom skiimame vztah tychto dvoch
definicii. Skimame niektoré nové aspekty, ktoré nasa definicia prinasa, napriklad ma-
ximalnu podmnozinu problému vzhladom na dodato¢ni informéaciu. Dokazujeme tiez
uzaverové vlastnosti urcitych tried jazykov definovanych c¢iastoc¢nou uzitocnostou a dal-
sie vlastnosti, napriklad vlastnosti tykajice sa informacnej sily dodatocnej informaécie.
Okrem toho dokazujeme tvrdenia o nedeterministickej stavovej zlozitosti pouzivanych
jazykov.

Na zaver tohto tvodu by sme este chceli dodaf, Ze aj ked to nie je cielom préce,

vyslovené tvrdenia dokazeme pouzivanim spravidla iba jazykov nad unarnou abecedou.



Kapitola 1
Ciastoéne uzitoc¢na informacia

V tejto kapitole uvddzame najskor zakladné definicie, predpoklady ¢i vysledky, z kto-
rych vychadzame pri skiimani pojmu ¢iastocne uzitocna informéacia. Prezentujeme za-
very tohto skiimania pre niektoré konkrétne jazyky, pripadne skupiny jazykov. Predtym
vsak dokazujeme niekolko tvrdeni o nedeterministickej stavovej zlozitosti jazykov, ktoré
potrebujeme v dokazoch dalsich tvrdeni tejto prace. Urc¢itym sposobom tu vykonadvame
porovnanie tykajice sa CiastoCne uzitocnej informacie a uz skiimanej uzitoc¢nej infor-
macie. Pozerdme sa tiez na ¢iasto¢ni uzitoc¢nost ako na relaciu a napokon sa zamyslame

nad pojmom maximalna podmnozina problému vzhladom na dodato¢nt informaciu.

1.1 Definicie a predpoklady

Predpokladdme znalost standardnych definicii pojmov z oblasti formalnych jazykov
ako st abeceda, jazyk, trieda jazykov ¢i trieda regularnych jazykov (R). Taktiez si
dovolime opomentut definicie beznych operacii na jazykoch ako si zretazenie, iteréacia,
komplement a podobne.

Najprv najmé kvoli uvedeniu pouzitého oznacenia definujeme nedeterministicky
konecny automat - vypoctovy model, ktory akceptuje prave jazyky patriace do triedy

regularnych jazykov.

Definicia 1.1.1. Nedeterministicky konecnyg automat (NKA) je patica A = (K, 3,9, qo, F),
kde K # () je kone¢nd mnozina stavov, ¥ je abeceda vstupnych symbolov, funkcia
§: K x (XU {e}) — 2K definuje prechody medzi stavmi, gy € K je pociatoény stav a

F C K je mnozina akceptacnych stavov.

Definicia 1.1.2. Konfigurdcia nedeterministického konecného automatu A je dvojica

(¢, w), kde g € K je stav a w € ¥* je nedocitand ¢ast vstupného slova.

Definicia 1.1.3. Krok vijpoctu nedeterministického konecného automatu A je relacia

4 na jeho konfiguraciich taka, ze pre kazdé p,q € K, c € YU {e} a w € ¥* plati, Ze

3
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(p, cw) Fa (g, w) prave vtedy, ked ¢ € d(p, ¢). Spravidla budeme pouzivat F namiesto
4, pretoze NKA A bude zrejmy z kontextu.

Definicia 1.1.4. Jazyk akceptovany nedeterministickym koneénym automatom A de-
finujeme ako L(A) ={w € ¥* | Ig € F : (qo,w) F* (q,¢)}.

V nasledujucich riadkoch vyslovujeme definiciu jedného z kluc¢ovych pojmov tejto

prace - nedeterministicka stavova zlozitost regularneho jazyka.

Definicia 1.1.5. Stavovou zloZitostou koneéného automatu A = (K, X, 6, qo, ) (de-
terministického aj nedeterministického) rozumieme pocet jeho stavov. Oznacujeme ju

ako sc(A) (z angl. state complexity), pricom plati, ze sc(A) = |K]|.

Definicia 1.1.6. Nech L € R. Nedeterministicku stavovu zloZitost jazyka L definujeme
ako nsc(L) = min{sc(A) | A je NKA taky, ze L(A) = L}.

Pri dokazovani nedeterministickej stavovej zlozitosti nejakého regularneho jazyka
sa nam hodi, ak mozeme predpokladat, ze NKA akceptujuci dany jazyk s urcitou sta-
vovou zlozitostou nepouziva prechody na prazdne slovo €. V tom pripade potrebujeme
dokazat, ze NKA nepouzivajici prechody na ¢ dokaze akceptovat jazyky s rovnakym

poc¢tom stavov ako NKA, ktory ich pouzivat moéze. O tom hovori nasledujice tvrdenie.

Tvrdenie 1.1.7. Nech A je NKA. Potom existuje NKA A" = (K', ¥, 0", q), F') ne-
pouZivajuci prechody na ¢ (t. j. ¥q¢ € K' : (¢,e) = 0) taky, Ze L(A") = L(A) a
sc(A") = sc(A).

Dokaz tohto tvrdenia neuvadzame, pretoze vyplyva zo Standardnej konstrukcie "be-
zepsilonového” NKA k Iubovolnému NKA (vid napriklad skripta [1] - Veta 2.3.1 a Po-
znamka 2.3.1). O kazdom uvazovanom NKA v tejto praci teda mdzeme predpokladat
a aj predpokladame, Ze nepouziva prechody na e.

Blizime sa k definicii hlavného pojmu, ktorym sa zaoberame v tejto praci. Najskor
vSak pripominame definiciu uzito¢nej informéacie (Definicia 1.0.3 v préci [5]) - s mierne

pozmenenou formulaciou -, na ktori nasa nova definicia nadvéazuje.

Definicia 1.1.8. Nech L4, Lyop € R. Dodatoéna informécia Lyg, je uZitocnd pre

problém L,, ., ak existuje jazyk L., € R taky, zZe platia nasledujice podmienky:
® Lyob = Lagy N Liew
® n5¢(Lady) < n5¢(Lyprob)
o n5¢(Lpew) < nSc(Lprop)

Poznamka. Ak budeme dalej pisat o nejakej uzitocnej informéacii L,q4,, priddme ku nej
do zatvorky slovo "plne” - (lplne) uzitoéna -, aby sme zvyraznili rozdiel medzi touto

a nasledujucou definiciou.



1.1. DEFINICIE A PREDPOKLADY )

Definicia 1.1.9 (¢iastoéne uzitoénd informécia). Nech Lagy, Lproy € R. Dodatoéna
informécia Lyq, je c¢iastocne uZitocnd pre problém L,,.,, ak existuji nekonecné jazyky

Lyew, Lpart € R také, Ze platia nasledujice podmienky:
b me’t - Lprob
® Lport = Lagy N Lyew
® n5¢(Lady) < n5¢(Liprob)
® 15¢(Lagy) < nSc(Lpart)
® 15¢(Lpew) < nSC(Lprob)
o n5C(Lpew) < nSC¢(Lpart)

Pozndmka. Ako aj naznacuje slovo "¢iastocne”; hlavny rozdiel medzi touto a predcha-
dzajicou definiciou je v tom, Ze nevyzadujeme, aby dodato¢nd informéacia (rada - z
angl. advice) L4, pomahala riesit cely problém L,,., ale staci nejaki jeho nekonecént
podmnozinu Lye - t4 je prienikom L,q, a nejakého nového jazyka L,.,. Ide teda o
zovseobecnenie definicie (iplne) uzito¢nej informécie - ak je L4, (iplne) uzitocné pre
Lo, potom je Lgg, aj Clastocne uzitona pre Ly, (plati to pre Lpae = Lprob)-

Velmi dolezitymi v tejto definicii st podmienky tykajice sa nedeterministickej sta-
vovej zlozitosti jazykov - vyzadujeme aby Lug, & Lyew mali tito zlozitost mensiu ako
Lprop a tiez ako Lp,+. Pomédhame teda riesit problémy problémami, ktoré st menej zlo-
zité. Na tieto podmienky budeme v praci casto odkazovat ako na podmienky ohladom
(tykajice sa) nedeterministickej stavovej zlozitosti.

Definicia sa zmienuje aj o tom, Ze jazyky Lyey & Lpere musia byt nekonecéné. Nasim
zamerom bolo, aby bola nekonecna podmnozina L,q. - aby sme sa vyhli situdcii, Ze
mame nekoneény problém L,,., a mozeme uvazovat jeho konetné podmnoziny Ly (to
by celkom oéividne viedlo k trividlnym vysledkom). Cize ak urcujeme, Ze Ly musi
byt nekonecnd, potom jej nadmnozina L., je nutne tieZ nekonecnd a takisto aj jazyky
Logy & Lyew, kedZe Lyq je ich prienikom (preto sme v definicii neoddelovali Ly, a
Lart, €0 sa tyka nekonecnosti). V podstate teda pracujeme len s nekonecnymi jazykmi
- kone¢na dodatocna informacia nie je ¢iastocne uzitocéna pre ziadny problém, ani pre
konecny problém neexistuje ziadna Ciastocne uzitocna dodato¢nd informécia (v zmysle
nasej definicie).

Podobne ako v pripade (uplne) uzitocnej informécie, ak L4, je ¢iastocne uzitocna
pre Lyop, teda Lygy N Lyey, sa rovnd nejakej nekoneénej podmnozine Ly, a st splnené
podmienky ohladom nedeterministickej stavovej zlozitosti, potom zjavne aj Ly, je

Cilastocne uzitocna pre Lyyop.
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aa

Obr. 1.1: NKA pre Ly

Pomerne lahko vidno, ze jazyk vsetkych slov ¥* nad prislusnou abecedou nie je
¢iastocne uzitocny pre ziadny problém. Sporom, ak by bol, potom L, = XN Lyey =
Lyew, €ize nsc(Lpeyw) = n5c(Lpart), €0 je v rozpore s definiciou.

Predtym, ako uvadzame nazorny priklad ¢iastoc¢ne uzitocnej informaécie, definujeme
oznacenie istej skupiny jazykov nad unarnou abecedou, ktoré v tejto praci velmi casto

spominame a vyslovujeme tvrdenie ohladom ich nedeterministickej stavovej zlozitosti.

Definicia 1.1.10. Nech k € N. Reguldrny jazyk {a*" | n € N} budeme oznacovat ako
L.
Tvrdenie 1.1.11. Nech n € N,n > 0. Potom nsc(Ly,)) = n.

Toto tvrdenie uz bolo dokdzané v praci [5] ako Lema 2.1.2. Napriek tomu pripo-
miname Standardnt konstrukciu NKA A = (K, 3,4, qo, F) takého, ze L(A) = Ly a
sc(A) = n:

K={q¢|ieN0<i<n}, X={a}, F={q} aVie N také, ze 0 < i < n plati
d(gi,a) = gj, kde j = (i + 1) mod n. Prechodovy diagram takéhoto NKA pre n = 3
uvadzame na Obrazku 1.1.

Priklad 1.1.12. Nech Log, = Ly a Lproy = Lig). Ak zvolime Ly, = L3, dostaneme
Lpars = Ly N Liz) = Lpg. Potom lahko vidno, ze Ly je Ciastocne uzitocnd pre Lig,

pretoze Lz a Lz st nekonecné jazyky a aj ostatné podmienky z definicie st splnené:
® Luy € Lyg
® Luy = LigNLpy
o nsc(Lyy) < nsc(Lg)
e nsc(Lyy) < nsc(Ljg)
o nsc(Lig) < nsc(Lg)

o nsc(Ly) < nsc(Lpg)

Pozndmka. Ly je teda ciastocne uzitocnd pre L, ale nie je (iplne) uzitocnd pre Lig,
pretoie L[4} g L[G}-
V nasledujucich ¢astiach prace budeme vécsinou vynechavat zmienky ohladom pod-

mienky nekonecnosti, kedze jej splnenie byva na pohlad zrejmé.
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OR0=0S0

a

Obr. 1.2: NKA pre Ly . {a®}

1.2 Nedeterministicka stavova zlozitost

7, definicie ¢iastocne uzitocnej informéacie je zrejmé, ze sucastou nasej argumentacie
ohladom dotknutych jazykov musia byt tvrdenia o ich nedeterministickej stavovej zlo-
zitosti. V tejto cCasti vyslovime a dokdzeme viacero takychto pomocnych tvrdeni o
konkrétnych jazykoch a aj vSeobecnejsie tvrdenia. Na tie budeme odkazovat v dalsich
castiach prace.

Pre jednotlivé hodnoty nedeterministickej stavovej zlozitosti jazykov budeme robit
horné a dolné odhady. Ako to uz byva, tou jednoduchsou zalezitostou budi horné
odhady - bude stacit najst NKA s danou stavovou zlozitostou akceptujici dany jazyk.
Pokial ide o dolné odhady, existuje viacero metdd na ich dokazovanie. Pre niektoré
jazyky su velmi dobre pouzitelné Technika mdticich mnoZin a Technika rozsirengch
maticich mnoZin demonstrované napriklad v praci [3]. Ur¢itym ich zovSeobecnenim je
trochu zlozitejsia Technika hranového pokrytia biklikami prezentovana v [2].

My budeme vyuzivat a rozvijat hlavne myslienku so znamej Pumpovacej lemy, po-

uzivani napriklad v praci [5] (vid uz spomenuté Tvrdenie 1.1.11).
Tvrdenie 1.2.1. Nechn € N;n >0 ai € N,0<i<n. Potom nsc(Ly . {a'}) =n.

Dékaz. Konstrukcia NKA akceptujiceho Ly, . {a’} s n stavmi je rovnakd ako v pripade
Ly az na volbu akceptacného stavu - bude nim prave i-ty stav.

Formalne, nech A = (K,%,0,q0, F') je NKA taky, ze L(A) = L a sc(4) = n
podla Standardnej konstrukcie uvedenej pri Tvrdeni 1.1.11. Potom NKA A’ taky, Ze
L(A") = Ly, . {a'} a sc(A") = nbude A’ = (K, %,6,qo, F'), kde F' = {¢;}. Prechodovy
diagram takejto konstrukcie uvadzame na Obrazku 1.2 pre n =5 a i = 2.

Tym sme ukdzali, Ze nsc(Ly, . {a'}) < n. Dalej ukdZeme, ze nsc(Ly, . {a'}) > n.
Podobne, ako je to v spominanom dokaze pre nsc(Lp,), budeme predpokladat, Ze
n > 1, pretoze kazdy NKA ma aspon jeden stav, teda pre n = 1 je to jasné. Okrem
toho pripad Ly, = Ly . {a°} = Ly . {€} je uz dokdzany, takze predpokladajme tiez,
ze 1> 0.

Sporom, nech A = (K, 3,6, qo, F') je NKA taky, ze L(A) = Ly, . {a'} a sc(A) < n.
Nech (qg, ™) F (q1,a" ™) F ... b (Gnis, €) je akceptaény vipocet NKA A na slove
a"t e L(A), kde qo,q1, .., gnii € K. Kedze sc(A) < n, existuju j,k € N také, Ze
4G = @, J < k,1 < k—j < n. Ak vo vypocte vynechdme konfigurdcie stavov g;q
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Obr. 1.3: NKA pre (L - {a®})°

aZ qi, dostavame akceptacny vipocet pre slovo a”t~ (=7 Pozrime sa blizsie na vyraz
n+1i—(k—j), oznacme z :=n+1i— (k — j), teda a* € L(A).

Ak (k—j) < i, tak plati n < z < n+1i. Ak (k — j) =i, tak plati z = n. A ak
(k —7) > 1, tak plati i < z < n. Akceptacny vypocet na slove a* teda kazdopadne
vedie k sporu, takze nsc(Ly, . {a'}) > n. O

Poznamka. Zmienka o vynechani konfiguracii vo vypocte je mierne nepresna. Je nou
myslené to, ze ak by na vstupe daného NKA bolo slovo kratsie o pocet vynechanych
konfiguracii, potom existuje akceptacny vypocet na tomto kratsom slove, ktory vyzera
rovnako ako ten na povodnom slove, az na vynechané konfiguracie a pravia stranu
ostavajucich konfiguracii - tam je postupne ¢itané pévodné slovo nahradené postupne
¢itanym spominanym kratsim slovom.

Thato myslienku budeme vyuzivat aj v dalsich dokazoch a nielen pokial ide o vyne-

chévanie konfiguracii, ale aj ¢o sa tyka ich pumpovania, kde to funguje velmi analogicky.
Tvrdenie 1.2.2. Nechn € Nyn >0 ai € N,0 <1i < n. Potomnsc((Ly, . {a'})¢) < n.

Dékaz. Zostrojime NKA A = (K, 2,0, qo, F) taky, ze L(A) = (Lp, . {a’})% a sc(4) =n
nasledovnym sposobom:
K={qg|jeN0<j<n}, E={a}, F={q; | ¢ € K také, ze j #i} aVje N
také, ze 0 < j < n plati 6(¢;,a) = g, kde k = (j + 1) mod n. Prechodovy diagram
takéhoto NKA pre n = 6 a i = 5 mozeme vidiet na Obrazku 1.3. Vidime, Ze je to opat
v podstate rovnaka konstrukcia ako pre jazyk Ly, az na volbu akceptacnych stavov.
Lahko vidno, ze pre takto zostrojeny NKA A skutocne plati L(A) = (L, . {a’})“.
Tym sme ukazali, ze nsc((Ly, . {a'})¢) < n. O

Lema 1.2.3. Nechn € N,n > 0. Potom nsc(Lj) — {e}) =n + 1.

Dékaz. Konstrukcia NKA so stavovou zlozitostou n + 1 akceptujticeho jazyk Ly, —
{e} je znovu velmi podobna konstrukcii pre Lp,. Rozdiel bude v tom, ze priddme
novy pociatocny neakceptacny stav, ktory bude mat prechod do pociato¢ného stavu
automatu pre Lp,, v ktorom uz nebude akceptacny jeho pociatocny stav, ale jeho

posledny stav.
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Obr. 1.4: NKA pre Lig — {¢}

Formalne, nech A = (K, %, 6, qo, F') je NKA taky, ze L(A) = Ly, a sc(A) = n podla
standardnej konstrukcie. Potom zostrojime NKA A" = (K, ¥, 6 U ¢, q), F') taky, ze
L(A") = Ly — {¢} a sc(A") = n + 1 nasledovne:

K' =KU{q}, ¥ =%={a}, F' ={q.-1} a §(q),a) = qo. Na Obrdzku 1.4 vidno
prechodovy diagram takéhoto NKA pre n = 6.

Je zrejmé, ze A’ skutocne akceptuje Ly, — {e}. Plati teda nsc(Lp,) — {e}) < n+1.
Teraz ukazeme, ze nsc(Lp) — {€}) > n + 1. Ukdzeme to zv1ast pre pripady n =1 a
n > 1.

Nech n = 1. Sporom, majme NKA A taky, ze L(A) = Ly —{c} a sc(A) =1. Ama
teda iba pociatocny stav. Zaroven tento stav nie je akceptacny, pretoze A neakceptuje
e. Potom ale A nemd nijaky akceptacny stav, teda akceptuje len prazdny jazyk, ¢o je
spor.

Nech n > 1. Sporom, nech A = (K, %, 4, qo, F') je NKA taky, ze L(A) = Ly, — {¢}
a sc(A) < n. Nech (qo,a") F (q1,a" ') F ... F (qu,€) je akceptainy vypocet NKA
A na slove a” € L(A), kde qo,q1,....,qn € K. Kedze sc(A) < n, existuju i,j € N
také, ze ¢; = ¢j,© < j,1 < 7 —1 < n. Rovnost j — ¢ = n by mohla platif len pre
i =0 a j = n. Stav ¢ ale nie je akceptacny, pretoze A neakceptuje ¢, zatial Co ¢, je
akceptacny, takze qy # g,. Preto tiez plati, ze 1 < j — 4 < n. Dalej, ak vo vypocte
vynechdme konfiguracie stavov ¢;+1 az g;, dostdvame akceptacny vypocet pre slovo
a™ =9 To je ale spor, pretoze a” je najkratsie slovo, ktoré akceptuje automat A taky,
ze L(A) = L[n] — {6} Teda HSC(L[,L] - {E}) >n+1. ]

Veta 1.2.4. Nech cisla n,m € N su nesudelitelné, pricom m > 1 a n > m. Potom
HSC(LM U L[m}) =n-+m-+ 1.

Dékaz. Konstrukcia NKA s n +m + 1 stavmi pre jazyk L, U Lpy, je nasledovnd - vy-
uzijeme tu nedeterminizmus tak, zZe z pociatoéného akceptacného stavu ida prechody
na pismeno a do pociatocného stavu automatov jednotlivo pre Ly, a Ly, s tym roz-
dielom, Ze v tychto automatoch ddme ako akceptaény stav nie ten pdvodny (tym bol
ich pociatocny stav), ale ich posledny stav.

Formélne, nech A; = (K4, 1,01, po, F1) je NKA taky, ze L(A) = Ly a sc(Ay) =n
a Ay = (K, X2,0,70, F>) je NKA taky, ze L(A) = Ly, a sc(Ay) = m, oba podla
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Obr. 1.5: NKA pre Ly U Lz

standardnej konstrukcie (nastalo akurat premenovanie stavov z ¢ na p resp. r ).
NKA A = (K,3,6 U ;1 Ubs, qo, F) taky, ze L(A) = Ly U Ly a sc(A) =n+m+1
skonstruujeme nasledovne:

K=K UKU{gp},X=% =% ={a}, F = {qo, pn—1,"m-1} a 6(q0,a) = {po, 70}
Prechodovy diagram NKA A pre n =4 a m = 3 mozno vidiet na Obrazku 1.5. Takto
skonstruovany NKA ocividne akceptuje Ly U Ly, takze nsc(Lpy U Liy,)) < n+m+ 1.

Potrebujeme este ukazat, ze nsc(Ly U Lpy,)) > n +m + 1.

Sporom, majme NKA A = (K, X, 9, qo, F) taky, ze L(A) = Ly U L) a sc(A) <
n + m. Nech (go,a®") F (q1,a®"™ ') F ...  (qan, €) je akceptacny vypocet NKA A na
slove a®™ € L(A), kde qo, q1, ..., g2n € K. KedZe sc(A) < n + m, existuji i, j € N také,
ze ¢; = qj,t < j,1 < j—i < n+m.Nech st toiajtaké, Ze hodnota j—¢ je minimalna -
vdaka tomu st stavy ¢;41, ..., ¢; po dvoch rézne. Ak vo vypocte vynechdme konfiguracie
stavov ;11 a7 q;, dostavame akceptacny vypocet pre slovo a®*~U~9. Tym padom vyraz
2n — (j — i) musi byt rovny bud n (e to neméze byt, pretoze j —i < n+m < 2n) alebo
km pre nejaké k € N,k > 0. Najprv sa pozrieme na pripad, Ze je rovny n.

Ak 2n—(j—i) = n, potom j—i = n. Mame teda konfiguracie stavov g; 11, ¢i+2, ..., ¢j =
G = Qi1n, ktoré moézeme vo vypocte nielen vynechat, ale aj pumpovat. Je zrejmé, ze
tieto stavy tvoria v NKA A cyklus diiky n. Naviac, ak chceme tento cyklus pumpovat,

nemusime zac¢inat len v ¢;11, ale v ktoromkolvek z tychto n stavov.

Pozrime sa teraz na akceptaény vypocet automatu A na slove a™ € L(A) - nech
je to (po,a™) F (p1,a™ ) F ... & (pm,e), kde po,p1, ..., pm € K. Ak by sa niektory
z tychto stavov rovnal niektorému zo stavov q¢;i1, @12, .-, ¢irn, mohli by sme tychto n
stavov napumpovat do vypoctu, takze A by akceptoval slovo a™*". To by vSak bol spor,
kedze n a m si nesudelitelné. Preto, kedze automat A ma maximélne n + m stavov,
vipocet (po,a™) - (p1,a™ ) F ... = (pm,€) moZe obsahovat maximalne m navzajom
roznych stavov. Teda existujia k,l € N také, ze pr = p;, k < 1,1 <1 —k < m. Opéft,

mame konfiguracie stavov pyiq az p;, ktoré moézeme vynechat ¢i pumpovat, ktorych je
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najviac m. Presnejsie, musi ich byt prave m, inak by vdaka ich moznému vynechaniu
A akceptoval slovo a* pre nejaké z € N, 0 < z < m, ¢o by bol spor.

Zoberme dalsi akceptacny vypocet, a to na slove a” - nech je to (rg, a") = (ry,a™ ') =

. F (rn,e), kde ro,r1,...,7, € K. Znova, ak by sa niektory z tychto stavov rovnal

niektorému zo stavov pi,pa, ...,pm = po (ktoré tvoria v. NKA A cyklus podobne ako

spominané stavy ¢;i1,¢iio, ..., Giin, akurat teraz je jeho dizka m), mohli by sme ich

mtmo Eim by sme sa

napumpovat do vypoctu a tym padom by A akceptoval slovo a
dostali k sporu. Vypodet (rg,a™) F (ry,a™ ) ... (r,, €) sa preto skladd len z takych
stavov, ktoré si rozdielne od stavov vo vypocte (po,a™) = (p1,a™ ') = ... b (pm, ).
Mame teda dva vypocty automatu A, o ktorych sme ukazali, Ze nemaju ziadny spolo¢ny
stav. To je vSak spor, pretoze musia mat spolo¢ny aspon pociatoény stav. Teda vyraz
2n — (j — i) nemoze byt rovny n a do tvahy uz prichadza len moznost, Ze je rovny km.

Nech 2n — (j — i) = km pre nejaké k € N,k > 0, ¢ize j — i = 2n — km. Automat A
mus{ akceptovat aj slovo a?"*U=) (pumpovanie g1 aZ ¢;). Kedze 1 < j —i < n+m
aj—1#n (pretoze 2n — (j — i) # n), vyraz 2n + (j — i) = 4n — km tiez musi byt
nejakym nasobkom m. Z toho dostidvame, ze aj 4n je ndsobkom m, teda m | 4n. Dalej,
kedze n a m si nesidelitelné, musi platit, ze m | 4, ¢ize m = 2 alebo m = 4.

Nech (sg,a®") = (s1,a® 1) F ... F (s34, €) je akceptacny vypocet automatu na slove
a® € L(A), kde sq, 51, ..., 83, € K. KedZe sc(A) < n + m, existuji f,g € N také, Ze
sp=358g,f <g,1<g—f<n+m, pricom hodnota g — f je minimalna. Mame teda
konfiguracie stavov syyq az sy, ktoré mozeme vo vypocte vynechat alebo pumpovat.
Potom A akceptuje aj slovo a®*~9=f), Podobne ako v pripade vyrazu 2n — (j —i), vyraz
3n — (g — f) musi byt rovny tentoraz bud 2n alebo Im pre nejaké | € NI > 0. Ak
3n— (g — f) = 2n, potom g — f = n a sme vlastne v rovnakej situdcii, ako ked sme
mali 2n — (j —i) = n (teda j — ¢ = n), o com sme uz ale dokazali, ze to vedie k sporu.

Ostava teda moznost, ze 3n — (¢ — f) = Im pre nejaké | € N,I > 0. Teraz ale
pracujeme len s m € {2,4}. Z toho vieme, ze ¢islo n je neparne a teda aj 3n je neparne.
Naopak, Im je ur¢ite parne. Preto hodnota g — f je neparna. Dalej, pozrime sa na slovo
a®"t26-) € L(A) (dvakrdt napumpované s; ; a7 s,). KedZe 3n je neparne, hodnota
vyrazu 3n + 2(g — f) je tiez neparna, teda moze byt len nejakym nasobkom ¢isla n, a
to neparnym. Kedze g — f # n, nemoze to byt 5n. Nemdze to ale byt ani 7n, pretoze
g—f<n+m<2nateda2(g—f) <2(n+m) < 4n. Nemdze to byt ani nic¢ iné, takze
dostavame spor.

Tu sme vlastne dokédzali vyslovené tvrdenie pre pripad, kedy m = 2 alebo m =4 (v
podstate by to bolo platné pre akékolvek parne m). Kazdopadne, ukazali sme, ze vetva
dokazu, kde 2n — (j — i) = km pre nejaké k € N,k > 0, tiez vedie k sporu. Ziadna
dalsia moznost uz nie je, teda nsc(Lp) U Lyn) > n+m + 1. [

Lema 1.2.5. nsc((Ly . {a®})°) = 4.
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Obr. 1.6: NKA pre (L . {a®})? — {e}

Dékaz. Podla Tvrdenia 1.2.2 plati nsc(Ly . {a®})¢ < 4. Potrebujeme este dokézat, Ze
nsc(Ly . {a*})% > 4.

Sporom, nech A = (K, X, 6, qo, F) je NKA taky, ze L(A) = (L . {a*})“ a sc(A) <
4. Nech (qo,a®) F (q1,a*) F ... F (gs,¢€) je akceptaény vipocet NKA A na slove a® €
L(A), kde qo,q1,...,q5 € K. Kedze sc(A) < 4, existuji i,j € N také, ze ¢; = ¢;,i <
J, 1 < j—1 < 4. Konfiguracie stavov ¢; 41 az ¢; mozeme fubovolne velakrdt napumpovat
a vypocet bude stale akceptacny. Pozrime sa, k comu to bude viest pre jednotlivé mozné

hodnoty j — i:

- ak j —i =3, potom a2 = a!! € L(A), ¢o je spor;

- ak j —i =2, potom a®"1"? = 4" € L(A), ¢o je spor;

- ak j —i =1, potom a®"?'! = a” € L(A), ¢o je spor.
Taky NKA teda nemdze existovat, ¢ize nsc(Ly . {a*})¢ > 4. O
Lema 1.2.6. nsc((Lg - {a°})9) = nsc((Lg - {a®})° — {e}) = 6.

Dékaz. Z Tvrdenia 1.2.2 vyplyva, ze nsc((Lg . {a°})¢) < 6 (na Obrazku 1.3 je pre-
chodovy diagram NKA akceptujiceho tento jazyk so Siestimi stavmi).

Prechodovy diagram NKA pre (L) . {a®})¢ —{e} so Siestimi stavmi je na Obrdzku
1.6. To, zZe tento jazyk skutocne akceptuje, vidno z toho, ze stavom p, akceptuje prave
Lig) — {e}, stavom r; akceptuje prave Lig . {a} a stavom rs akceptuje prave Lig — {e},
pretoze (Lig . {a’})“ —{e} = (L —{e})U(Lig—{e})U(Lgz - {a}), Co teraz aj ukdzeme
(presnejsie, ukdzeme (Lig . {a®})® = LU Lz U (L) - {a}), ¢o ale jasne koreSponduje
s bezepsilonovou verziou tychto jazykov).

Jazyk Ljgy U Ligy U (Lig . {a}) vieme ekvivalentne zapisaf ako {a" | n = 0 (mod
2)Vn =0 (mod 3) Vn =1 (mod 3)}. Podobne, (L . {a°})° = {a" | n # 5 (mod 6)}.
Majme potom nejaké n € N. Vztah n = 0 (mod 2) plati prave vtedy, ked n = 0 (mod 6)
alebo n = 2 (mod 6) alebo n = 4 (mod 6). Podobne, n = 0 (mod 3) plati prave vtedy,
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ked n = 0 (mod 6) alebo n = 3 (mod 6). A napokon n = 1 (mod 3) plati prave vtedy,
ked n =1 (mod 6) alebo n = 4 (mod 6). To st vSetky zvyskové triedy v rdmci modulo
6 okrem 5 (mod 6), teda spomenuté jazyky st naozaj rovnaké.

Plati teda aj nsc((Ljg . {a®})¢ — {e}) < 6. Potrebujeme este ukdzat nsc((Lg -
{a®})¥) > 6 a nsc((Lyg . {a®}) — {e}) > 6. Vzhladom na pribuznost tychto jazykov
urobime simultanny doékaz, kde bude od zaciatku zrejma pravdivost odovodneni pre
oba jazyky, az na zaver, kde dokaz rozvetvime.

Sporom, nech 4 = (K,X,6,q, F) je NKA taky, ze L(A) = (L . {a®}) (resp.
(L) - {a®})9 = {e}) a sc(A) < 6. Nech (qo,a”) F (q1,a%) ... F (g7,€) je akceptacny
vipocet NKA A na slove a” € L(A), kde qo, q1, -..,q7 € K. Kedze sc(A) < 6, existujt
i,7 € N také, Ze ¢; = ¢;,1 < j,1 < j —i < 6. Nech st to ¢ a j také, Ze hodnota j —
je minimélna. Konfiguracie stavov ¢;1 az g; moézeme Iubovolne velakrat napumpovat

a vypocet bude stale akceptacny. Pozrime sa, k ¢omu to bude viest:
- ak j —i =5, potom a"?" = a'" € L(A), o je spor;
- ak j —i =4, potom a1 = a'' € L(A), ¢o je spor;

ak j —i =2, potom a’"22 = a! € L(A), ¢o je spor;

- ak j —i =1, potom a™t =qall € L(A), ¢o je spor.

Ostava len jedna moznost - j —¢ = 3. Mame teda nejaké 3 navzajom rozne stavy
Gi+1,Gi+2, ¢ = G = Git3, ktoré v NKA A vytvéaraju cyklus.

Teraz nech (py,a?) = (p1,a) b (p2,€) je akceptaény vypocet automatu A na slove
a* € L(A), kde py,p1,p2 € K. Ak je niektory z tychto stavov rovny niektorému zo
stavov ¢;i1, @12, @ivrs, potom mozeme do vypoctu napumpovat napriklad jeden cyklus
pozostévajici z tychto stavov, teda dlzky 3. Potom by ale A akceptoval slovo a® ¢ L(A),
¢o by bol spor, takze stavy pg, p1, p2 su vsetky rozdielne od stavov q;.1,qir2, 3. To
znamena, ze postupnost pg, p1, p2 sa sklada z najviac 2 navzajom roznych stavov. Potom
sa tam nejaky stav musi zopakovaf. V tomto momente rozvetvujeme dokaz samostatne
pre L(A) = (L - {a*})° a L(A) = (L - {a*})° — {<}.

L(A) = (Lg . {a’})“: Ak py = p; alebo p; = ps, mozeme do vypoctu pumpovat

* v . 7 e v
3L — P, o je spor. Ostdva pripad, Ze py = pa,

cykly dizky 1, takze A akceptuje a
ktory zase umoziiuje pumpovat cykly dizky 2.

Vratme sa k postupnosti qg, g1, q2, ..., g7. Trividlne musi platif, ze py = ¢o. Potom
je zrejmé, Ze aj v tomto vypocte mozeme pumpovat cykly dizky 2, takze A akceptuje
a™%? = 'l ¢o je opat spor.

L(A) = (L) - {a®})® —{e}: Stav py je neakceptacny, pretoze A neakceptuje e. Kedze
stav py je akceptacny, py # po. Potom plati bud py = p; alebo p; = po, takze znovu,

24+3*1 5 X

mozeme do vypoétu pumpovat cykly dlzky 1, tym pddom A akceptuje a =a’, ¢o

je spor.
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Obr. 1.7: NKA pre (Lyy . {a}) U {¢}

BoWoWo W

Obr. 1.8: NKA pre Ly — {¢, a,a}

Ukdzali sme, ze nsc((Lg . {a°})9) > 6 a nsc((Lig . {a®}) — {e}) > 6. O
Lema 1.2.7. nsc((Lyy . {a}) U{e}) = 3.

Dokaz. Prechodovy diagram NKA akceptujtceho jazyk (L . {a})U{e} s troma stavmi
uvadzame na Obrazku 1.7. Zjavne naozaj akceptuje (Ly . {a}) U {e}, takze nsc((Ly
. {a}) U {e}) < 3. Teraz ukazeme, Ze nsc((Lyy . {a}) U {e}) > 3.

Sporom, nech A = (K,%,0,q, F) je NKA taky, ze L(A) = (L . {a}) U {c} a
sc(A) < 3. Nech (g, a) F (q1,€) je akceptacny vypocet automatu A na slove a € L(A),
kde qo,q1 € K. Zrejme oba tieto stavy su akceptacné - qo preto, ze A akceptuje ¢, a
¢1 preto, ze je poslednym stavom akceptacného vypoctu. Zaroven musi platit ¢y # ¢,
inac by go obsahoval slucku a A by akceptoval L), ¢o by bol spor.

Zatial sme ukazali, ze NKA A ma dva rozne akceptacné stavy ¢o a ¢, pricom
¢1 € 0(qo,a). Potom ostévaji dve moznosti. Prva je, ze A mé prechod z ¢; do go alebo
do q1, ¢ize akceptuje aj slovo a® ¢ L(A), ¢o je spor. Druh4 je, Zze nemd Ziadny prechod
z q1, a teda akceptuje iba jazyk {e,a}, ¢o je tiez spor.

Taky NKA teda neexistuje a nsc((Ly . {a}) U{e}) > 3. O

Lema 1.2.8. nsc(Ly — {¢,a,a*}) = 4.

Dékaz. Prechodovy diagram NKA akceptujiceho jazyk Lpj—{e, a, a®} so $tyrmi stavmi
vidno na Obrézku 1.8. Lahko vidno, Ze skutocne akceptuje Ly — {e,a,a}, takze
nsc(Lp) — {e,a,a®}) < 4. Teraz este dokdzeme, Ze nsc(Ly) — {e,a,a®}) > 4.

Sporom, nech A = (K, %, 8, qo, F) je NKA taky, ze L(A) = Lyj—{e,a,a’} a sc(A4) <
4. Nech (qo,a®) F (q1,a®) F (g2, a) F (g3, €) je akceptacny vypocet automatu A na slove
a® € L(A), kde qo, q1, g2, q3 € K. Pozrime sa teraz na jednotlivé stavy tohto vypoctu:

- q3 je akceptacny stav;

- @2 nemdze byt akceptacny stav, inak by A akceptoval slovo a?. O¢ividne ale m4

prechod do akceptac¢ného stavu (g3);
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a

O
— a
a
Obr. 1.9: NKA pre (L . {a*}) — {e}
- ¢; nemoze byt akceptacny stav, inak by A akceptoval slovo a. Nemdze mat ani
prechod do akcepta¢ného stavu, inak by A akceptoval a?, teda q; # ¢o. Na dva

kroky vypoctu sa ale z ¢; mézeme dostat do akceptacného stavu, konkrétne cez

g2 do gs;

- qo nemoze byt akceptacny stav, inak by A akceptoval slovo €. Nemo6ze mat ani
prechod do akceptacného stavu, inak by A akceptoval a. Z ¢y sa nevieme do

akcepta¢ného stavu dostat ani na dva kroky vypocétu, inak by A akceptoval a?.

Teda qo # q1 a qo # 2.

Ukéazali sme, Ze automat A ma minimalne jeden akceptacny stav a tri rozne neak-
ceptacné stavy, ¢o je samozrejme spor s predpokladom, ze sc(A) < 4. Teda plati
nsc(Lp) — {e,a,a®}) > 4. O

Lema 1.2.9. nsc((Lyg . {a*}) — {e}) = 4.

Dékaz. Prechodovy diagram NKA akceptujiceho (L . {a?}) — {e} so $tyrmi stavmi
vidno na Obrazku 1.9. Plati teda nsc((Lyg) . {a*})—{e}) < 4 a eSte dokdZeme nerovnost
nsel(Lg - {a}) — {}) > 4.

Sporom, nech A = (K,%,6,q, F) je NKA taky, ze L(A) = (L . {a®}) — {c} a
sc(A) < 4. Nech (qo,a®) F (q1,a®) F (q2,a) F (g3,¢) je akceptacny vypocet automatu
A na slove a® € L(A), kde qo, q1,q2,q3 € K. Kedze sc(A) < 4, existujt i,j € N také,
ze ¢; = q;,1 < 7,1 < j —14 < 4. Pozrime sa na moznosti, ktoré z toho vyplyvaju, s

vyuzitim schopnosti pumpovat a vynechat konfiguracie stavov ¢;11 az g; vo vypocte:

- ak 7 — ¢ = 3, potom plati ¢y = q3, ¢o je spor, kedze stav ¢, je neakceptacny

(e ¢ L(A)) a stav g3 je akceptacny;
- ak j —1 =2, potom A akceptuje a>™? = a® ¢ L(A), o je spor;
- ak j —i =1, potom A akceptuje a>~! = a® ¢ L(A), ¢o je spor.

Kazdé moznost vedie k sporu, teda taky NKA neexistuje. Potom nsc((Lyg . {a?}) —
{e}) > 4. O
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%%’

Obr. 1.10: NKA pre (Ly . {a®}) — {a*}

a
a a

a a

a a
a

Obr. 1.11: NKA pre (Lg . {a"})¢

Lema 1.2.10. nsc((Ly .- {a*}) — {a*}) =T7.

Dékaz. Prechodovy diagram NKA akceptujiceho jazyk (L . {a*}) —{a®} so siedmimi
stavmi vidno na Obrazku 1.10. Teda nsc((Lyy . {a*}) — {a*}) < 7 a potrebujeme este
ukézat, Ze nsc((Ly . {a*}) — {a®}) > 7.

Sporom, nech A = (K,%,0,qo, F) je NKA taky, ze L(A) = (Lg . {a*}) — {a®} a
sc(A) < 7. Nech (qo,a®) - (q1,a°) = ... b (gs,€) je akceptacny vypocet automatu A
na slove a® € L(A), kde qo,q1, ...,q6 € K. Kedze sc(A) < 7, existuji i,j € N také, Ze
G =q,1<j,1<j—1<T. Dalej, konfiguracie stavov g1 az ¢; mozeme vo vypocte
vynechat a ten bude stale akceptaény. Teda A akceptuje aj slovo a® U=%. To je viak
spor, pretoze najkratsie slovo, ktoré A moze akceptovat, je prave aS.

Teda plati nsc((Ly . {a*}) — {a*}) > 7. O
Lema 1.2.11. nsc((Lg . {a"})¢) =

Dokaz. Prechodovy diagram NKA akceptujticeho jazyk (L . {a’})“ s 0smimi stavmi
mozeme vidiet na Obrazku 1.11. Teda plati nsc((Lg) . {a’})¢) < 8 a ideme dokdzat
nsc((Lyg - {a™})¢) > 8

Sporom, nech A = (K, X, 6, qo, F) je NKA taky, ze L(A) = (L) - {a"})¢ a sc(A) <
8. Nech (qo,a®) F (q1,a®) F ... - (qo,€) je akceptaény vypocet automatu A na slove
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a’ € L(A), kde g, q1, ..., q0 € K. Kedze sc(A) < 8, existuji i, j € N také, Ze ¢; = qj,1 <
4,1 < j—i < 8. Nech sii toi a j také, 7e hodnota j —i je minimalna. Dalej, konfiguracie
stavov ¢;41 az q; moZeme Iubovolne velakrat napumpovat do vypoctu a ten bude stale

akceptacny. Preto sa teraz pozrieme na moznosti, ktoré z toho vyplyvaju:

ak j —i =T, potom a®7?"7 = a3 € L(A), ¢o je spor;

- ak j —i =6, potom a?*!"6 = a'® € L(A), o je spor;
- ak j —i =5, potom a?*%"5 = ¢% € L(A), ¢o je spor;
- ak j — i =3, potom a?*?"3 = a'® € L(A), ¢o je spor;
- ak j —i =2, potom a”"¥? = a'® € L(A), ¢o je spor;
- ak j —i =1, potom a”T5! = a'® € L(A), ¢o je spor.

Ostava len jedna moznost - j — ¢ = 4. Mame teda nejaké Styri navzajom rozne stavy
Qi+1: Gi+2, Git+3, @i = ¢ = Qira, ktoré v A vytvaraju cyklus. Pozrime sa na dalsi vypocet
automatu A.

Nech (po,a®) b (p1,a®) b (p2,a) b (ps,€) je akceptacny vypodet automatu A na
slove a® € L(A), kde pg, p1,p2,p3 € K. Je jasné, 7e kazdy zo stavov py, p1, p2, p3 musi
byt rozdielny od stavov i1, giio, git3, ¢ira, inak by sme do tohto vypoctu mohli na-
pumpovat napriklad jeden cyklus dizky 4 (pozostavajici zo Stavov qii1, Gi+2, ¢it3, Gitd),
¢o by viedlo k akceptéacii slova a” ¢ L(A). CiZe postupnost pg, p1, pa, p3 sa skladd z ma-
ximalne troch navzajom roznych stavov. Potom existuju k,l € N také, ze p, = p;, k <
[,1 <1—k < 3. Opat sa pozrieme na moznosti pumpovania konfiguracii stavov pgiq

az p; vo vypocte:
- ak j —i =3, potom a***? = a!® € L(A), ¢o je spor;
- ak j —i =2, potom a®*"?"? = 4" € L(A), ¢o je spor;
- ak j —i =1, potom a*>™'! = a” € L(A), ¢o je spor.

Iné moznosti uz nie si, teda na akceptdciu jazyka (Lig . {a"}) nejakym NKA potre-

bujeme asporti osem stavov, t. j. nsc((Lg . {a"})¢) > 8. ]

1.3 CiastoCne uzito¢na verzus (tplne) uzitocna in-
formacia

V tejto casti najprv dokdzeme jedno pomocné tvrdenie, ktoré vyuzijeme v dokaze
naslednej vety, ktorou formélne dokdzeme vztah medzi jazykmi typu Ly, vzhladom na

definiciu Ciasto¢ne uzito¢nej informacie.
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Lema 1.3.1. Nech m,n,p € N, kde m,n,p > 0. m | p a n | p prive vtedy, ked

lem(m,n) | p. !

Dékaz. <: Nech lem(m,n) | p. Vieme, ze lem(m,n) = am = bn pre nejaké a,b € N
také, ze a,b > 0. Teda am | p a bn | p, z ¢oho jasne vyplyva m | p a n | p.

=: Nech m | p a n | p. Najmensie prirodzené ¢islo okrem nuly delitelné m aj n
je lem(m,n). Preto p > lem(m,n), takze p vieme vyjadrit ako p = a*lem(m,n) + b,
kde a,b € N, a > 0, 0 < b < lem(m,n). Dalej, kedze m | p, n | p, m | (a*lem(m,n))
an | (a*lem(m,n)), tak aj m | b a n | b. Tym padom b moéze byt jedine 0. Teda

p = a*lem(m,n), ¢o znamend, ze lem(m,n) | p. ]

Veta 1.3.2. Nech k,l € Nk < 1. Ly, je ciastocne uZitocnd pre Ly prdve vtedy, ked
existuje m € N také, Ze m <1 a lem(k,m) = ¢l pre nejaké c € N, ¢ > 0.

Dékaz. <: Majme m € N také, ze m < [ a lem(k,m) = cl pre nejaké ¢ € N, ¢ > 0.
Z Lemy 1.3.1 vyplyva, ze L N Ly, = L. Zjavne plati, ze Ly C L. Na zaklade
pouzitia Tvrdenia 1.1.11 vidno, Ze podmienky tykajice sa nedeterministickej stavovej
zlozitosti st splnené. Teda Ly, je CiastoCne uzito¢nd pre L.

=: Nech Ly je ciastocne uzitocnd pre Lyj. Potom podla Definicie 1.1.9 existuje
Lpare € R taky, ze Lpars € Lyp @ Lpare = Ly N Lpew pre nejaky Lpe, € R taky, ze
okrem iného nsc(Lpew) < nsc(Ly), teda nsc(Lyew) < I podla Tvrdenia 1.1.11. Majme
NKA A = (K,X,6,q, F) taky, 7e L(A) = Lpew a s¢(A) = nsc(Lpew) < . Slovo a®
pre nejaké d € N,d > 0 musi patrit do Ly, pretoze Ly, je nekone¢na podmnoZzina
Ly. Potom tiez a® € Lyew a a® € Lyy. Nech (go,a®) F (q1,a™ ') F ... F (qa,€) je
akceptacny vypocet NKA A na a¥ € L(A), kde qo,q1,...,qu € K. KedZe sc(A) < I,
existuju 7, j € N také, Ze ¢; = ¢;,7 < j,j —1 < l. Konfiguracie stavov ¢;;1 aZ ¢; mdzeme
vo vypocte pumpovat [ubovolne velakrat, pricom vypocet bude stale akceptacny. Pocet
tychto konfiguracif ozna¢me r := j — i. Nech z = lem(k,r). Potom a®*® € L, a tiez
a®™t* € Ly, z ¢oho vyplyva, ze a™ € Ly, a teda aj a¥*™ € Ly. Kedze ™™ € Ly,
musi platit, ze | | 2, teda 2 = ¢l pre nejaké ¢ € N, ¢ > 0. Dalej, kedze cl = x = lem(k,7),
plati tiez k | cl.

Zoberme teraz najmensie m také, ze lem(k,m) = cl. Také m bude vyzerat na-
sledovne: Nech pi,po, ..., p, st vsetky prvocisla mensie alebo rovné cl, n € N. Po-
tom k = pPph2. pkroa ¢ = piph2pn) kde ki, € Noio€ {1,2,...,n}. Kedze z =
pitps..pir = lem(k,r), Vi € {1,2,...,n} plati ; = maz(k;,r;). Vieme tiez, ze x = cl.

Pre m = p"py"...p7" teda bude platit:

x; ak k’z < x;
m; =
0 inak

Hem - najmensi spoloény nasobok, z angl. least common multiple
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Ostava nam dokézat, ze m < [. Pozrime sa na jednotlivé m;. Vieme, ze k deli ¢l resp.
x, takze k; < x;. Ak k; = x;, potom m; =0 < r;. Ak k; < x;, potom m; = x; =r; < ;.
Preto Vi € {1,2,...,n} m; < r;, takze m deli r a teda m < r < [. ]

Pozndmka. Této veta je analogiou Lemy 2.1.3 z [5], ktord je vlastne Specidlnym pripa-
dom nasSej vety - ¢ sa tam musi rovnat 1. Teda ak ¢ = 1, vtedy je Ly nielen ciastocne

uzitocnd pre Ly, ale aj (iplne) uzitocna pre L.

Teraz dokazeme vetu, hovoriacu v podstate o tom, Ze neexistuje jazyk typu Ly,
pre ktory existuje nejakéd Ciastofne uzitocnd informécia a neexistuje ziadna (tplne)

uzitoénd informaécia.

Veta 1.3.3. Nech k,l € N,k <. Ak je Ly ciastocne uZitocnd pre Ly, potom existuje
k' € N také, Ze Ly je (iiplne) uZitocna pre Ly, pricom k' < k.

Dokaz. Nech Ly, je ciastoCne uzitocny pre Ly, potom existuje m € N také, ze m <[
a lem(k,m) = cl pre nejaké ¢ € N ¢ > 0. Potrebujeme dokazat, Ze existuje spome-
nuté k' a tiez m’ € N také, ze m’ < [ a lem(k',m’) = [, pretoze podla poznamky k
predchadzajicej vete je potom Ly (Gplne) uzitocna pre Ly.

Ak ¢ =1, potom staci zvolit k' := k a m' := m.

Teraz nech ¢ > 1. Podobne ako v dokaze Lemy 1, nech py, ps, ..., p, st vsetky prvo-
¢isla mensie alebo rovné cl, n € N. Potom pre nejaké ¢;, k;, l;, m; € Nji € {1,2,...,n}

platia nasledujiice rovnosti:

C1,,C2

- C=Dpypyp

- k=P ps

- L=ppg el

— o1, M2 Mn .
- m=py P2 --Pp";

cntln

c1+l
1 DS

- ol = ppthpett

Kedze lem(k,m) = cl, musi platif, ze ¢; + [; = maz(k;, m;). Jednotlivé k] a m) pre

kK = p]flpSQ... Fooam/ = plpy?..p budeme volit tak, Ze ki = max(k; — ¢;,0) a
m; = mazx(m; — ¢;,0). Preto ak k; > m;, tak k} = k; —¢; = ¢; + ; — ¢; = [;, inak

(2
/

m, =m; — ¢ = ¢; +l; —¢; = ;. Teda l; = max(kl,m)) = lem(k',m') = [. Zjavne

tiezm' <m<lak <k. O

Po tejto vete prirodzene vznika otézka, ¢i podobny vztah neplati aj vo vSeobecnosti.

V nasledujtcej vete dokazeme, Ze nie.

Veta 1.3.4. Existuje Ly € R taky, Ze existuje Lgq,, ktord je ciastocne uZitocnd pre

!/

Lyrob, @ zdroven neexistuje L, ., ktord by bola (tplne) uzitocnd pre Lyyop.
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Dékaz. Prikladom takého problému je (Ly . {a®})¢. Nech teda Ly = (Liy . {a®})°.

Najprv dokazeme existenciu dodatocnej informacie ¢iastocne uzitocnej pre tento jazyk.

Nech Lagy = Lig) & Lyew = Lpy — {€}. Potom Lyere = Ligy N (Lpy) — {e}) = Lig —
{e}. Lahko vidno, Ze jazyk (Lyy . {a®})C obsahuje okrem iného vietky slovd pérnej
diéky nad danou abecedou, teda naozaj Lps: € Lpres. Splnené st tiez podmienky
ohladom stavovej zlozitosti - podla Lemy 1.2.5 nsc((Ly - {a*})¢) = 4, podla Lemy
1.2.3 nsc(Ljg — {€}) = 3 a nsc(Lp) — {€}) = 2 a podla Tvrdenia 1.1.11 nsc(Lyy) = 2 -,

takze nasli sme dodatocént informéaciu ¢iastocne uzitocénu pre tento problém.

!/

"dv je dodatocna informa-

Druht cast tvrdenia dokéazeme sporom. Nech teda jazyk L
cia takd, ze je (iplne) uzitocnd pre dany problém. O L/, st zrejmé dva fakty. Po prvé,
nemdze byt rovnd jazyku Ly = {a}", pretoze v tom pripade je jazyk Ly, v rovnosti
Lyrob = Ll gy N Lyey jednoznacne urceny - musi sa rovnat L,... To je vSak problém,
kedze nsc(Lyrop) = nsc(Lyrop). Po druhé, L], musi obsahovat kazdé slovo patriace do

o . ,
Lprop, inymi slovami Ly,op € Ly,

Nech teraz A je NKA taky, ze L(A) = L, a sc(A) = nsc(L,,,). Kedze nsc(Lyop) =

4, A musi mat menej ako 4 stavy. Pozrieme sa na konstrukciu takého automatu.

Zacnime pociatocnym stavom ¢o. Kedze L,,,, obsahuje ¢, stav gy musi byt akcep-
tacny. go nemoze obsahovat slucku (prechod do toho istého stavu) na pismeno a, inak
L(A) = Lp. Je tiez zrejmé, Ze qo nemdze byt jedinym (dosiahnutelnym) stavom tohto

automatu, takze ma prechod na pismeno a do dalsieho stavu.

Nech ¢; je tymto dalsim stavom. Opat, kedZe L., obsahuje slovo a, stav ¢; musi
byt akceptacny. Potom nemoze obsahovat slucku, inak L(A) = Lp. Takisto nemdze
obsahovaf prechod naspét do pociatoéného stavu, inak znovu L(A) = Lpj. KedZe
potrebujeme akceptovat aj slovo a?, ¢; musi mat prechod na pismeno a, a to do nejakého

dalsieho (nového) stavu.

Oznaéme taky stav ¢p. Tym padom sme dosiahli maximalny mozny pocet stavov

automatu A. Z analogického dovodu ako pri predchadzajucich stavoch, stav g musi

byt akceptacny. Dostali sme sa ale do bodu, kedy nasledujtice slovo - slovo a® - mdze,

!/

L v, teda A ho moze, ale nemusi akceptovat. V situdcii, ak by ho

ale nemusi patrif do L
akceptoval, by musel mat ¢ prechod na pismeno a do niektorého akceptacného stavu
- qo, 1 alebo go. To by ale viedlo k tomu, ze L(A) = Lpj. Ostéva pripad, Ze A slovo
a® neakceptuje. Jedna moznost je, Ze by mal ¢ prechod do nejakého neakceptacného
stavu - taky ale nema k dispozicii. Ostava moznost, ze sa v tomto stave automat A

zasekne. Potom A akceptuje jazyk {e, a,a?}, ¢o ale tieZ vedie k sporu.

/
adv

Lyros = (Lyg - {a®})°. O

Cize taky NKA neexistuje, teda neexistuje ani L, taka, ze je (iplne) uzitoéna pre
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1.4 Ciastoéna uzitocnost informacie ako relacia

Definicia ¢iastoCne uzitocnej informacie v podstate hovori o vzfahu dvoch regularnych
jazykov. Celkom prirodzene teda definuje reldciu na triede reguldrnych jazykov. Bu-

deme ju nazyvat Ciastocna uzitoc¢nost informacie a oznacovat P,.

Definicia 1.4.1. Nech Lygy, Lproy € R. Ciastocni uZitocnost informdcie definujeme
ako relaciu P, C R x R, pre ktort plati, Ze (Ladv, Lprov) € P, ak Lgg, je Ciastocne

uzitona pre Lo

V nasledujucich troch tvrdeniach dokazeme niektoré zakladné vlastnosti tejto rela-

cie.
Tvrdenie 1.4.2. Reldcia P, je asymetrickd. 2

Dékaz. Sporom, nech (Lagy, Lyrob) € Pn aj (Lproby Ladw) € Pyn. Potom podla Definicie
1.1.9 plati nsc(Lagy) < nSc(Lprop) aj nSc(Lprop) < n5¢(Lady), €O je spor. O

Tvrdenie 1.4.3. Reldcia P, nie je tranzitivna.

Doékaz. Zoberme jazyky Lyg, Lig) & Lig). Podla Vety 1.3.2 plati (L), L) € P (Lpew =
L[3]) a (L[G], L[lg]) c Pn (Lnew = L[4]). Z tej istej Vety tiez vyplyva, 7e (L[g], L[lg]) §é Pn.

Nasli sme teda priklad, kde reldcia P, nie je tranzitivna. O
Tvrdenie 1.4.4. Reldicia P, nie je trichotomicka.

Dokaz. Nech p a g st nejaké prvocisla také, ze p < ¢. Sporom, nech existuje m € N
také, ze m < q a lem(p,m) = cq pre nejaké ¢ € N ¢ > 0. Kedze lem(p,m) = «cq,
p | c¢q. Potom kedze p 1 q, p | ¢, teda aj p < ¢. Tym padom plati pg < cq = lem(p, m).
Zaroven ale musi platit pqg < lem(p,m) < pm, o je spor s tym, ze m < q. Také m teda
neexistuje, ¢ize podla Vety 1.3.2 Ly, nie je Ciastocne uzitocna pre Lj; a samozrejme
ani obratene.

Mame Ly # Lig, (Lip)s Lig) € Pn a (Lig, L) € Pn, takze relacia P, nie je tricho-

tomicka. O

1.5 Maximalna podmnozina

Ciasto¢nd uzito¢nost prindsa oproti (iplnej) uzitoénosti novy objekt na pozorovanie -
nekonecéné podmnoziny L,,. Ak mdme nejakt dodatoént informéciu L,q, ¢iastocne
uzito¢nu pre problém L, ., mozu existovat viaceré L,,, spliiajice definiciu. Zoberme

napriklad Lag, = L3} a Ly = Lg). Prirodzenou volbou pre jazyk Ly, je Ly, kedze

2Teda je ireflexivna a antisymetricka.
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potom Ly, = Liz) N Loy = Lig) = Lpop. Do ivahy ale prichddza aj Lye, = Ly, kedy
Lypart = Ligy N Ligg = Lpg) € Lig) = Lprop- Je to sice zjavne horsia volba, ale je v stlade
s definiciou.

V tejto casti preto definujeme pojem maximalna podmnozina problému vzhladom
na dodato¢nu informéciu, ktorym by sme chceli (neformélne povedané) zachytit taku
podmnozinu, kde je dana dodato¢nd informécia najlepsie (maximalne) vyuzita. Vznika
vsak otazka, ¢i je takdto podmnozina pre dant Lyg, a Lyye, urcend jednoznacne, alebo
ich mo6ze byt aj viacero. Aj tym sa teraz budeme zaoberat, este predtym ale formalne

definujeme triedu jazykov pozostavajucu z moznych Ly, pre dand Leg, a Lppop.

Definicia 1.5.1. Nech Lygy, Lyrop € R. Definujeme triedu jazykov P(Lagy, Lprep) dant
predpisom P (Laav, Lprob) = { Lpart | 3Lnew € R taky, ze Lpart = LagyN Lpew je nekoneény
jazyk a plati (Ladys Lyrob) € Prn A Lpart € Lyrop A 1S¢(Lady) < nS¢(Lprop) A 1S¢(Lagy) <
NSC(Lpart) A nSc(Lpew) < nSC(Lprop) A NSC(Lpew) < nsc(Lpart) }-

Pozndmka. Trieda P(Lagy, Lyrob) mOze byt aj prazdna - zjavne prave vtedy, ak L,q, nie

je ciastoCne uzitocnd pre Lyyop.

Definicia 1.5.2. Nech jazyky Lagy, Lyros € R st také, Ze trieda P(Lagy, Lprob) je ne-
prazdna. Zavedieme oznacenie max Part(Lgay, Lyrop) dané predpisom max Part(Lady, Lpros) =
{Lunpart € P(Ladus Lyros) | BLyart € P(Lacvs Lyros) 1k, 76 Lnpart © Lyar}. Jazyky pat-
riace do max Part(Laay, Lyrop) budeme nazyvat mazimdlne podmnoziny problému Ly.qp

vzhladom na dodatocni informaciv Lag,.

Ak sa vratime k spomenutému prikladu s Lag, = Lig) a Ly = Ly, vidime, Ze
Lypare = Lg je maximdlna podmnoZina, pretoze je dokonca nadmnozinou vsetkych
jazykov z triedy P(Ladv, Lprob), zatial ¢o Ly = Lpg) maximalnou podmnozinou nie
je (Lpg € Lig)- Z toho vidno, Ze v tomto pripade je maximélna podmnozina urcend
jednoznacne a je nou L.

Teraz ale nasleduje veta, v ktorej dokdzeme existenciu takého pripadu, kde maxi-

malna podmnozina nie je urc¢ena jednoznacne.

Veta 1.5.3. Euxistuji jazyky Loy, Lpros € R také, Ze existuji aspon dve rozne mawi-

mdlne podmnozZiny Ly,., vzhladom na Lagy, t. j., Ze |maxPart(Lady, Lpros)| > 1.

Dékaz. Nech Log, = Liyj — {e} a Lyrop = (Ljg) - {a®})“. Najprv ukdzeme, ze Ly — {e}
je ciastocne uzitocna pre (L - {a®})¢ vyuzitim dvoch réznych Ly,

Nech Lyew, = Lig) & Lpew, = (L3 - {a?})¢. Prislichajice podmnoziny st nasledovné
- Lparey = (Lpp = {e}) N Ly = Lz = {e}, Lpwre = (L — {e}) N (Lggy - {a?}) =
(L - {a*})® — {e}. To, Ze to naozaj st podmnoziny L., vidno z rovnosti Ly U
(Lig - {a®})¢ = (Lg - {a®})“, o ktorej eSte pohovorime neskor. Podmienky ohladom

nedeterministickej stavovej zlozitosti - podla Tvrdenia 1.2.1 nsc(Ly)) = 2, podla Lemy
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1.2.6 nsc((Lgg) - {a°})¢) = 6, podla Lemy 1.2.3 nsc(Lpy—{e}) = 2 ansc(Lyp—{e}) = 3,
podla Tvrdenia 1.2.2 nsc(Lyg . {a*})Y) < 3 a podla Lemy 1.2.9 nsc((Lyg . {a*})“ —
{e}) = 4 - st splnené. Takze L) — {e} je Ciastocne uzitoénd pre (Lig . {a”})%, pricom
mame Lypart, s Lyart, € P(Ladv, Lprob)-

= Laaw N L]

new?

Teraz by sme chceli ukéazat, ze neexistuje jazyk L taky, ze L/
kde L7,,,; € P(Ladv; Lprob) a zéroven Ly D Lyary, a L

zrejmé, ze existuju aspon dve rozne maximalne podmnoziny Ly, vzhladom na Ly, a

part

D Lpart,, Pretoze z toho bude

part = part

to nejakd Lypart, 2 Lpart, @ n€jakd Lypart, 2 Lpart, -

Sporom, majme taky jazyk L;,,,. Kedze L;,,.; 2 Lpart; & Lyppy 2 Lpart,, Plati L, 2

LpartyULpart, = (Lig—{e}H)U((Lig) . {a*})—{e}) = (LigU(Lyg - {a*})°)—{e}. Tu znova
vyuzijeme rovnost LigU(Lyg . {a®})¢ = (Ljg - {a°})¢. Teda L., 2 (Ljg - {a°})¢ —{e},

ale kedze tiez musi platit L/, C Ly.o, potom L, = (L . {a”})° — {} (nemdze to

part

byt (Lig . {a®})C, pretoze Logy = Ly —{e}). Tym pddom mame dve moznosti pre L.,
ato L, = (Lg - {a’})“ alebo L., = (Lg - {a®})° — {e}. Prvd moznost neprichddza

new

do tvahy, pretoze by bola narusend podmienka nsc(L!,,) < nsc(Ly.o). Podobne aj

druhd moznost, pretoze neplati nsc((Lg . {a°})¢ — {e}) < nsc((Lig . {a’})Y) (vyuzi-
vame tu Lemu 1.2.6, podla ktorej nsc((Lyg - {a5})c) = nsc((Lg - {a®})° — {e}) = 6).

Ostéva ndm teda dokdzat, ze skutocne Ly U (Lig . {a*})“ = (Ljg . {a’}).
Tu si staci uvedomit, ze (L[g] {a?})C je Vlastne ten isty jazyk ako Lz U (Lig .
{a}). O rovnosti (Lig . {a’})” = LigyU L5 U(Ljg . {a}) sme uz hovorili v dokaze Lemy

1.2.6. O
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Kapitola 2

Triedy definované cCiastoCnou

uzZito¢nostou

V predchadzajicej kapitole sme pomocou ¢iastocénej uzitoc¢nosti informécie definovali
triedu jazykov obsahujicu podmnoziny problému vzhladom na dodatoc¢nt informaciu.
Podobnym sposobom vieme definovat triedy problémov, pre ktoré je ¢iastocne uzito¢né
dana dodatocnd informacia, alebo naopak, triedy dodatoénych informacii ¢iastocne
uzitocnych pre dany problém.

To st triedy, ktorych vlastnostami sa budeme zaoberat v tejto kapitole. Budi nés
zaujimat predovsetkym ich uzaverové vlastnosti na vybrané Standardné operacie. Po-

zrieme sa tiez na to, ¢i su usporiadané vzhladom na mnozinovi inklaziu.

Poznamka. Hovorime o triedach, ktoré su urc¢ené nejakym konkrétnym jazykom pri-
padne dvojicou jazykov. Preto pokial ide o ich uzavretost na nejakt operaciu, zaujimaja
nas bud tvrdenia typu "existuje regularny jazyk (resp. dvojica jazykov) taky, ze trieda
nim urcena nie je uzavretd na danu operaciu”, alebo tvrdenia typu "pre kazdy regu-
larny jazyk (resp. dvojicu jazykov) plati, Ze trieda nim urcend je uzavretd na dani

operaciu”.

2.1 Triedy podmnozin

Tu sa najskor pozrieme na uzaverové vlastnosti takych tried podmnozin, kde mame
dany problém L,, . aj dodato¢ni informéciu Lyq,. Na tento icel uz mame zadefinovanti
triedu P(Laay, Lprop) (Definicia 1.5.1).

Veta 2.1.1. Ezistuje dvojica jazykov Lagy, Lyrob (pre kaZdi operdciu zvldst) takd, Ze
trieda P(Laay, Lyrob) nie je uzavretd na zjednotenie, prienik, zretazenie, iterdciu a kom-

plement.

Dokaz.
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(U) Nech Lagy = L, Lprob = (L) - {a®})¢. Pomerne Tahko vidno, 7e jazyky Lig)
(= LiNLg) a Loy (= LN L) patria do P(Lgy, (Lig - {a°})) - Lg € (Lyg) - {a’})°
aj Loy C (Lig - {a®})¢ a o sa tyka splnenia podmienok ohladom nedeterministickej
stavovej zlozitosti, staci pouzit Tvrdenie 1.2.1 a Lemu 1.2.6 (podla ktorej nsc((Li -
{a®})¥) = 6). To, ¢o teraz chceme dokdzat, je, Ze neexistuje jazyk Lpe, € R taky, Ze
nSc(Lnew) < nsc((Lig - {a®})?) = 6 a zdroven Lig) N Lyey = Lig) U Lpg)-

Sporom, majme Ly, € R taky, Ze nsc(Lnpew) < 6 a Lig) N Lpew = Lig) U L. Nech
A= (K,%,0,q, F) je NKA taky, Ze L(A) = Lyew a sc(A) = nsc(Lpew). Automat A
musi akceptovat slovo a® - nech (go,a®) - (q1,6°) - ... F (gg, €) je akceptatny vypocet
NKA A na slove a® € L(A), kde g, q1, -..,q6 € K. Kedze sc(A) < 6, existuji i,j € N
také, ze ¢; = q;,1 < j,j — 1 < 6. Nech st to 7 a j také, Ze hodnota j — ¢ je minimalna.
Konfiguracie stavov ¢;11 aZ ¢; mézeme v Iubovolnom pocte pumpovat v rdmci vypoctu
a ten bude stale akceptacny. Dlzka pumpovanej Casti je j—i a v zavislosti od konkrétnej

hodnoty automat A akceptuje aj tieto slova:
-ak j—i=5, a2 =a'% € L(A);

ak j —i =4, a5 = al* € L(A);

-akj—i=2, a2 =a® € L(A);
akj—i=1,a""t=ad € L(A).

Kazdé z tychto slov vedie k sporu. Su totiz parnej dizky a teda musia patrit aj do
Lo N Lyew = Ljg) U Lyiq), zaroveii ale nie st nasobkami 6 ani 10.

Potom ostava iba t4 moznost, ze j — ¢ = 3, teda 7 = ¢ + 3. Plati, ze stavy
Qi+1, Gi+2, ¢ = ¢; = ¢i+3 SU navzajom rozne (inak by to bol spor s minimalitou j — 7).
Opat tu vyuzijeme myslienku, ktori sme pouzivali pri dokazovani dolnych odhadov ne-
deterministickej stavovej zlozitosti jazykov. V automate A zjavne existuju prechody na
azq; do g1, 7 ¢ix1 do 12 & Z gi1o do ;1 3. To znamena, ze pumpovany cyklus tychto
stavov nemusi zacinat len v ¢;41 (teda giy1, Giv2, ¢its), ale aj v ¢io (teda giva, ¢its, ¢it1)
GV Givs (teda Giys, Git1, Givze)- Isté viak je to, Ze jeho dlzka je vidy 3.

Pozrime sa teraz na akceptacny vypocet automatu A na slove a'® € L(A) - nech
je to (po,a'®) + (p1,a®) F ... & (p1o,€), kde po, p1,p2,...,p10 € K. Ak tento vypocet
obsahuje niektory zo stavov ¢; i1, ¢iv2, gi+3, potom vieme do vypoctu pumpovat cyklus
tychto stavov (dlzky 3), takze A akceptuje napriklad aj slovo a'®t23 = 16 ¢o je
spor. Preto, kedZe A méa najviac 5 stavov (menej ako 6), vypocet (pg,a'®) F (p1,a®) -
... b (p10, €) mdze obsahovat nanajvys dva stavy. To znamen4, Ze tento vypocet pouziva
cykly stavov dlzky maximélne 2. Tieto cykly samozrejme mozeme pumpovat aj nadalej
a ¢i uz maja dizku 2 alebo 1, v kazdom pripade automat A akceptuje napriklad slovo

* * v . v
att = al022 = 10Tt ¢ [(A), ¢o je tiez spor.
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Ukéazali sme, Ze neexistuje Lpe, € R taky, ze nsc(Lnew) < 6 @ Lo N Lpew =
Lig U Lyg. Preto Lig) U Loy & P(Lpz, (Lggy - {a°})).

(N) Majme opét, ako v pripade zjednotenia, triedu P(Lyg, (Lg - {a’})¢) a jazyky
L), Lig) € P(Lpy, (Lig - {a})©). Ich prienik je Lig N Lig) = Ligg. Treba dokézat, ze
neexistuje jazyk Ly, € R taky, Ze nsc(Lyew) < 6 a zdrovenl Lig N Lpew = Liso)-

Sporom, majme Lye, € R taky, ze nsc(Lyew) < 6 a Lo N Lpew = Lyzg). Nech
A = (K,%,0,q, F) je NKA taky, ze L(A) = Ljew & $c¢(A) = nsc(Lpew). A musi

30 _mnech (qo,a®®) F (q1,a*) F ... & (g30,€) je akceptacny vypocet

akceptovat slovo a
automatu A na tomto slove, kde qo, q1, g2, --., g30 € K. KedZze sc(A) < 6 ma menej ako 6
stavov, musia existovat 7, 7 € Ntaké, Ze ¢; = ¢;,1 < j,j—1i < 6. Dalej, kedze konfiguracie
stavov g;11 az g¢; mézeme v fubovolnom pocte pumpovat v rdmci vypocétu, automat A
akceptuje napriklad aj slovo péarnej dlzky a°t20-9, Teda a3t20-) € L(A) = Lpew a
tiez a®*t20=) € L. KedZe Lig N Lyew = Ligq), plati aj a®*t2079) € L3y €o je ocividne
spor, pretoze 30 < 30 4+ 2(j — i) < 60.

Taky Lpew € R teda neexistuje, ¢im sme dokdzali, Zze Lizg & P(Lyg, (Lig - {a®})°).

(.) Zvolme Ly = Lig & Lyrop = Lig) - {a®}. UkéZeme najprv, Ze Log, je Cilastocne
uZitofnd pre Lyrob & Lyros € P(Ladv, Lprob)-

Jazyk Lig . {a*} vieme pomocou prieniku vyjadrit ako Lz N (L . {a}), teda
Lpart = Ligy N (Lyg - {a}) = Ly - {a®} C Lig . {a®}. Dalej platia nasledujuce rovnosti
- podla Tvrdenia 1.2.1 nse(Lg . {a*}) = 6 a nsc(Lyy . {a}) = 2, dalej nse(Lg) = 3.
Podmienky tykajtice sa nedeterministickej stavovej zlozitosti si zjavne splnené, teda
L) (a okrem nej aj (Lyg . {a}) je ¢iastoéne uzitocnd pre Ly . {a*} a zdroven Ly, = Lig)
Aa*} € P(Ly), L) - {a®}).

Lahko vidno, Ze Lpat - Lyare = (Lig - {a®}) . (L - {a*}) = Ligg — {€} - to ale nie
je podmnozina L[G] . {a3}, teda Lpart . met ¢ P(L[g], L[G] . {a3}).

(*,*) Zoberme opéat triedu P(Lgs, Lig - {a*})). Uz sme ukazali, ze Ly . {a*} €
P (L), L) - {a®}). Dalej, (L - {ag}) = Ly a (L - {a’})* = L — {e}. To sa-
mozrejme nie si podmnoziny jazyka L . {a®}, takze (L . {a®})*, (L - {a®})T ¢
P(Lg), L) - {a’})).

() Nech Lyg, = Liy a Lyoy = Lig. Podla poznadmky k Vete 1.3.2 plati, ze Ly
je (dplne) uzitoénd pre Lig, teda Lig € P(Lyg, Lig). Ale L Q Lig, takze LH ¢
P(Lia, Lig))- O

Takto definovana trieda teda nie je uzavreta na ziadnu zo spomenutych operacii.
Co ak by sme ale mali taku triedu podmnozin, kde budeme fixovat uz len L, op? Na to

sa pozrieme v nasledujucich riadkoch.

Definicia 2.1.2. Nech L, € R. Definujeme triedu jazykov P(L,,.) dant predpisom
P(Lprob) = {Lpart | ILades Lnew € R také, ze Lygrt = Lady N Lnew je nekonecény jazyk
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a platl (Lagy, Lprob) € Po A Lpart € Lyprop A 18¢(Lagy) < nSc(Lprop) A nsc(Laay) <

nSC(Lpart) A nSc(Lpew) < nSC(Lprop) A NSC(Lpew) < n5c(Lpart) }-

Veta 2.1.3. Ezistuje jazyk Ly (pre kaZdi operdciu zvldst) taky, Ze trieda P(Lyrob)

nie je uzavretd na zretazenie, iterdciu a komplement.

Formalny dokaz tejto vety si dovolujeme opomentt. Staci si uvedomit nasledovné:

V predchédzajicej vete sme ukézali protipriklady, pomocou ktorych sme uzavre-
tost na tieto operdcie pre triedu P(Laay, Lprop) vyvratili tak, ze sme odvodili jazyky,
ktoré neboli podmnozinou problému L,,..,. Ak by sme tieto jazyky vedeli odvodit aj v
pripade triedy P(Lyres), boli by to rovnako platné protipriklady, pretoze do P(Lyrop)
tiez mozu patrit len podmnoziny L,,.. A to o¢ividne vieme, pretoze jazyky patriace do
P(Ladv, Lprob), z ktorych sme odvodzovali, patria aj do P(Lpreb) (to je zrejmé z definicii
tychto tried).

Pozndmka. Ako je to s uzavretostou triedy P(Lyro) na zjednotenie a prienik? Nech
Lpartys Lpart, € P(Lprob) pre nejaky Ly € R. Kedze podla definicie Lpgr, € Lprob
a Lparty, © Lprop, urcite aj Lpars; U Lpart, © Lprob @ Lpart; N Lpart, © Lprop. Z toho je
zrejmé, ze ak by sme cheeli vyvrétit uzavretost P(Ly..) na zjednotenie a prienik, nasa
argumentacia sa musi opierat o nedeterministickti stavovi zlozitost.

Kazdopadne, vyslovujeme hypotézu, ze existuje Ly, € R taky, ze trieda P(Lyop)
nie je uzavretd na zjednotenie a prienik. Vedie nas k tomu nasledovny priklad:

Nech Loy = Lito), Lpart; = Lizo) = Lis) N Lig] @ Lpart, = Loy = Lis) N Lig). Zjavne
Lizo) € Lpg @ Lygo) € Lpig)- Z Tvrdenia 1.2.1 vyplyva, Ze su splnené aj podmienky
ohladom nedeterministickej stavovej zlozitosti pre uvedené jazyky. Teda Lizg), Lo €
P(Lpo)). Pozrime sa teraz na ich zjednotenie a prienik.

Ak by sme cheeli Lzg) U Ligg vyjadrit ako prienik dvoch jazykov, prirodzend a
zdanlivo najlepsia volba je L5 N (LjgULjg) ). Lenze neplati nsc(LigULg) < nsc(Lpo) =
10 (to je tiez hypotéza, bolo by ju treba dokazat) a tym padom nemdzeme pouzit prienik
Lis N (L[G] U L[g]) na dokazanie toho, ze Lizg U L) € 'P(L[m]).

Pre Lizo)N Loy = Li120) by sme dokonca pomocou spominaného specialneho pripadu
Vety 1.3.2 (pripad, kedy ¢ = 1 - (Gplnd) uzitoénost) vedeli dokdzat, Ze neexistuje
n € N,n < 10 také, Ze Ly, je (iplne) uzitocna pre L.

Akokolvek je tymto naznacené, ze nasa hypotéza naozaj plati, pre tento priklad
potrebujeme ukézat, Zze neexistuje dvojica Lagy, Lpew € R takd, ze nsc(Lqq) < 10,
nSC(Lnew) < 10 & Loy N Lyew = Lizo) U Lg) (resp. Liiag))-

Dalej, ako sme slibili, ukdzeme pre obe spomenuté triedy, ¢i su usporiadané vzhla-
dom na inkliziu (C). KedZze triedy jazykov si vlastne mnoziny mnozin, prirodzene si
ciastocne usporiadané vzhladom na inkliziu, takze ostdva nam zamerat sa na tricho-

tomickost.
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Veta 2.1.4. Ezistuje dvojica Lagy, Lyroh € R takd, Ze trieda P(Laay, Lyrob) nie je uspo-

riadand vzhladom na inkliziu.

Dokaz. Nech Loy = Liy a Lpoy = (Ljs . {a®})¢. Ukdzeme najprv, Ze Lig), Loy €
P(Ladv; Lprob)- Zjavne plati Ligy € (L) - {a5}) a Lpg € (Lg - {a”})¢. Dalej Lig) =
LMLz a Loy = LML) Co sa tyka podmienok ohladom nedeterministickej stavovej
zlozitosti, tiez st oividne splnené (podla Lemy 1.2.6 nsc((Lig . {a’})“) = 6).

Méame teda Lig), Liio) € P(Ladv, Lpros), 0 ktorych plati Ly # Loy, Lieg € Loy &
Lpoy € L

Veta 2.1.5. Existuje Ly.op € R taky, Ze trieda P(Lpyop) nie je usporiadand vzhladom

na inkliziu.

Doékaz. Vyuzijeme dokaz predchadzajiceho tvrdenia. KedZe Lig), Loy € P(Lya, (L -
{a®})©), podla definicie P(Lyop) plati tiez Lig, Lug € P((Lig - {a®})¢). Cize opit
mame dva rozne jazyky neporovnatelné vzhladom na inkluziu, tentoraz patriace do
P(Lyrob) pre Lyprop = (Lig) - {a®}). ]

2.2 Trieda problémov

V tejto sekcii sa pozrieme na triedu problémov, pre ktoré je ¢iasto¢ne uzitoénda nejaka

dana dodato¢na informacia. Najskor tuto triedu zadefinujeme.

Definicia 2.2.1. Nech Lyq, € R. Definujeme triedu jazykov £(Laq,) dani predpisom
L(Laay) = {Lprob | Laav je Ciastoéne uzitond pre Lyop (resp. (Ladw, Lprov) € Pn)}-

Dalej dokazeme tvrdenia tykajice sa uzaverovych vlastnosti a usporiadania vzhla-

dom na inkliziu tejto triedy.

Veta 2.2.2. Eristuje jazyk Lag, (pre kaZdi operdciu zvldst) taky, Ze trieda L(Laq,) nie

je uzavretd na zjednotenie, prienik, zretazenie, iterdciu a komplement.

Dokaz.

(U) Nech Lag, = Lig. Uz sme ukézali, Ze L je ¢iastoéne uzitoéna pre Ly . {a®},
takze Ly . {a®} € L(Ly). Dalej, podla Vety 1.3.2 je Lz ciastocéne uzitocna pre Lig,
takze aj Lig) € L£(Lps)). Ak tieto jazyky zjednotime, dostavame (L . {a®}) U Ljg =
Lz). Na zaklade ireflexivnosti ¢iastocnej uzitocnosti ale vieme, Ze L3 nie je ciastocne
uzitona pre Ly, ¢ize (Lig . {a®}) U Lig = Ly gé L(L3).

(N) Pouzime opéf triedu L(Ljg) a jazyky L {a3} Lig) € L(Lyz). Ich prienikom
dostévame (Ljg . {a*}) N Ljg = 0, teda prazdny Jazyk. Pre prézdny jazyk ale neexistuje

ziadna ¢iastocne uzitocnd dodatocnd informécia (po prvé, pretoze nie je nekonecény, a
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po druhé, pretoze méa najmensiu moznu nedeterministicki stavovi zlozitost - 1), takze
(L - {a’}) U Lig = 0 ¢ L(Lgz).

(.) Nech Lggy = Ly . {a}. Ako uz bolo ukazané, Ly . {a} je ¢iastoéne uzitocnd
pre (L . {a’}), teda (L[6] A{a®}) € L(Lpy - {a}). Avsak (L) . {a’}) . (Lpg . {a’}) =
Lig) — {¢}, o je jazyk majuci prazdny prienik s Ly . {a}, takze Ly . {a} prei nie je
lastotne uzitotnd, takze (L . {a®}) . (L - {a®}) = Lig — {e} ¢ L(Lpy . {a}).

(*,7) Nech Lagy = Lyg) . {a}. Najprv ukazeme, ze jazyk Ljg . {a} € L(Ljy . {a}).

(Liy - {a}) N (L) - {a}) = Ly - {a} C L) . {a}. Podmienky ohladom nedetermi-
nistickej stavovej zlozitosti st splnené, kedze podla Tvrdenia 1.2.1 nsc(Lg . {a}) = 6,
nsc(Lig . {a}) = 3 a nsc(Ly . {a}) = 2. Potom Ly . {a} je ¢iastocne uzitocna pre
Lig . {a}, teda Ly . {a} € E(L[g {a}).

Lahko vidno, ze (L . {a})* = {a}* = Ly a (Lg - {a})* = {a}* = Ly — {e},
pretoze (Ljg . {a}) obsahuje slovo a. Potom Ly . {a} nie je ¢iasto¢ne uzitocnd pre tieto
jazyky, lebo ich nedeterministicka stavova zlozitost je mensia alebo rovna ako u jazyka
Lyg . {a} - nsc(Ly . {a}) = 2, nsc(Lp)) = 1 a podla Lemy 1.2.3 nsc(Lp — {e}) = 2.
Teda (Lig - {a})*, (L - {a})t & L(Lyg - {a}).

() Nech L,g, = Lpg). Ako sme uz skor v praci ukdzali, Ly je Clastocne uzitocna
pre Lig — {e} (Lyy — {e} = Ly N (Lpy — {€})), teda Ly — {e} € L(Ly). Pozrime sa
teraz na (L — {e})°.

(Liy — {e})® = (L - {a}) U {e}. Jedinym slovom v prieniku (L . {a}) U {e}
s Ly je €. Potom ale neexistuje jazyk Lye, taky, Ze Lig N Lyey je nejakd nekonecna
podmnozina jazyka (Ljg . {a}) U {€}, preto Ly nie je ciastocne uzitocnd pre (L .

{a}) U{e}, teda (Lp —{e}) = (Lpy - {a}) U{e} ¢ L(L). =

Veta 2.2.3. Ezistuje Lo, € R takd, Ze trieda L(Lagy) nie je usporiadand vzhladom na

inkluziu.

Dékaz. Nech L., = Ljg. Potom podla Vety 1.3.2 je ciastocne uzitocnd napriklad
pre jazyky L a Lo, teda Ly, Lo € L£(Lagy). Tie st neporovnatelné vzhladom na

inkliziu, takze inklizia nie je trichotomicka na L£(Lggy)- O

2.3 Trieda dodatoc¢nych informacii

Napokon sa pozrieme na triedu dodatocnych informécii ¢iastocne uzitocnych pre ne-
jaky dany problém. Ako v predchadzajucich sekcidch, tato triedu zadefinujeme a pre-

skiimame jej uzaverové vlastnosti a usporiadanost vzhladom na inkliziu.

Definicia 2.3.1. Nech L, € R. Definujeme triedu jazykov A(L,,.) dant predpisom
A(Lprov) = {Ladv | Ladv je Ciastocne uzitocna pre Ly,op (resp. (Ladw, Lprob) € Pn)}-
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Veta 2.3.2. Existuje jazyk Lo (pre kaZdi operdciu zvldst) taky, Ze trieda A(Lyrob)

nie je uzavretd na zjednotenie, prienik, zretazenie, iterdciu a komplement.

Dokaz.

(U) Nech Lyrop = Ljg. Podla Vety 1.3.2 plati, Ze Ly a Lz st ciastocne uzitocné
pre L, takze Ly, Liz) € A(Ljg). Podla Vety 1.2.4 plati nsc(Ljg U Lig)) = 6, potom ale
Lo U Lz nie je ciastocne uzitocnd pre Lig), pretoZe maji rovnaki nedeterministicku
stavovi zlozitost (nsc(Lg)) = 6) - teda Lig U Lig; ¢ A(Lyg))-

(N) Znovu majme Ly, Lis) € A(Lg)). KedZe LigyNLs) = Lig), z ireflexivnosti ciastoc-
nej uzitocnosti vyplyva, Ze Ljg nie je Ciastocne uzitocna pre L), Cize Ljg) = LN L3 ¢
A(Lig))-

(.) Nech Ly = Lig - {a®}. Ako sme uz v préci ukézali, Ly . {a} je Ciastocne
wzitona pre Lig . {a®} = (L . {a}) N L, teda Ly . {a} € A(Lg . {a®}). Dalej,
lahko vidno, Ze (Lyy . {a}) . (Lyy . {a}) = L — {e}. Toto zretazenie jasne nie je
Clastocne uzitoéné pre Lig . {a’}, pretoze je disjunktné s Lig . {a’}, teda (L . {a}) .
(L - {a}) € AL - {a’}).

(*,*) Opét nech Lo = Lig - {a*}. UkdZeme, ze (L . {a}) U{e} € A(Lgg . {a’}).

Plat{ L . {a®} = ((Ly - {a})U{e}) N (L —{e}). Co sa tyka podmienok ohladom
nedeterministickej stavovej zlozitosti, podla Tvrdenia 1.2.1 nsc(Lg - {a}) = 6, podla
Lemy 1.2.3 nsc(Lgy) — {e}) = 4 a podla Lemy 1.2.7 nsc((Ljg . {a}) U {c}) = 3, takze
tie st splnené. Potom (L . {a}) U {e} je ¢lastocne uzitocna pre Ly . {a*}, teda (L
Aa}) u{e} € A(Lyg . {a*}).

((Lyg - {a}) U{eh)" = (Lyg - {a}) U{e})" = {a}* = Lp - to je dodatocna
informacia, ktora nie je uzitocnd pre ziadny problém, takze ((Ljg . {a}) U {e})*, ((Liy
{a) LN ¢ Al - {a).

(¢) Uz vieme, ze Lpy € A(Lg). Kedze jazyky Lg] = Lyg . {a} a Lig st disjunktné,
L[CQ] nie je ¢iastocne uzitocnd pre L, takze L[CQ] ¢ A(Lg). O

Veta 2.3.3. Ezistuje L., € R taky, Ze trieda A(Lyrop) nie je usporiadand vzhladom

na inkliziu.

Dokaz. Nech Ly, = L. Podla Vety 1.3.2 st rady Ly a Lz ciastocne uzitocné pre
L[G], takze L[Q}, L[g] S A(L[G}). O nich plati, ze L[g] 7§ L[g], L[Q] g L[g] a L[g] SZ L[g], teda

inkltzia nie je trichotomicka na A(Lypep). O
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Kapitola 3

Porovnavanie dodatoc¢nych

informacii

V tejto kapitole sa venujeme porovnavaniu dodatoc¢nych informaécii. Nadvéizujeme na
tretiu kapitolu prace [5], ktord hovori o informacnej sile dodatocnej informdcie. Po-
dobne ako v danej kapitole, vyuzivame triedu £(L,q,), tentoraz definovani samozrejme
nie (uplnou) uzitocnostou, ale ¢iastoénou uzito¢nostou. Mozeme teda tiez pozorovat,
¢i sa vysledky v niecom liSia.

Myslienka tohto pristupu spoc¢iva v tom, ze informacnou silou dodatoc¢nej informécie
L4, myslime mnozstvo problémov, pre ktoré je L4, ¢iasto¢ne uzitocna, a to je vlastne
velkost mnoziny £(Lgq,). Vzhladom na to, ze mo6ze byt nekonecnd, pozerame sa na
vztah tried tohto typu (pripadne nejakych ich kombindcif) pomocou reldcii C, C a ¢.

Majme nejaké dodatocné informéacie Lgg,, & Lggw,. Potom napriklad vzfah tried

L(Laay,) & L(Laaw,) pre nas intuitivne znamend nasledovné:

o Ak L(Lgay,) € L(Lagw,), potom L,g,, ma aspon taki velki informacnu silu ako

Ladvl .

o Ak L(Lagv,) S L(Lagw,), potom Lgg,, mé vacsiu informacnt silu ako Lygy, -

=

o Ak L(Laav,) € L(Laav,) & L(Ladws) € L(Ladw, ), potom Lygy, & Ly, maji nepo-

rovnatelnu informacnu silu.

V nasledujicich dvoch sekciach sa pozerame na vztah tried £(Lagy, ) & £(Ladw,) na

zaklade urcitych predpokladov o Lygy, & Lady,-

—

3.1 Ladvl - Ladvg

Veta 3.1.1. Nech Loy, Lags, € R. Ak Lagy, & Laav,, potom pre triedy L(Logw,) a

=

L(Lagy,) plati nasledujica tabulka:

33
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2 2 = - & 2NE
VLagv,s Lad, | NIE NIE NIE NIE NIE NIE
ILadv,, Laaw, || ANO ANO ANO ANO ANO ANO

Poznamka. Najprv uvedieme na prikladoch, ¢o myslime tym, ak tvrdime, ze pre triedy
L(Laay,) a L(Laaw,) plati téato tabulka (za danych predpokladov).

Napriklad pre relaciu O tabulka hovori, Ze pre vSetky Laguv,, Ladv, € R neplati, ze
L(Lagw,) 2 L(Laav,), ale hovori tiez, ze existuju Lagy,, Ladgw, € R také, ze L(Lagy,) 2
(L)

Alebo pre 2 A ¢ tabulka hovori, Zze pre vSetky Lagy,, Laav, € R neplati, Ze
L(Lagn,) 2 L(Ladwy) NL(Ladv,) € L(Lagw, ), ale hovori tiez, ze existujt Logy, ; Loaw, € R
také, Ze L(Ladv,) 2 L(Lady) N L(Laav,) € L(Ladw,)-

Analogicky to bude fungovat aj v nasledujucich tabulkach. Teda vzdy davame prvia
spomenutt triedu z tvrdenia na lavi stranu relacie a druht spomenutt triedu na pravi

stranu relacie.

Dokaz.

NIE V(2, C): Nech Lygy, = Lig) @ Lagy, = Lig. Pozrime sa na jazyk (L . {a?})°.
KedZze podla Lemy 1.2.5 a Tvrdenia 1.2.1 nsc((Lyy - {a®})¢) = nsc(Lyy)) = 4, Ly nie je
Clastocne uzitond pre (Lyy . {a®})°. Podla dokazu Vety 1.3.4 je Ly Ciastocne uzitocna
pre (Ly . {a*})¢. Potom (L . {a*}) ¢ L(Lean,) a (Lyg - {a*})¢ € L(Laaw,), teda
neplati L(Ladgy,) 2 L(Ladv,)-

Na druhej strane, podla Vety 1.3.2 je Ly Ciastocne uzitocna pre Ly a Ly nie je
c¢iastocne uzitocnd pre Lyg. Potom Lpg € L(Ladw,) @ Lpg ¢ L(Ladw,), teda neplati
L(Lagv,) € L(Ladv,)-

NIE V(2,=, ©): Vyplyva to priamo z toho, zZe neplati V(2, C).

ANO (B A €): Taky priklad sme uviedli v Casti V(2, C).

ANO 3(2): Nech Loy, = Lig @ Lagw, = Lpj. KedZe Ly nie je ¢lastocne uzitocna
pre ziaden jazyk, L£(Lagw,) = 0. Z Vety 1.3.2 vyplyva, ze Ly je Ciastoéne uzitoéna
pre nekonecne vela jazykov, takze trieda L£(Lgag,) je neprazdna. Potom L£(Lagy,) 2
(L),

ANO 3(Q): Nech Lgg,, je nejaky koneény jazyk (z Definicie 1.1.9 vyplyva, Ze taky
jazyk nie je ¢iastocne uzito¢ny pre ziadny jazyk), ktory je vlastnou podmnozinou L
a Lagv, = Lig). Potom L(Legw,) = 0 & L(Lagw,) # 0, takze L(Loav,)  L(Ladw,)-

ANO A(2,=,<): Nech Lugy,, Ladw, SU nejaké konecné jazyky také, ze L4, <
Lady,- 7 ich konecnosti vyplyva, Ze nie su Ciastocne uzitocné pre ziadny jazyk, takze
L(Ladv,) = L(Ladv,) = 0.

NIE V(2 A €): Vyplyva to priamo z 3(2), z 3(C) ¢ z 3(2, =, Q). O
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3.2 (Ladvla Ladvg) S Pn

Veta 3.2.1. Nech Lugy,, Lagw, € R. Ak je Lagy, Ciastocne uZitocnd pre Lag,, (resp.
(Ladv, s Ladw,) € Pn), potom pre triedy L(Lagy,) @ L(Lagw,) plati nasledujica tabulka:

2 2 = < G 2AE
VLo, Lad, | NIE NIE NIE NIE NIE NIE
3 Ladv, s Ladv, ? ? NIE NIE NIE ANO

Dokaz.

NIE V(2,C): Nech Logy, = Lig) & Lqav, = Ljg), pre ktoré podla Vety 1.3.2 plati, ze
Lo je ciastocne uzitocnd pre L. Podla tejto vety tiez plati, Ze Ly nie je ciastocne
uzitocnd pre Lpg a Ly je ciastoCne uzitocnd pre Lpg (L) N Ly = Lpg). Dalej z
ireflexivnosti ¢iastocnej uzitocnosti vyplyva, Ze Ljg nie je ¢iastocne uzitocna pre L.
Maéme teda Lpg € L(Ladw,)s Ly & L(Ladw, ) Lig) € L(Ladw,) & Lig) € Laav,, Preto
neplati L(Lagy,) 2 L(Ladv,) ani L(Lagy,) € L(Ladu, )-

NIE V(2,=, ©): Vyplyva to priamo z toho, ze neplati V(2, C).

ANO 3(P A €): Taky priklad sme uviedli v Casti (2, C).

NIE V(2 A €): Vyplyva to priamo z 3(2, D).

NIE 3(C): Nech Lggy, je Ciastocne uzitocnd pre Lagy,, teda Loge, € L(Laay, ). Opét,
kvoli ireflexivnosti ¢iastocnej uzitoénosti Lyq,, nie je Ciastocne uzitocna pre Lggy,, teda
Ladvy, ¢ L(Laay,)- Preto nikdy neplati £(Lagp,) € L(Lad, )-

NIE 3(=, €): Vyplyva to priamo z NIE 3(C). O

):
):

V nasledujtcich dvoch sekciach uz neméame ziadne predpoklady ohladom L4, a
Laav, (okrem toho, ze si reguldrne). Namiesto toho budeme skimat vztah tried, ktoré
su urcitym sposobom pribuzné, a v rdamci ktorych vyuzijeme operaciu zjednotenia,

respektive prieniku.

3.3 £<Ladv1 U Ladvg) a E(Ladvl) U ['(Ladvz)

Veta 3.3.1. Nech Lugy,, Laaw, € R. Pre vztah medzi L(Lagy, U Lagy,) @ L(Lage,) U
L(Lagy,) plati nasledujica tabulka:

2 2 = < c | 20¢
VLadv,, Ladw, | NIE NIE NIE NIE NIE NIE
I Ladv,  Ladv, ? ANO ANO ANO ANO ANO
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Dokaz.

NIE V(Q, g) Nech Lygy, = L[4] a Logy, = L[4] . {a2}. Potom Lugy, U Ladw, = L[Q}.
Podla Vety 1.3.2 je Ly Ciastocne uzitocnd pre Lyig), takze Lpg € L(Lag,) U L(Ladw, )
zatial Co Ljg nie, takze Lpgy ¢ L(Ladv, U Ladv,)- Dalej, ako sme uz predtym ukazali,
Ly je ciastone uzitocna pre Ly — {e}, takze Ly — {e} € L(Laav, U Laan,), kym Ly
ani Liy . {a®} nie si ¢iastocne uzitoné pre Ly — {e}, pretoze (podla Tvrdenia 1.2.1 a
Lemy 1.2.3) nsc(Lyj) = nsc(Ly . {a®}) =4 > 3 = nsc(Ly — {e}), takze Ly — {e} ¢
L(Lagw,) U L(Lagw, ). Tym padom neplati £(Lagy, U Ladgv,) =2 L(Ladw,) U L(Lagw,) ani
L(Lago, U Laav,) € L(Ladv,) Y L(Ladv, )-

NIE V(2,=, Q): Vyplyva to priamo z toho, Ze neplati V(2, C).

ANO 3(2 A €): Taky priklad sme uviedli v casti (2, C).

ANO 3(D,=, C): Nech Lgg,
L(Ladgv,) N L(Ladv, )-

ANO 3(C): Nech plati Logy, € Lagy, a zéroven £(Lody, ) € L£(Lady, ), takze L(Lagy, U
Ladv,) = L(Laav,) a zdroven existuje jazyk L taky, ze L € L(Laa,) @ L & L(Ladv,)-
Potom skutoc¢ne plati, ze L(Lagy, U Ladv,) = L(Ladv,) S L(Lage, ) U L(Laay, ), pretoze ak
nejaky L' € L(Lga, ), tak L' € L(Lagy, ) UL(Ladv, ), teda L(Lagv,) € L(Lado,) UL(Ladv,)
a z existencie jazyka L vyplyva L(Lagv,) 7# L(Lade,) U L(Ladu, )-

Takymi radami st napriklad L.g,, = L) @ Laaw, = L, pricom spomenutym jazy-
kom L moze byt Liig). O

= Ladv,- Potom trivialne plati, Ze £(Lagy, N Ladw,) =

3.4 E(Ladvl N Ladvg) a ‘C(Ladm) M E(LadUQ)

Veta 3.4.1. Nech Lugy,, Laaw, € R. Pre vztah medzi L(Lage, N Ladw,) ¢ L(Lagy,) N
L(Laav,) plati nasledujica tabulka:

2 2 - - ¢ 2rE
VLado,> Lads, | NIE NIE NIE NIE NIE NIE
3Ladv,» Ladw, || ANO ANO ANO ANO ANO ANO

Dokaz.

NIE V(2,CQ): Nech Lyg,, = Ly a Lagw, = L3, takze vlastne porovndvame triedu
E(L[G]) (: E(L[Q} N L[g]), kedze L[Q] N L[g] = L[G]) a prienik tried E(L[Q]) N L(L[g}).
Opat budeme vychddzat hlavne z Vety 1.3.2, podla ktorej si Ly aj Lz Ciastocne
uzitocné pre Ly, teda Lig) € L(Ladw,) N L(Ladv,), Lig je ¢iastocne uzitocna pre Ly,
teda Ljg € L(Ladw, N Ladw,) & Ly nie je Ciastocne uzitoénd pre Lpg, teda Lpgy ¢

L(Ladv,) N L(Laaw,)- Okrem toho ako uz bolo ukdzané, Ly nie je ¢iastocne uzitoéna
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pre L, takze Lig ¢ L(Ladv, N Ladw,). Z tychto vztahov jasne vyplyva, Ze neplati
L(Lagv, N Ladv,) 2 L(Ladw,) N L(Ladv,) ani L(Ladv, N Ladus) € L(Ladv,) N L(Ladu,)-

NIE V(2,=, Q): Vyplyva to priamo z toho, Ze neplati V(2, C).

ANO 3(P A €): Taky priklad sme uviedli v casti (2, C).

ANO 3(D,=,C): Nech Lugy, = Ladu,. Potom trividlne plati, ze £(Lagy, N Lage,) =
L(Ladv,) N L(Ladv, )-

ANO 3(D): Nech plati Logy, € Lagu, a zaroveni £(Lagy, ) € L(Ladw, ), takze L(Lagw, N
Ladv,) = L(Laay,) a zdroven existuje jazyk L taky, ze L € L(Lag,) @ L & L(Ladv,)-
Potom skutocne plati, ze L(Lagy, N Ladw,) = L(Ladw,) 2 L(Lagw,) VL(Laay, ), pretoze ak
nejaky L' € L(Lgay, ) VL(Lagw, ), tak L' € L( Ly, ), teda L(Lagv,) 2 L(Lado,) VL(Ladv,)
a z existencie jazyka L vyplyva L£(Laay, ) # L£(Ladv,) N L(Lade,)-

Takymi radami st napriklad L.g,, = L) @ Laaw, = L), pricom spomenutym jazy-
kom L moze byt Liig).

ANO 3(C): Nech Logy, = Ly & Lagw, = Lpg . {a*}. Ich prienik je prézdny a
prazdny jazyk nie je Ciasto¢ne uzitoény pre ziaden jazyk, takze L(Lugy, N Ladw,) =
0 C L(Ladw,) N L(Laan,)- Potrebujeme este ukazat, ze mnozina L£(Lage,) N L(Ladw,) je
neprazdna. Dokdzeme, ze (Lg) . {a"}) € L(Ladv,) N L(Ladu, )-

Nech Lygry, = Lig N (Lpy — {e}) = Ly — {e} a Ly, = (L - {®}) 0 (L —
{e,a,a?}) = (Ly . {a*}) — {a®}. KedZze jazyk (Lg . {a"})° obsahuje vSetky slovd
pérnej dizky, plati Lpartys Lyart, € (Lig) - {a™})¢. Co sa tyka podmienok ohladom nede-
terministickej stavovej zlozitosti, plati nasledovné - podla Lemy 1.2.3 nsc(Lpyj—{e}) = 2
ansc(Ly—{e}) = 4, podla Tvrdenia 1.2.1 nsc(Lyj) = nsc(Ly . {a®}) = 4, podla Lemy
1.2.10 nse((Ly - {a*}) —{a*}) = 7 a podla Lemy 1.2.8 nsc(Ly) — {¢, a, a*}) = 4. Takze
tie su splnené.

Ukézali sme, Ze Ly a Ly . {a*} st clastoéne uzitotné pre (L . {a”})°, ¢ize (L
Aa"}® € L(Laaw,) N L(Ladv,)-

NIE V(2 A ¢): Vyplyva to priamo z 3(2,=,C), z I(2) ¢i z I(C). ]

3.5 Ciastoéna uzitocnost verzus (tiplna) uzitocnost

Nevyriesenymi otdzkami tejto kapitoly ostava, ¢i existuje dvojica Lagy,, Ladw, € R
takd, ze Lggy, je CiastoCne uzitoénd pre Lgg,, a zéaroven L(Lagw,) 2 L(Ladaw,) (resp.
L(Lags,) 2 L(Laaw,)), a ¢i existuje dvojica Loy, , Ladv, € R takd, ze L(Lagy, U Lags,) 2
L(Lagv,) U L(Ladv, )-

Ak porovname nase vysledky s vysledkami v praci [5] (jedna sa o tplne analogické
tvrdenia), tak mézeme vidief, ze az na nevyriesené otazky v pripade ¢iasto¢nej uzi-
tocnosti su rovnaké. Tiez si mozno vSimnut, Ze tieto nevyrieSené otazky si v pripade

(Gplnej) uzitocnosti vyriesené prave pomocou konecnych jazykov.
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Zaver

Praca nadviazala na skimanie pojmu informécia z pohladu jej uzito¢nosti. Pokracovala
v zauzivanej formalizacii tohto pohladu, kde je informéacia reprezentovana jazykom, v
nasom pripade konkrétne regularnym jazykom. Ako vypoctovy model bol pouzity ne-
deterministicky konecny automat. Pomocou poctu jeho stavov sme merali nedetermi-
nisticka stavovu zlozitost regularneho jazyka.

V prvom rade sme priniesli novy koncept uzitoc¢nosti v tejto oblasti - ¢iastocne uzi-
tocna informaciu. Jeho princip spociva v tom, ze povazujeme dodato¢nu informéaciu za
¢iastocne uzitoc¢nua pre problém vtedy, ak spolu s novym jednoduchsim problémom vy-
riesi nejaki nekonecnii podmnozinu povodného problému, pricom samotnéd dodatocna
informacia musi byt tiez jednoduchsia ako pévodny problém.

Medzi prvé vysledky prace mézeme zaradif tvrdenia o nedeterministickej stavovej
zlozitosti niektorych jazykov, napriklad nsc(Lp) U L)) pre nestdelitelné prirodzené
¢isla n a m vécsie ako 1 je rovnd n + m + 1. Pozreli sme sa na ¢iastoéni uzito¢nost
informacie ako na relaciu na regularnych jazykoch a dokazali sme, Ze je asymetrickd a
nie je tranzitivna ani trichotomicka. Ukazali sme, Ze podobne ako v pripade uzitoc¢nej
informacie, otdzka, Ci je Ly Ciastocne uzitocna pre Ly, stvisi s funkciou najmensieho
spolo¢ného nasobku. Ukazali sme tiez, Ze ak je Ly, ciastocne uZitocna pre Ly, potom
existuje nejakd Ly (Gplne) uzitoénd pre Lp. Na druhej strane sme dokazali, ze vo

vSeobecnosti takato zakonitost neplati. Teda ak existuje L,q, ¢iastoéne uzitocnd pre

!/

Lprop, neznamena to, ze musi existovat L ,,

(dplne) uzitocna pre L, - videli sme to
na priklade jazyka Ly = Ly . {a®}. Tym sa ukazalo, Ze reldcia ¢iastotnd uzitocnost
zahfhia viac problémov ako (diplnd) uzitoénost a teda méa zmysel sa 1ou zaoberaf.
Pozreli sme sa aj na triedu P(Laay, Lprop), v ramci ktorej sme definovali maximélnu
podmnozinu problému vzhladom na dodato¢nd informaciu. Dokazali sme, ze takato
maximalna podmnozina v triede P(Lgay, Lprop) nie je jednoznacne urcend.

Potom sme skimali triedy jazykov definované ¢iastoénou uzitoc¢nostou, konkrétne
triedy podmnozin problému, pre ktory je ¢iastoéne uzitoéna fixna dodatocna infor-
macia (P(Lady, Lprov)), triedy podmnozin problému, pre ktory je Ciastocne uzitocna
Iubovolna dodato¢na informécia (P(Lyep)), triedy problémov, pre ktoré je ¢iastocne
uzitoéna fixnd dodatocnd informécia (L£(Lggy)) a triedy dodatoénych informécii cias-

tocne uzito¢nych pre fixny problém (A(Lpres)). Dokézali sme, Ze nie si usporiadané
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vzhladom na mnozinovi inkliziu a nie st uzavreté na zjednotenie, prienik, zrefazenie,
iterdciu a komplement (az na zjednotenie a prienik v pripade triedy P(Lyprob))-

Napokon sme sa zaoberali informacnou silou dodatoc¢nej informacie analogicky ako
v praci [5], vyuzitim triedy £(Lag). Dostali sme rovnaké vysledky ako v pripade (dpl-
nej) uzitocnosti, az na niektoré nevyriesené problémy. Je preto otdzne, do akej miery
¢iastocna uzitocnost obohacuje tento druh pohladu na informacnu silu dodatoc¢nej in-
formécie oproti (iplnej) uzitoc¢nosti.

Prirodzenym pokracovanim prace by bolo vyriesit spomenuté nevyriesené problémy
tykajice sa informacnej sily dodatocnej informéacie. Podobne, je tu moznost potvrdit
(alebo vyvratit) nami uvedent hypotézu, Ze trieda P(Lyp) nie je uzavreta na zjednote-
nie a prienik. Okrem toho by bolo zaujimavé pozriet sa na informac¢nt silu dodatoc¢ne;

informécie pomocou triedy P(Lady, Lprob), teda vzhladom na nejaky dany problém.
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