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Základné definície

Jednoparametrický systém nadplôch
Nech F : Rn × I → R je funkcia v premenných x1, x2, . . . , xn a v parametri t, kde I ⊆ R je
interval. Definujeme jednoparametrický systém nadplôch ako systém množín

F = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | F (x1, x2, . . . , xn, t) = 0, t ∈ I}.

Obálka systému kriviek

Obálkou systému kriviek F je parametrizovaná krivka γ(t) : J ⊆ I → R2 taká, že
1 γ(t) ∈ Ft pre všetky t ∈ J,

2 γ̇(t) ⊥ ∇F (γ(t), t) .

Rovnice obálky

Regulárna krivka γ(t) : J ⊆ I → R2 kde t ∈ J ⊆ I je obálkou jednoparametrického
systému F práve vtedy, keď spĺňa:

1 F (γ(t), t) = 0,

2
∂F

∂t
(γ(t), t) = 0.
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Ciele práce

študovať základné vlastnosti obálky systému plôch,

zamerať sa na jednoparametrické systémy kvadrík v trojrozmernom priestore,

numerické experimenty a príklady postupov,

načrtnúť aplikácie, v ktorých sa obálky používajú.
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Výpočet obálky kriviek

1 Systém nelineárnych rovníc
2 ODR
3 Lokálne prieniky
4 Duálny prístup
5 Kinematický prístup

Obr. 1: Jednoparametrický systém priamok s rovnicou F (x , y , t) = y − 2xt − t2.
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Numerický prístup

Prispôsobenie Eulerovej metódy
Majme počiatočný bod (x0, y0, t0). Odhadujeme bod na obálke (xi+1, yi+1, ti+1), kým
parameter ti ≤ tmax, teda máme iteračnú metódu, kde

(xi+1, yi+1) = (xi , yi ) + hm⃗,

F (xi+1, yi+1, ti+1) = 0,

kde i patrí do indexovej množiny M = {i | ti ∈ [tmin, tmax]} a m⃗ =⊥ ∇F (xi , yi , ti )

∥∇F (xi , yi , ti )∥
.

Obr. 2: Prispôsobená Eulerova metóda aplikovaná na systém F (x , y , t) = y − 2xt − t2.
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Jednoparametrický systém sfér

Jednoparametrický systém sfér

Nech m(t) : I ⊂ R → R3 je parametrizácia krivky a r(t) : I → R+ je funkcia definovaná
na tom istom intervale a X ∈ R3. Jednoparametrický systém sfér je daný rovnicou

S : ⟨X −m(t),X −m(t)⟩ − r2(t) = 0.

Obálka systému sfér
Obálka jednoparametrického systému sfér splňa rovnice

S : ⟨X −m(t),X −m(t)⟩ − r2(t) = 0,

Ṡ : ⟨ṁ(t),X −m(t)⟩+ r(t)ṙ(t) = 0.
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Charakteristické kružnice

Charakteristická kružnica

V prípade, že pre t ∈ I je St ∩ Ṡt ̸= ∅, sa tento prienik nazýva sa charakteristická
kružnica ct . V prípade St ∩ Ṡt = ∅, pre t neexistuje žiadna charakteristická kružnica.

Stred charakteristickej kružnice je

Ct = m(t)− r(t)ṙ(t)

⟨ṁ(t), ṁ(t)⟩ ṁ(t).

Jej polomer je

lt = r(t)

√
1 − ṙ2(t)

⟨ṁ(t), ṁ(t)⟩ .

Lema
Zjednotenie všetkých charakteristických kružníc ct jednoparametrického systému sfér St

je obálka E tohto systému, teda platí

E =
⋃
t∈I

ct .
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Výpočet a vizualizácie obálky sfér

Blender Python API + Visual Studio Code

Databáza vygenerovaných plôch sa nachádza na
https://github.com/tutka13/Vysledne-plochy.

(a) m(t) = (0, 0, t), r(t) = t√
26 (b) m(t) = (t cos(t), t sin(t), t), r(t) = 1

Obr. 3: Jednoparametrický systém sfér, charakteristické kružnice, obálka systému kružníc s
funkciami m(t) a r(t).
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Ďalšia práca

Identifikovať body samoprieniku obálky podľa rovníc v [2].

Aplikovať teóriu obálky sfér na obálku elipsoidov naškálovaných v smere vektorov
Frenetovho súradnicového systému.

Obr. 4: Jednoparametrický systém elipsoidov so škálovaním v dotykovom smere.
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Ďakujem za pozornosť.
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