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Predhovor

Predlozeny uéebny text je napisany pre predmet Uvod do diskrétnych $truktar, $tudijny odbor
Informatika, prvy ro¢nik na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky v Bratislave. V podstate ide
o rozsireny a upraveny zapis viacerychprednasok autora z diskrétnej matematikyna tejto fakulte.

Diskrétna matematika predstavuje zaklad teoretickych disciplin pre vedu o pocitacoch, pre
ktora pouzivame oznaCenie informatika, ktora sa zaobera vSetkym tym, Co suvisi s pocitatmi
a vycisliteI'nymi procesmi.

Diskrétna matematika sa zaobera skimanim najma diskrétnych (nespojitych) Struktur. Prave
v suvislosti s intenzivnym vyuZivanim pocitacov pri rieSeni problémov a tloh najrozli¢ne;jsich typov,
diskrétna matematika presiahla ramec diskrétnej analyzy a zahriityje dnes aj rad metdd
konstruktivnych, vytvorenych pre bezprostredné vyuzivanie pocitacov.

Diskrétna matematika je relativne samostatnd sticast’ matematiky. Jej zaCiatky st zacCiatkami
matematiky. Hlavnou Specifikou je diskrétnost, t.j. opak spojitosti a v SirSom zmysle zahriiuje aj také
discipliny ako tedria Cisel, algebra, matematicka logika, kombinatorika, tedria grafov, teéria mnozin
arad dalSich disciplin, ktoré sa zacali najintenzivnejSie rozvijat’ v polovici dvadsiateho storocia
spojenych s vyuzivanim pocitacov.

Dosiahnutie urcitého stupnia matematickej zrelosti tvori v znacnej miere sucast’ odbornej
kvalifikacie kazdého, kto chce s pocitami systematicky pracovat. Prirodzené vychodisko pre
Stidium informatiky predstavuju matematicka logika a tedria mnozin, ktoré zo vSeobecného hl'adiska
tvoria vyjadrovacie prostriedky a pracovné postupy. Zivotnost’ tychto teérii sa prejavuje v tom, Ze ony
samy, ale aj discipliny, ktorych vznik podmienili prenikli do celej matematiky i informatiky a v istom
rozsahu sa dostavaju do uciva prvych ro¢nikov vysokoSkolského Studia na fakultdch réznych
zamerani.

V ucebnom texte je iste mnoho nedostatkov, nejasnych formulacii, nepresnosti, alebo chyb.
Verime vsak, e sa daju odstranit pomerne rychlo a pohodlne. Citatelovi, ktory ma na tieto
nedostatky upozorni, budem vel'mi povd’acny.

V Bratislave, 21.9.2008 Doc. RNDr. E. Toman, CSc.,



PrehlPad oznaceni

Symbol Vyznam, pripadne nazov
A,B,C, ... mnoziny
allA prvok a patri do mnoziny 4
a,as,....a, A prvky aj,a;,...,a, patria do mnoziny 4
alA, —u(a [ A) prvok a nepatri do mnoZziny 4
A4 :{alaaza---,an} mnozina 4 obsahuje prave prvky @;,4;,...,a,
{a UA| V(a)} mnozina prave tych prvkov mnoziny4, ktoré maju vlastnost’ V'
0 prazdna mnoZina
A=B mnozina 4 sa rovhd mnozine B
A#%B mnozina 4 sa nerovnd mnozine B
AUB mnozina A je obsiahnutd v mnozine B
A )Z/ B mnozina 4 nie je obsiahnutd v mnoZine B
AOB,ASB mnozina 4 je vlastnou, (pravou) podmnozinou mnoziny B
P,S systémy mnozin
P (4) mnozina vSetkych podmnozin mnozinyA4
AOB zjednotenie mnozin4 a B
AnB prienik mnozin4 a B
A\B, A-B rozdiel mnozin4 a B
A=-B symetricka diferencia mnozin4 a B
AES 4 zjednotenie systému mnozin
AS S 4 prienik systému mnoZin
(a, b) usporiadana dvojica
(al,az,...,an) usporiadana n-tica
AXB Karteziansky siéin mnozin4 a B
Ay X Ay x...x A4, Karteziansky stdn mnozin 4;,4,,..., 4,
|4| mohutnost’ mnoziny 4

Ny, nz21 mnoiina{0,1,2, ...,n—l}




o X alef nula, mohutnost’ mnoziny N

f:A4-B zobrazenie / mnoziny A do mnoziny B

g=f14 parcialna funkcia k funkcii f

B4 mnozina zobrazeni f : 4 — B

D, q,r vyrokova premenna

- p negécia vyroku p

p g konjunkcia vyrokov p ag

plUqg disjunkcia vyrokov p a ¢

prUqg, p-gq implikdcia vyrokov p a g

P=4q9,P <49 ekvivalencia vyrokovp a g

1 Shafferova spojka

! Pierce — Lukasiewicsova spojka

[ vel'ky (vSeobecny, univerzalny) kvantifikator

Ual A4: V(a) vSetky prvky a mnoziny 4 maja vlastnost’ V'

[] maly (existen¢ény) kvantifikator

(hOA: V(a) v mnozine A4 existuje asponi jeden prvoka s vlastnostou V
OalUA: V(a) v mnozine A4 existuje prave jeden prvok a s vlastnost'ou V'
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1. Zaklady matematickej logiky

V matematike pracujeme so stbormi objektov, ktoré st idealizované a abstraktné, ¢o do
mohutnosti mézu byt kone¢né, alebo nekonecné.

Matematika je deduktivna veda, na rozdiel od experimentalnych vied nové tvrdenia, ak
chceme zaclenit’ do matematickejtedrie, musime ich najskor dokazat’.

Ak niekto chce Studovat’ matematiku, rozumiet’ jej tvrdeniam a spravne ich interpretovat,
musi mat’ zakladné vedomosti o vystavbe matematickychteori.

V nasom vyklade nep6jdeme az do takych podrobnosti. Mdme na to niekol’ko dévodov; prvy
dovod je Casovy, druhy dovod je, ze eSte nepozname dokladne Zziadnu matematicku teodriu a treti
dovod je, ze problematika spad4d do matematickej logiky, ktora v SirSom zmysle slova taktiez patri do
oblasti diskrétnej matematiky.

Niekol’ko slov k logickej vystavbe matematickych teori povieme. Ked’ sa zaoberame logickou
vystavbou matematiky stojime predovsetkym pred dvoma otdzkami:

1. Ako sa odvodzuji matematickétvrdenia (vety) ?

2. Aké su logické zaklady matematiky?

Ked studujeme odvodzovanie matematickych viet, tak sa musime pytat, aké typy logickych
zaverov (tsudkov) pozname, aké metddy dokazov rozoznavame, atd’. Ako vidime st to ¢isto logické
otazky. Nemusime sa preto zaoberat’ logickym odvodzovanim (dedukciou) vObec a pritom sucasne
spozname ako sa odvodzuji matematické vety. Vlastnému vykladu o logickej dedukcii treba
predoslat’ akusi “hovorkyiiu logiky*, totiz vyklad o tvare a druhoch viet (vyrokov).

Zakladom kazdej matematickej tedrie su, ako je zname urCité axiomy, pre jeho d’alsiu
vystavbu potom st doblezité definicie, ktorymi zavadzame nové “matematické objekty”. Ak sa
obratime k logickym zakladom matematiky, prehovorime teda o tom, aké definicie rozoznavame
a aké vlastnosti definicie musia mat. Potom sa mdzme zaoberat’ systémom axiém a dotknut’ sa
poziadaviek, ktoré na ne kladieme (bezospornost’, uplnost’, nezavislost’).

Napokon mozno zaviest' niektoré matematické pojmy, napr. pojem mnoziny, reldcie,
zobrazenie, funkcie, mohutnost’ mnoziny, prirodzené Cisla atd’., ktoré sa vyskytujii vo vsetkych
odboroch matematiky a maju pre jej vystavbu zdkladnt dodlezitost’. Musime preto venovat’ pozornost’
aj tymto pojmom.

Ako sme uz povedali vyssie, vystavbu matematickych teorii nebudeme Studovat’ podrobne,
uspokojime sa stym, ze sa naulime rozpoznavat logicka Struktaru a zakladné typy dokazov
matematickych tvrdeni. Teraz sa blizSie pozrieme na logicky aparat matematickych teorii.

1.1. Vyroky

Matematické poznatky formulujeme v podobe vyrokov. Vyrok je tvrdenie, o ktorého
pravdivosti alebo nepravdivosti ma zmysel uvazovat. Vyrok ma spravidla tvar gramatickej
oznamovacej vety. Vyrokmi nie st otdzky, rozkazovacie vety, ale ani oznamovacie vety, pokial’ im
nemozno jednoznacne priradit’ pravdivostna hodnotu. (Napr. ,,Tato veta je nepravdiva“.)

Vyrok je bud pravdivy, bud’ je nepravdivy (princip dvojhodnotovosti), vyrok nemdze byt
stucasne pravdivy inepravdivy (zdkon o vylaceni sporu), ale plati prave jedna z tychto moznosti
(zakon vylucenia treticho).

Pravdivostnd hodnota “pravdivy” sa oznacuje symbolom 1 (alebo T - true), pravdivostna
hodnota ,,nepravdivy” sa oznacuje symbolom 0 (alebo F - false). Pri rozhodovani, ¢i nejaké tvrdenie
ma pravdivostni hodnotu 0 alebo 1, t. j. ¢i tvrdenie je vyrokom z hl'adiska vyrokového poctu nezélezi
na tom, akym spdsobom zistime pravdivostnl hodnotu daného tvrdenia, dokonca nezélezi na tom, ¢i
vobec vieme pravdivostni hodnotu tvrdenia urcit’.
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V matematike vyroky najcastejSie obsahuju tvrdenia, ¢i nejaky objekt alebo mnozina objektov
ma resp. nema ist vlastnost’, alebo vlastnosti.

Vyroky, ktorych pravdivostnii hodnotu nepozname nazyvame hypotézami. (Napriklad:
Existuje nekone¢ne vela prirodzenych &isel p takych, Zze aj ¢islo p+2 je prvocislo). Teda
prvociselnych dvojdiat je nekonecne verla.

Napriklad problém v matematike zndmy ako ,,problém Styroch farieb* bol pokladany dlho za
otvoreny, napokon sa ho v roku 1976 podarilo spesne vyriesit'.

Pojem vyroku patri k zdkladnym matematickym pojmom, presnd definicia vyroku je
zlozitej$im problémom, ktory spada do oblasti skimania matematickej logiky. My v naSich uvahach
vystaime s intuitivnym pojmom vyroku.

Nasledujuce tvrdenia su vyroky:

Bratislava je hlavné mesto Slovenskej repuliky.
Cislo 255 je delite'né piatimi.

Kazdé prirodzené ¢islo je mensSie ako ¢islo 125.
Prvocisel je nekonecne vela.

MnozZina {3,4,11} je konecn4, spocitatel'na.

SNk v

Nasledujuce gramatické vety nie su vyroky:

1. Pozi¢aj miucebnicu zo slovenského jazyka.
2. Prines mipohar dobrej mineralky.

3. Théto veta je zelena.

4. Vsetci Krétania vzdy klamu.

Vyroky oznaujeme malymi pismenami latinskej abecedy: a, b, ¢, d, ... najcastejSie vSak z
konca abecedy p, ¢, 7, s, ... (Symboly a, b, ¢, ... pouzivané na oznacenie vyrokov, nazyvame tieZ
vyrokovymi premennymi. Niekedy vyrokové premenné aj indexujeme 4,,4,,...,a,. Pravdivostni
hodnotu (valuaciu) vyroku a budeme oznacovat’ symbolom v(a). Poznamendvame, ze ak vyrok a je
pravdivy, tak potom v(a) =1, v opa¢nom pripade v(a) = 0.

Z vyrokov pomocou logickych spojok moézeme tvorit nové, zlozitejSie vyroky.
Najjednoduchsi spdsob ako z daného vyroku utvorit’ novy vyrok je popretie skuto¢nosti, ktoru
vyjadruje povodny vyrok. Napriklad, ak mame vyrok: ,.¢islo 5 je vicSie ako Cislo 2%, popretim
skuto¢nosti, ktora tvrdi dostdvame vyrok ,,nie je pravda, ze ¢islo 5 je vécSie ako cislo 2%, alebo
pouzivame aj slovny obrat ,,neplati, ze Cislo 5 je vécsie ako Cislo 2“. Hovorime, ze druhy vyrok
vznikol z prvého vyroku negovanim, teda negéaciou prvého vyroku. Ak prvy vyrok oznacime p, tak
jeho negaciu budeme oznacovat 7 P. (V literature sa pouziva pre negaciu vyroku aj oznacenie
p',p,non p | v programovacich jazykoch NOT p). Poznamenavane, Ze vyrok je pravdivy prave
vtedy, ak jeho negdacia je nepravdiva,je nepravdivy v opacnom pripade.

Ak su p, g 'ubovol'né vyroky, konjunkcia spaja vyroky p, ¢ do nového vyroku “p a ¢” ¢itame
“p suasne ¢”. Konjunkciu vyrokov p, ¢ oznadujeme P U4 (p & g, p.q, p and ¢). Konjunkcia P Ugq
je pravdiva prave vtedy, ak vyroky p, g su pravdivé su¢asne. V opaénom pripade je konjunkcia 7 g
nepravdiva.

Disjunkeiu vyrokov p, g zapisujeme vyrazom? U4q (p or ¢). Disjunkciu vyrokov p, ¢ &itame
,» p alebo ¢*“. Disjunkcia vyrokov p, g je pravdiva prave vtedy, ak asponl jeden z vyrokov p, g je
pravdivy, v opacnom pripade je disjunkcia vyrokov p, ¢ nepravdiva. Okrem disjunkcie vyrokov sa
niekedy pouziva aj alternativa vyrokov (vylucné alebo, XOR, scitanie podl'a modulu 2, negacia
ekvivalencie). Alternativa vyrokov p, ¢ oznacujeme p [ g a &itame ,,bud’ plati vyrok p alebo plati
vyrok g, ale vyroky p a g neplatia sticasne. Vyrok p U ¢q je pravdivy prave vtedy, ak je pravdivy
prave jeden z vyrokov p, g. V opa¢nom pripade je vyrok p U ¢ nepravdivy.




Uvod do diskrétnych §truktur

Matematické tvrdenia maju spravidla tvar implikdcie alebo ekvivalencie. Preto
v matematickych dokazoch zohrédva vel'mi doleziti tlohu implikacia. Implikacia vyrokov p, g sa
oznacuje symbolicky ako P — ¢ a (ita sa ,,ak p, tak ¢“, ,,p implikuje ¢, ,,z p vyplyva ¢*. Vyrok p
v implikacii P — 9 nazyvame predpoklad a vyrok g zaver, alebo tvrdenie, dosledok. Implikacia
vyrokov p, g je nepravdiva, ak predpoklad p je pravdivy a zaver ¢ je nepravdivy, v opaénom pripade
je implikécia pravdiva. Implikdciu 79 — 7P nazyvame obmenou implikacie P — 9, implikaciu
4 — P nazyvame obratenim implikéacie P — ¢ .

Treba upozornit’ na istt  odli§nost v chapani vyrokov P4 a P — g od ich chapania
v beznej hovorovej re¢i. Tak napriklad spojka alebo sa v beznej reci pouziva vo vylu¢ovacom zmysle,
t.j. p alebo ¢ znamena, ze plati prave jeden z vyrokov. Implikacia sa v beznej re¢i chape tak, ze
z pravdivosti predpokladu mozno naozaj odvodit pravdivost tvrdenia, dosledku, zaveru. No
v matematike chdpeme implikaciu trocha inak. [lustrujeme to na elementarnom priklade zo skolského
uciva.

Ak prirodzené Cislo n je delitelné ¢islom 10, tak je delitelné aj Cislom 5. Tento vyrok
v matematike pokladdme za pravdivy, teda ak za n dosadime l'ubovolné prirodzené c¢islo, tak
dostavame vzdy pravdivy vyrok. Specialne pri dosadeni &isla 4 dostaneme vyrok typu 0 — O, pri
dosadeni ¢isla 5 vyrok typu O — 1, pri dosadeni ¢isla 30 vyrok typu 1 — 1, v§imnime si, Ze pri
I'ubovol'nom dosadeni prirodzeného ¢isla nikdy nedostaneme vyrok typu 1 — 0, teda nepravdivy
vyrok.

Ekvivalenciu vyrokov p, g zapisuyjeme vyrazom P < ¢ (niekedy sa pouzivaji aj vyrazy
P =4 alebo p ~ g) a ¢itame ako ,.p je ekvivalentné s ¢*, ,p prave vtedy, ked ¢, ,,p vtedy a len
vtedy, ked’ ¢“. Ekvivalencia P < 4 je pravdiva prave vtedy, ked vyroky p a g maji rovnaki
pravdivostn hodnotu, ekvivalencia neplati v opa¢nom pripade. Vyroky, ktoré maju rovnaku
pravdivostnll hodnotu sa nazyvaju logicky rovnocenné (ekvivalentné). To, Ze vyroky maju rovnaku
pravdivostnl hodnotu znamend, Ze jeden z nich moze byt napriklad v zlozenom vyroku nahradeny
druhym vyrokom bez toho, aby sa zmenila pravdivostna hodnota zloZzeného vyroku. Na druhej strane
vSak logicky ekvivalentné vyroky nemusia mat’ rovnaky zmysel. Napriklad vyrok ,,Bratislava je
hlavné mesto Slovenskej republiky* a vyrok ,,Prirodzené ¢islo 6 je parne Cislo* su pravdivé vyroky
ateda aj ekvivalentné vyroky, ktoré vSak maju rozlicny zmysel. Nahradzovanie vyrokov
ekvivalentnymi vyrokmi vyuzivame pri zjednoduSovani vyrokov, zdovodu prehladnejSicho
a vhodnejsieho zapisu.

Pozndmka. V literatire sa stretdvame pri implikdcii aj s oznadenim U a pre ekvivalenciu
s oznacenim < . My prednostne pouzivame oznacenia — , < .

Napokon uvedieme dve dolezité binarne spojky: Shafferovu a Pierce-Lukasiewi¢sovu.

Shafferova spojka 1 je pre vyroky p, g definovana takto: ( pt q) o T ( p Dq) ,Cize p 1t g je pravdiva prave
vtedy, ked” P Ug je nepravdiva a je nepravdiva v opacnom pripade.

Pierce — Lukasiewicsova spojka | je pre vyroky p, ¢ definovana takto: ( pl q) o " ( p Dq) ,Cize p l q je
pravdiva prave vtedy, ked’ P Lq je nepravdiva a je nepravdiva v opa¢nom pripade.

Obidvom uvedenim spojkam budeme venovat’ zvlastnu pozornost, pre ich délezit vlastnost’, o nie¢o neskor v texte
nizsie.

Ak sa pravdivostna hodnota vyroku p (oznacenie v(p)) identicky rovna 1, t.j. vyrok p je
pravdivy pre vSetky mozné kombinacie pravdivostnych hodnét vyrokov, zktorych je zlozeny,
nazyvame ho tautolégia. Zlozeny vyrok p nazyvame kontradikcia, ak v(p) = 0 bez ohl'adu na
pravdivostné hodnoty vyrokov, z ktorych pozostava. Zlozeny vyrok je splnite'ny, ak v(p) = 1 aspon
pre jednu kombindciu pravdivestnych hodnot vyrokov, z ktorych sa sklada.

Uvedieme niektoré vyznamné logické tautologie, ktoré budeme v d’alSom vyklade pouzivat
a potrebovat’. Nech su p, ¢, » 'ubovol'né vyroky (vyrokové premenné) a nech vyroky 0 (1) oznacuji
I'ubovol'nt kontradikciu (tautologiu), potom su nasledujice vyroky tautologie.
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1. Idempotentnost’ ( pU p) o p
(pOp) - p
(pOq) - (¢0p)
(pOq) - (¢0p)
(p o q) (g p
(pO(qgO7))  ((pDg) Or)
(pOlgO7)) « ((pOg) D7)
4. Distributivne zakony (p D(q Dr)) - ((p Dq) D(p Dr))
(pO(q0Or)) « ((pDq) O(p Or))
5. Absorbéné zakony(p O(¢ O p)) < p
(pO(gOp)) - p
Zakon dvgjitej negacie 7T P < P
Zakon vylucenia treticho ( p U= p) o1
(pO-p) <0
=(pOg) « (- pO-g)
=(p0g) « (~pO-¢)
(=p - =q) - (g - p)
(-p - p)-p

2. Komutativnost’

3. Asociativnost’

Zakon o vyluceni sporu

A S

De Morganove zakony

10. Kontrapozicia negacie
11. Reductio ad absurdum
12. (p ~4q) « (-p0Oq)
13. |

14. |

15. (pOg) « (= p -4

16. (p < g}~ ([p - 4)Olg - p))

V nasledujucej tabulke uvadzame pravdivostné hodnoty zékladnych zloZenych vyrokov,
zavisiacich od pravdvostnych hodndt ich prvotnych zloZiek.

p q ap pUq | pUqg | pOg - p e t !
0 0 1 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1 0 1 0
1 0 0 0 1 1 0 0 1 0
1 1 0 1 1 0 1 1 0 0

Obr. 1. Tabulka pravdivostnych hodnét

Z vyssie uvedenych zakladnych tautologii ihned’ vidno, ze 'ubovol'ni bindrnu spojku mozno
nahradit’ nasledujucimi dvojicami spojok { o, - } ,{ -, D} ,{ -, D}.

Ukézeme, ze | a T asu jediné bindrne spojky, ktoré tato vlastnost’ maju, t.j. l'ubovolna bindrnu spojku
mdzeme vyjadrit’ len pomocou jedinej z uvedenych spojok. Nato, aby sme sa o tom presvedcili, pomocou kazdej spojky
l a1t vyjadrime -, 04
apeplqg peopltq plge (pr)T(qTq)-
plUg - (pl p)l (qlq), pUg - (plq)l (pl q),
plUg o (pT q)T (qu.
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Ukazeme, ze ziadna ind spojka tito vlastnost’ nema. Uvazujeme nasledujucu pravdivostnu
tabul’ku pre logicku spojku A s uvedenou vlastnost'ou.

p q pAq plq p1q
0 0 1 1 1
0 1 1 0 1
1 0 1 0 0 1
1 1 0 0 0

Obr. 2. Pravdivostné hodnoty pre logickt spojku A

Ak v(p) =v(g) = 0, tak p A g musi byt pravdivy vyrok, inak by sa pomocou A nedal vyjadrit’
vyrok ™ P . Taktiez z toho ist¢ho dévodu musi platit’, ze ak v(p) = v(g) = 1, tak p A ¢q je nepravdivy
vyrok. Ak pre zvySné pravdivostné hodnoty p, ¢ doplnime chybajuce pravdivostné hodnoty pre A,
tak, e jednotlivé stipce budt vyzerat takto: A (0,1) =0, A (1,0) = 1, tak bude spojka A totoZnas ™ a
PUG - ~q ak A(0,1)=1,A(1,0)=0, tak 2 g < =PV pripade, 7e A (0,1)=0, A (1,0)=0, je
A totoznéa s | , v pripade,ze A (0,1)=1,A (1,0)=1, je Atotoznad s 1 .

Pomocou logickej spojky ™ modzeme vyjadrit vyrok identicky rovny premennej alebo
identicky rovny negécii premennej.Ale vyrok identicky rovny 0, alebo identicky rovny 1 nedokdzeme
len pomocou negécie napisat’.

1.2. Vyrokové formy
Vyrokovou formou a(x) s premennou x nazyvame takili oznamovaciu vetu (formalny

vyraz, formulu), ktord obsahuje premennt x, sama nie je vyrokom, a stane sa vyrokom vzdy
vtedy, ked’ za premennu x dosadime konkrétny objekt z vopred danej vhodne vybratej mnoziny.

Priklad: 1. ,»X je vicsie ako Cislo 5%
2. ,»X je hlavné mesto SR*
3. ,»X je prvocislom™
4. Sxts <3«

Ku kazdej vyrokovej forme existuje nejakd mnozina prvkov, ktoré méa zmysel do vyrokove;j
formy dosadzovat’. Napriklad v prikladoch 1. a 4. to méze byt mnozina realnych Cisel. V priklade 2.
mnozina miest na Slovensku, v priklade 3. mnozina prirodzenych cisel.
Oznacime a(x) vyrokova formu definovani na mnozine prirodzenych ¢isel takto:
a(x): ,,x je vacsie ako 3 a mensie alebo rovné 7¢.
Dosadenim prirodzenych ¢isel do formulya(x) dostdvame nasledujice vyroky:

() N 3<0<7
) N 3<1<7
o) N 3<2<7
) N 3<3<7
R N 3<4<7

) I 3<5<7

Je zrejmé, ze prvé Styri vyroky su nepravdivé, ak budeme dosadzovat’ d’alej 'ahko uvidime, ze
d’alSie Styri vyroky st pravdivé avsetky ostatné vyroky uz budu nepravdivé.

V matematike sa Casto vyskytuju vyroky, o ktorych hovorime, Ze v danej mnoZine existuje
objekt istych vlastnosti alebo, ze vSetky objekty z iste] mnoziny maju istu vlastnost’. Inak povedang,
ze z vyrokovej formy moZeme dostat’ vyrok nielen dosadenim, ale aj tym, Ze ur¢ime (kvantifikujeme),
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pre kol’ko (aké mnozstvo) prvkov z vhodnej mnoziny dédva dand vyrokova formula pravdivy vyrok.
Pri zapise tychto vyrokov pouzivame kvantifikatory.

Existen¢ny kvantifikator [J ¢itame ,existuje”. Zapis (Lx) a(x) ma vyznam ,.existuje aspofi
jedno také x, pre ktoré plati a(x) , t.j. existuje aspon jeden taky prvok, ktory ked’ dosadime do
vyrokovej formy a(x) za premennu x, dostaneme pravdivy vyrok.

VSeobecny kvantifikator []c¢itame ,,pre vSetky®, alebo ,,pre kazdé“. Zapis (Dx) a(x) ma
vyznam: ,,pre kazdé x plati a(x)“.

Vyroky obsahujliice kvantifikdtory nazyvame kvantifikované vyroky. Poznamenavame, Ze
existencny kvantifikator niekedy nazyvaji aj maly kvantifikator a vSeobecny kvantifikator velky
alebo univerzalny kvartifikator.

Priklad 1. Nech N oznacuje mnozinu vSetkych prirodzenych ¢isel. Nech na mnozine N je
definovana vyrokova forma a(x): ,, x+1 je vicsie ako 5. Kvantifikovany vyrok: ,.existuje aspon jedno
prirodzené cCislo x, pre ktoré plati, ze je vidcSie ako 5% formalne zapisujeme takto:
(O ((xON) O(x+1) >35).

Priklad 2. Nech R oznacuje mnozinu vsetkych racionalnych ¢isel. Nech na mnozine R je
definované vyrokova forma b(x): ,, x+1 v absolttnej hodnote je vicsie ako Cislo 5. Kvantifikovany

vyrok: ,pre kazdé redlne Cislo x plati, ze [x+1/>5% formalne zapiSeme takto:
()((xOR) = [x+1]>5).

Poznamenéavame, ze kvantifikovany vyrok z prikladu 1. je pravdivy, sta¢i nam polozit’ napr. x
= 6, kvantifikovany vyrok zprikladu 2. je nepravdivy, staci ndm polozit’ napriklad x = 3,5 .
Kvantifikované vyroky mozeme spéajat’ pomocou logickych spojok a tak vytvorit’ zloZené
kvantifikované vyroky. Zvlastnu pozornost’ si zasluhuje negovanie kvantifikovanych vyrokov.
Nech a(x) oznacuje 'ubovol'ntl vyrokovil formu.
Jednoduché kvantifikované vyroky (t.j. obsahujice jeden kvantifikator) negujeme podla
nasledujucich pravidiel:
- ()alx) - (Ox)(- alx) (1)
= (Bx)alx) « (0)(- afx)) )

Priklad 3. Nech a(x) je vyrokova forma definovand na mnozine prirodzenych cisel, ktora
hovori, ze ,,x je neparne Cislo“. Vieme, ze parne Cislo je také prirodzené Cislo, ktoré sa da vyjadrit
v tvare 2k, kde k je 'ubovol'né prirodzené ¢islo. Uvazujme kvantifikovany vyrok ,,existuje prirodzené
Cislo x, ktoré je =zaroven aj parne cislo. Formalne moézeme tento vyrok =zapisat' takto:
(Dx)((xDN ) D(x jepérneéiSIO)). Urobme negaciu tohto kvantifikovaného vyroku. Podla vyssie
uvedeného pravida dostavame:

- (Dx) ((x DN) D(xjepémeéislo)) o (Dx) - ((x DN) D(xjepérneéislo))
Uplatnime teraz de Morganov zékon:
(Dx) - ((x O] N) D(xjepérneéislo)) - (Dx)( - (x O N) U= (xjepérneéislo))
o (Ox)( (x ON) O=(x jeparnegislo)) « (Ox)((xON) - (x jeneparne&islo)) .
V poslednej uprave smepouzili tautologiu ( p - q) - (- )% Dq).

Poznamenavame, ze pdvodny kvantifikovany vyrok je pravdivy, teda jeho negéciou sme

dostali nepravdivy vyrok.

Priklad 4. Uvazujme teraz kvantifikovany vyrok: (Dx)((x UnN ) - (x jeparne éislo)) . Vyrok
nam hovori, ze kazdé prirodzené Cislo je parne, je to zrejme vyrok nepravdivy. Negujme tento vyrok,
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pouZzitim najprv tautologie ( p - q) o (-' p Dq) , zdkonu dvojitej negacie a de Morganovho zékona,
dostavame

—l(Dx)((xDN) - (xjepérneéislo)) - (Dx)—'((xDN) - (xjepérneéislo)) o

(Elx)—' (—| (x DN) D(xjepémeéislo)) - (Dc) (—|—| (x DN) L= (xjepémeéislo)) -

(Dx) ((x DN) U= (xjepérneéislo)) - (Elx) ( (xDN) D(xjenepérneéislo)) ,
kvantifikovany vyrok, ktory hovori, Ze existuje také prirodzené &islo x, ktoré nie je parne, teda je
neparne ¢islo. Cahko vidno, Ze je vyrok pravdivy.

Ako sme uz uviedli, kvantifikované vyroky moézeme spajat’ pomocou logickych spojok. Nech
a(x) je Tubovolna vyrokova forma definovana na mnozine A a kvantifikované vyroky (DX) a(x),
( Dx) a(x) . Pomocou implikacie mézeme vytvorit’ nasledujice zlozené kvantifikované vyroky:
(C)a(x) — (Cxa(x)
(B)alx) — (Cx)alx)
Vsimnime si, ze, ze kvantifikovany vyrok (Dx)a(x) - (Dx)a(x) je pravdivy pre l'ubovolnu
vyrokovi formu a(x) apre l'ubovolni mnozinu prvkov A, na ktorej je vyrokovd forma a(x)

definovana, teda kvantifikovany vyrok je tautoldgia. Nech A je I'ubovolna mnozina, na ktorej je
vyrokova forma a(x) definovana, ak a(x) je pravdiva pre l'ubovolné xU A, teda je pravdivy

predpoklad (Dx)a(x) , tak potom je pravdivy aj zaver (DC)a(x) , dosledok danej implikacie.
V pripade vyroku (Dx)a(x) - (Dx)a(x) , moze nastat’ taka situacia, ze pre niektoré x L1 4 je
a(x) nepravdivy vyrok. Vtomto pripade je implikacia (Dc)a(x) - (Dx)a(x) nepravdiva, teda
kvantifikovany vyrok (Dx)a(x) - (Dx)a(x) nie je tautologia.
Priklad 5. Nech a(x), b(x) su 'ubovolné vyrokové formy definované na mnozine A. Ukazte,
ze nasledujuce kvantifikované vyroky su taublogie:
I (COx){alx) — b{x)) ~ ((Cx) al)
2 () {alx) — blx)) ~ ((Cx) alx)

() )
- (O] bl x])

Riesenie.

1. Predpokladajme, ze kvantifikovany vyrok (Dx)(a(x) - b(x)) - ((Dx) a(x) - (Dx) b(x))
nie je tautologia. To znamena, Ze existuju také a(x), b(x) definované na mnozine A, Ze kvantifikovany
vyrok (Dx)a(x) - (Dx)b(x) je nepravdivy, tj. vyrok (DX) a(x) je pravdivy a (DX) b(x) je
nepravdivy vyrok, to znamena, zZe existuje aspon jedno také x [J 4, oznaéme ho Xg, ze vyrok b(xo)
je nepravdivy. Polozme si otazku, ¢i vtomto pripade moze byt kvantifikovany vyrok
(Dx)(a(x) - b(x)) pravdivy, t. j. ¢i implikacia a(x) - b(x) je pravdiva pre kazdé x[1 4. Vezmime
xo A4, vtomto pripade je a(xo) pravdivy vyrok, b(xo) nepravdivy vyrok, teda implikacia
alxg) - blxg) je nepravdivd. To znamend, Ze v kvantifikovanom vyroku (Ox)(a(x) - B(x)) -
((Dx) a(x) - (Dx) b(x)) nemoze nastat’ pripad, ze zdver — v nasom pripade kvantifikovany vyrok
(Dx)a(x) - (Dx) b(x) je nepravdivy a predpoklad — kvantifikovany vyrok (Dx)(a(x) - b(x)) je
pravdivy vyrok. Cize implikacia (Dx)(a(x) - b(X)) - ((DX) a(x) - (DX) b(X)) je vzdy pravdivy
kvantifikovany vyrok, teda tautologia.

2. To, ze kvantifikovany vyrok (Dc)(a(x) - b(x)) - ((Dx)a(x) - (Dx) b(x)) je tautologia
dokazeme priamo. Ak uvedeny kvantifikovany vyrok je tautologia, tak potom jeho negicia je
kontradikcia. Najprv pomocou zndmych tautoldgii budeme upravovat’ uvazovany kvantifikovany
vyrok. Postupnymi ekvivalentnymi ipravamidostavame:

[(0c)(alx) ~ blx)) - ((Cx) alx)  (Be)olx])]
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[(06) (= alx) 0p(x)) ~ (= (Ox) al.x) O(0x) b))

[~ (0x) (= alx) Db{x)) O(B) ~afx) O() )]

[ (C0x) = (= alx) 0b{x)) O((B) ~alx) D) ()] -

[{C0x) (== alx) O=b(x)) O((0c) -l x) O] o ))] -
[ (0] ( alx) 0-b{x)) O(B) ~alx) O() )]

Negaciou posledného vyroku posupnymi ekvivalentnymi upravamidostavame:

= () ( alx) D=6(x)) O((Bx) = alx) B0 o{x])] -
= (Bx) (alx) O-b{x]) O {(Cr) ~al x) O(0x) b)) <

(0) (= alx) Do(x)) O((Cx) alx) O(Cx) - b))
Je zrejmé, ze posledny vyrok je vzdy nepravdivy prelubovolné x[J 4.

Priklad 6. Nech a(x), b(x) st 'ubovolné vyrokové formydefinované na mnozine A.
Ukéazeme, ze kvantifikovany vyrok

() {alx) — blx]) ~ ((Ov)alx) ~ (0 olx))

nie je tautologia.

Riesenie. Staci nam uviest’ vyrokové vyrokové formy a(x), b(x) a mnozinu A, na ktorej su
a(x), b(x) definované tak, ze uvedeny kvantifikovany vyrok nebude pravdivy. Zvolime napriklad
mnozinu A4 = {u,v} . Teda mnozina 4 pozostava z dvoch prvkov u a v. Nech d’alej a(u) je pravdivy
vyrok, a(v) nepravdivy vyrok, b(u), b(v) nepravdivé vyroky. V tomto pripade kvantifikovany vyrok
(Dc) (a(x) - b(x)) je pravdivy vyrok, zabezpecuje ndm ho pravdivd implikacia a(v) - b(v) .

Kvantifikovany vyrok (Dx) a(x) - (Dx) b(x) je nepravdivy vyrok, pretoze (Dc) a(x) je pravdivy vyrok
a (Dx) b(x) je vdanom pripade nepravdivy vyrok. Zhrnutim dostdvame, Zze implikacia
(Dx)(a(x) - b(x)) - ((Dx) a(x) . (Elx) b(x)) je v uvazovanom pripade nepravdiva.

Doteraz sme uvazovali vyrokové formy jednej premennej. Poznamendvame, ze
v matematike sa stretdvame s vyrokovymi formamidvoch, troch, vo v§eobecnosti #- premennych.

Poznamka: Upozornujeme Citatel’a, ze pri kvantifikovanych vyrokoch si treba uvedomit’
nasledujicu vec. Ak mame l'ubovol'ntl vyrokova formu a(x), tak bezne v odbornej reci sa stretdvame
s nasledujucou formulaciou: ,,Pre ziadne x neplati a(x).” Formalne tento kvantifikovany vyrok
mozeme skratene zapisatt ([x)—a(x), teda vskutoCnosti nepouzijeme dve negacie
v kvantifikovanom vyroku.

Poznamenéavame, ze horeuvedeny kvantifikovany vyrok mozno ekvivalentne v slovenskom
jazyku vyjadrit aj nasledovne : ,Pre kazdé x, neplati ¢ alebo ,Pre Ziadne x plati a(x).”
Najpouzivanejsie je vSak vyjadrenie ,,Pre ziadne x neplati a(x)”, ktoré podl'a mienky autora vyplyva
zo zvyklosti vyjadrovania sa v slovenskom jazyku, v inych jazykoch naprklad v angli¢tine je to inak.

Na zaver tejto pozndmky uvedieme nasledujuci konkrétny priklad. Nech a(x) oznacuje, ze
prirodzené &islo x je prvocislo. Uvazujme kvantifikovany vyrok: ,Ziadne x nie je prvoéislo®.
Formélne vyrok zapiSeme takto: (Dx)((xDN ) - —la(x)) , alebo skratene (DX)-'a(X) , ak v danom
pripade pouzijeme dve negacie, tak dostdvame:
~(0){(x O N) O-alx)) o (Ox)(=(xON) O-=alx)) « (Ox)((xDN) - alx)

a teda skratene ([lx)a(x) a to sme nechceli povedat.
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1.1. - 1.2. CVICENIA

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7

8)

Udajte priklady dvoch vyrokov a utvorte z nich konjunkciu, disjunkciu, implikaciu,
ekvivalenciu.
Prepiste z prirodzeného jazyka do jazyka vyrokovej logiky nasledujuce vyroky a negujte
ich.

a) Mama nepdjde na vylet bez otca.

b) Ak nepojde na vylet Katka, tak nepdjde ani Jano.

¢) Jano pojde prave vtedy, ked pdjde Zuzka.

d) Anka na vylet pojde a Eva na vylet nepdjde.
Negujte nasledujuce vyroky:

a) Na vylet pojdem iba vtedy, ked’ nebude prsat.
b) VSetky okna v miestnosti su zatvorené.
c¢) Noérsko ma aspon 15 tisic obyvatelov.
d) V zévode pracuje najviac 9 inzinierov.
Napiste obratenie, obmenu a negaciu vyrokov.
a) Ak je ¢islo deliteI'né desiatimi, tak je delitelné aj piatimi.
b) Ak je Stvoruholnik ABCD Stvorec, tak vSetky jeho Styn strany maji rovnaka
velkost’
Preverte, pomocou tabulkovej metddy, ktoré formuly st tautoldgie, kontradikcie a
splnitelné.
a) =(pUq) « (~p O-gq)
b) p — (g - p)
c)(p—»cl)*("f]—*p)
d) pU-q
¢) p g O-p)
Negujte dané vyroky. Vyjadrite slovne ich obsah, urcite ich pravdivostnti hodnotu.
a) () ((xON) O(x > 5))
b) (Dx) ((x [ N) - (xm0d2 =00xmod2 = 1))
¢) (k) ((x OR) D(x2 +2x+12 0))

Zistite, ¢i pre lubovolné vyrokové formy a(x), b(x), definované na mnozine A su
nasledujuce kvantifikované vyroky tautologie.

) ({0} alx)  (Ov)b(x)) - (Ox){alx) - blx))
b) () alx) - (O] b)) ~ (G {alx) ~ b))

o) (Ox){alx) — blx]) ~ (B alx) ~ (0ol

Dokazte pomocoupravdivostnych tabuliek, Ze uvedené vyroky su tautologie.

a) (pO(gOr)) « ((pOg)Or)

b) (p D¢ Or)) - ((pOq) O7)

¢) (pOlqgOr)) » ((pOq)O(pOr))

d) (pDO(g0r)) « ((pDOg)O(p Or))
dpawaﬂ%JMHQWﬂpaw
Ni(p-q -p-7r-(p-I(g0r))
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9 (p-4q-llg-r-I(p0g) -7
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1.3. Matematické dokazy

V predchéddzajucej Casti sme uviedli, ze matematika ako exaktnd veda je vybudovana
deduktivne.

Zaklady kazdej matematickej teorie tvoria zakladné pojmy, ktoré st intuitivne jasné a nazorné
(napr. prirodzené Ccislo, realne cislo, zlomok, bod, priamka, rovina, ...). Tieto zakladné pojmy
nedefinujeme, ale pomocou nich definujeme ostatné pojmy, ktoré sa v tedrii vyskytuji.

Niekol’ko elementarnych tvrdeni o vlastnostiach zékladnych pojmov prijmeme za axiomy.
Znamena to, ze ich povazujeme za natol’ko zrozumitel'né, ze sme ochotni prijat’ ich pravdivost
z nazoru, bez d’alSej argumentacie.

Budovat, rozvijat, zdokonalovat’ teériu, znamena odhalovat’ stale nové pravdivé tvrdenia
o vlastnostiach zédkladnych pojmov a d’al§ich definovanych pojmov, pri€om najcastejSie postupujeme
tak, ze sformulujeme hypotézu, t. j. vyrok , ktorého pravdivostni hodnotu zatial’ nepozname, potom
sa snazime hypotézu dokazat’, alebo vyvratt'.

Dékazom I'ubovol'ného tvrdenia a rozumieme postupnost’ logickych uvah, ktoré ukazujua, ze
platnost’ tvrdenia a logicky vyplyva zplatnosti prijatych axiom a z tvrdeni, ktoré uz boli skor
dokazané. Deduktivnost’ vystavby matematickych tedrii je v tom, ze kazdé tvrdenie, ktoré chceme do
teorie zaclenit’, musi byt najskor dokazané (jedinou vynimkou st axiomy).

Teda zjednodusene, pod matematickym dokazom tvrdenia a si budeme predstavovat’ kone¢nti
postupnost’ tvrdeni 4;,4a;,...,a, = a  kde a; su nejaké vyroky, alebo vyrokové formy a pre vSetky i, i
=1, 2, ..., n-1 st implikacie a@; — a;4; tautoldgie. Pricom a; je pravdivy vyrok a nazyvame ho
predpoklad.

Pri takomto ponati matematického dokazu si treba uvedomit, Ze sme zohladnili finitné
hl'adisko a odvolavame sa na sémantiku, uvazované implikacie s tautologie.

Jednym z naSich ciel'ov je upresnit’ tuto predstavu a naucit’ Citatel'a niektorym Standardnym
postupom, ktoré sa pri dokazoch matematickych tvrdeni pouZzivaju.

Ak stojime pred problémom, ako dokézat’ dané tvrdenie a (vyrok a) odporac¢ame postupovat’
nasledujucim sposobom.

Najprv uvedieme zékladné typy matematickych dokazov, ktoré postupne popiseme a blizsie
Specifikujeme.

1) Priamy dokaz tvrdenia a (pokusit’ sa dokazat’ tvrdenie a priamo).

2) Utvorit negaciu tvrdenia a, tu sa pokusit’ doviest’ do sporu.

3) Utvorit’ obmenu tvrdenia a (vyrok ekvivalentny s a), tento vyrok dokazat’ priamo, alebo
sporom.

4) Dokaz tvrdenia a vykonat’ matematickou indukciou.

Ak dokazujeme tvrdenie a sporom, alebo ak dokazujeme jeho obmenu, takyto dokaz
nazyvame nepriamy.

Vo vsetkych typoch deduktivnych ddkazov potrebuyjeme mat k dispozicii odvodzovacie
pravidla, ktoré nam umoznia prejst’ od pravdivych tvrdeni k novym pravdivym tvrdeniam. Hovorime,
ze uvedené pravidla su korektné.

Najdolezitejsim odvodzovacim pravidlom, ktoré budeme pouzivat’ je tzv. pravidlo odlicenia,

. _ a,a - b o
modus ponens, ktoré symbolicky zapisujeme v tvare 0 a Citame

..z predpokladov a,a — b odvod’ b*.
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Zmysel tohto pravidla je teda nasledujtci, ak platia vyroky napisané nad ¢iarou (predpoklady),
tak potom musi platit’ aj zaver, t. j. vyrok b. IThned’ sa o tom presvedcime, ak si vezmeme na pomoc
pravdivostnt tabulku implikacie.

. v , . ., -b > a,nb
Pravidlo modus ponens mozno zapisat aj v nasledujicom tvare ————, ak na
—a
implikaciu v predpoklade pouZijeme zidkon kontrapozicie negéicie dostdvame pravidlo nazyvané
a — b 9_'b ’ . . .
modus tolens ————, nazyvame ho pravidlo zamietnutia.
—a

Vel'mi uzito¢né pravidlo, pre skracovanie implikécie je pravidlo jednoduchého sylogizmu,

- bb >
ktoré hovori, zpredpokladov @ - b, b - ¢ odvod’ @ — ¢, symbolicky zapisané ;_
a - C

Nakoniec uvedieme pravidlo reductio ad absurdum, ktoré hovori, Ze ak z negacie
a - a

tvrdenia a odvodime tvrdenie a, tak potom plati tvrdenie a. Formalne
a

V matematike, ako aj v beznom zivote Casto treba riesit’ otdzku, ¢i dané tvrdenie vyplyva, je
dosledok nejakych inych tvrder. To nas privadzak pojmu ,,logicky dosledok®.

Skor, neZ si tento pojem presne definujeme, objasnime pojem interpretacia (oznacujeme 1),
ak povieme interpretacia, tak mame na mysli nejaki konkrétnu kombinaciu pravdivostnych hodnot
vyrokov, ktoré vytvaraji zlozeny vyrok. (V pripade pravdivostnej tabulky je to jeden konkrétny
riadok).

Definicia 1.3.1 Nech st dané vyroky a;.a;,...,a, avyrok a. Hovorime, Ze vyrok a je

logickym désledkom vyrokov ai,a,,....,a, (alebo ze alogicky vyplyva z aj,a;,...,a, ), ak pre
kazda interpretaciu, v ktorej kazdy vyrok ap.d,.....,a, je pravdivy, vyrok a je taktiez pravdivy.
Vyroky aq,as,...,a, nazyvame postulatmi, alebo predpokladmi tvrdenia a.

Veta 1.3.1 Nech su dané vyroky ai,4a;,...,a,, a, potom vyrok aje logickym désledkom
aq,as,...,a, prave vtedy, ked’((al Ua, O... Dan) - a) je tautologia.

Dokaz: Predpokladajme, ze aje logickym dosledkom ai,a;,...,a, . Nech Ije T'ubovolna
interpretacia a nech vyroky @;,4d,,....,a, st vnej pravdivé, tak potom podla definicie logického
dosledku je vyrok (@, Oa, O...0a,) - a) pravdivy v interpretacii I, ak nie vSetky vyroky
a),dy,....d, nie su pravdivé vI, tj. aspon jeden znich nie je pravdivy vI, potom vyrok
((al Ua, O... Dan) - a) je pravdivy vIateda vyrok ((611 Ua, ... Dan) - a) je pravdivy pri
kazdej interpretacii I vyrokov ay,a,,...,a, , t.j. zlozeny V}'/rok((al Ua, U... Dan) - a) je tautoldgia.

Z druhej strany predpokladajme, Ze ((al Ua, O... Dan) - a) je tautologia, teda, ak
a,a,...,a, su pravdivé vyroky, pravdivy vyrok je aj a; Ua, U...Ua,, potom aj aje pravdivy
vyrok, teda a je logicky dosledok vyrokov a;,as,...,a, .

Veta 1.3.2 Nech su dané vyroky a;,4d,,....4,, a, potom vyrok a je logickym doésledkom
a,a,,...,a, prave vtedy, ak (@) Oa, O...0a,) O-a je kontradikcia, nesplnitelny, t. j. nie je
pravdivy v Ziadnej interpretacii.

Dokaz: Podl'a predchadzajicej vety vyrok aje logickym désledkom vyrokov ay,as,...,a,
prave vtedy, ak (¢ Oa, O..0a,) - a) je tautoldgia. Z toho vyplyva, Ze aje logicky dosledok
a,a,,...,a, prave vtedy, ked’negicia vyroku ((a1 Ua, O... Dan) - a) je nesplnitelna. Pocitajme
—l((al Ua, D...Dan) - a) - —l(—l(al Ua, D...Dan) Da) - (—lﬂ(al Ua, D...Dan) D—la) o
((al Ua, D...Dan) D—la) - 0.

18



Uvod do diskrétnych §truktur

Poznamenavame, ze u vsetkych odvodzovacich pravidiel vyrok napisany pod ciarou je
logickym dosledkom vyrokov zapisanych nad ¢iarou.

Priklad: Nech vyrok a: (p - (q - r)) , b: (p - q) , C: (p - r) . Vyrok c je logicky dosledok
vyrokov a, b.

Poznamka 1. 7 predchadzajucich viet vyplyva, ak potrebujeme dokazat’, Ze nejaky vyrok je
logicky dosledok kone¢nej mnoZiny vyrokov, je ekvivalentné dokazu toho, Ze niektory s nim spojeny
zloZeny vyrok jetautologia, alebo kontradikcia.

Pozndmka 2. Ak aje logicky dosledok a;,4a;,...,a, , potom vyrok (@ Oay O..0a,) - a)
nazyvame teorémou  av matematickej logike  Casto  oznaCujeme  symbolicky |-
((al Ua, D...Dan) - a),

Teraz podrobnejSie popiSeme jednotlivé metody dokazov vmatematike.

1.4. Zakladné metody dokazov v matematike

I. Priamy dokaz tvrdenia a

Pozostava z kone¢ného retazca implikacii a1 —» @, — ... - a, — a, ktoré¢ho prvy ¢len je
axioma, alebo uz dokazané tvrdenie, alebo pravdivé tvrdenie, vyrok a kazdé d’alSie tvrdenie je
logickym dosledkom predchddzajicich, priCom poslednym c¢lenom retazca (postupnosti) je
dokazované tvrdeniaa.

Vsimnime si, Ze ak vuvedenej postupnosti implikdcii pouZijeme dostato¢ny pocet krat
pravidlo jednoduchého sylogizmu dostavame platnost’ implikacie @; — a. O tvrdeni, vyroku aq
predpokladame, ze je pravdivé, tak potom pouzitim pravidla modus ponens dostavame platnost’
tvrdenia a.

Priklad 1. Ak prirodzené Cislo n je delitelné suicasne Cislami 2 a 3, tak potom je delitelné aj
¢islom 6. Dokazte.

Dokaz vykondme priamo. Ak ¢islo n je delitelné Cislom 2, tak ho mdézeme vyjadrit’ v tvare
n =2Lk, k je prirodzené ¢islo. Sucasne je Cislo n delitené aj ¢islom 3, tak potom n =301, kde / je
prirodzené Cislo, pretoze Cislo 2 nie je delitel'né ¢islom 3, tak potom cislo 3 musi delit’ ¢islo £, teda
Cislo £k mozeme vyjadrit’ v tvare k =3[#. Zhrnutim dostavame, Ze ¢islo n mdzeme napisat’ v tvare
n =203 =60F. Z toho vyplyva, Ze ¢islo 6 deli Cido n.

I1. Nepriamy dokaz tvrdenia a sporom

Zalozeny je na zakone vylucenia treticho, podl'a ktorého z dvojice vyrokov 4,74 musi byt
prave jeden pravdivy. Ked’ teda dokazeme, ze vyrok 7@ nie je pravdivy, vyplyva z toho pravdivost’
tvrdenia a. Pri dokaze sporom postupujeme takto: Predpokladajme platnost’ tvrdenia —a,
odvodzujeme z neho logické dosledky tak dlho, az sa ndm podari odvodit’ tvrdenie b, o ktorom vieme,
ze je nepravdivé (pretoze jeho negacia — b bola uz skor dokézana ). V tom pripade hovorime, Ze sme
dospeli ku sporu. Keby sme v tejto situacii pokladali 7@ za pravdivé tvrdenie, boli by v nasej teorii
dokazateI'né tvrdenia b aj - b, ateda aj tvrdenie b [1-b, ktoré je nepravdivé. Teodria by bola preto
sporna (vsetky tvrdenia by v nej boli dokazateI'né a teda aj pravdivé), l'ahko to mozno nahliadnut
takto, nech a je T'ubovolné tvrdenie, vyrok, zlozeny vyrok (—-b - (b - c)) je tautologia, pouZitim
pravidla modus ponens, dvakrat, dostavame platnost’ tvrdenia ¢, ktoré sme vzali 'ubovolné. Teda
zhrmutim dostdvame, ze predpoklad o pravdivosti tvrdenia —a neplati, z ¢oho vyplyva, Ze aje
pravdivé tvrdenie.

Priklad 2. Ak n je parne prvocislo, tak potom nie je delitelné tromi.
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Dokaz vykoname sporom. Predpokladajme, ze parne prvocislo 7 je delitel'né 3. Dostavame, zZe
parne prvocislo n mé aspon troch delitelov ato Cisla 1, 2 a 3. To je spor s tym, Ze n je prvocislo,
pri¢om kazdé prvocislo ma prave dvoch réznych deltel’ov, ¢islo 1 a seba samého.

V matematike maju tvrdenia spravidla tvar implikacie. Poznamenavame ze obe uvedené
metddy dokazov mozno pouzit’ aj v pripade, ked’ dokazované tvrdenie ma tvar implikacie a — b .

I11. Priamy dokaz implikacie a - b

Predpokladajme, ze tvrdenie a plati (v pripade, Ze a je nepravdivé je implikacia a — b
pravdiva, niet ¢o dokazovat), najdeme postupnost’ implikédcii zacinajicu tvrdenim a, konciacu
tvrdenim b, v ktorej kazdy €len je logickym ddsledkom predchadzajtcich tvrdeni a axidom, resp. skor
dokdzanych tvrdeni. Niekolkondsobnym pouzitim pravidla jednoduchého sylogizmu dostavame
platnost’ implikéacie a — b .

IV. Nepriamy dokaz implikacie ¢ - b sporom.

Podobne ako v opisanej schéme dokazu sporom predpokladdme platnost’ negéacie dokazovanej
implikacie, t. j. predpokladame platnost’ tvrdenia —|(a - b) , ktoré je ekvivalentné tvrdeniu a L-b.
Z tohto tvrdenia postupne odvodzujeme logické dosledky tak dlho, pokym dospejeme k sporu. Mézu
tu nastat’ tri pripady:
- d6jdeme do sporu s tvrdenim a,
- dojdeme do sporu s tvrdenim - b
- napokon mdzeme dokazat’ dve navzajom odporujuce si tvrdenia ¢, 7 €.
Vsetky tri pripady vedl na platnost’ tvrdenia @ — b, ¢o teraz postupne dokazeme.

V prvom pripade sme dokazali pravdivost’ implikacie

_l(a — b) - a.,
Ak pouzijeme na uvedent implikaciu zakon kontrapozicie, tak dostavame
a — (a — b) ,

Zo znédmych dovodov predpokladame, Ze vyrok a je pravdivy, aplikdciou pravidla modus ponens
dostavame pravdivost’ implikacie a — b .

V druhom pripade sme odvodili implikaciu

—|(Cl - b) - b

Pouzijeme tautoldgiu b — (a - b) , aplikaciou pravidla jednoduchého sylogizmu dostdvame platnost’
implikacie a - b.

V tretom pripade sme odvodili implikaciu

-|(a - b) - (c Dﬂc)
Ak pouzijeme kontrapoziciu negacie, tak dostdvame implikaciu
=(cOn¢) - (a - b).

Vyrok —l(c U= c) je podla de Morganovho zikona ekvivalentny svyrokom —cUc, ktory je
tautologia. Pomocou pravidla modus ponens opit’ dostdvame pravdivost’ vyroku a — b, ¢o bolo
treba dokazat’.

V pripade, ze dokazovanym tvrdenim je implik4dcia, mézeme pouzit aj nepriamy dokaz
pomocou obmeny, ak je to vyhodnejSie (autor tento typ dokazu zaradil aj z toho dovodu, Ze sa
vyskytuje v stredoskolskom ucive).

V. Nepriamy dokaz implikacie ¢ — b pomocou obmeny.

Zaklada sa na skuto¢nosti, ze implikacia @ — b ajej obmena b — —a su ekvivalentné, t.j.
maji vzdy rovnakl pravdivostni hodnotu. To znamena, ze namiesto implikacie a — b, mozeme
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dokazovat’ jej obmenu =b - —a, ak je to vyhodnejsie. Nepriamym dokazom implikacie a — b je
teda ret'azec (postupnost’) implikaci =6 - a; - a; — ... » a, - "a,
Do predpokladu sme dali =5 a odvodili sme @ . Dokazali sme teda implikdciu =6 — —a, ktora je
obmenou implikacie a — b, tedaz a — b, a vyplyva b. Prakticky to znamena, ze nepriamy dokaz
implikacie obmenou ukonc¢ime odkazom na spor, pretoze z negovaného tvrdenia =5 sme odvodili
platnost’ nepravdivého tvrdenia 7@ . (Pritom sa neodvolavame na kontrapoziciu negacie). Nas spor
spoiva v tom, ze o tvrdeni a vimplikacii a — b predpokladame, ze je pravdivé (zo znamych
dovodov), zaroven sme viak dokazali, Ze aj @ U= a je pravdivé tvrdenie, ¢o ale nie je pravda.
Poznamenavame, Ze U¢innost’ nepriamych dokazov zavisi podstatne na tom, ¢i okrem danych
predpokladov sa naviac ako predpoklad prijme nepravdivost’ toho, ¢o chceme dokazat’ a vychddzame
z vicsieho poctu predpokladov. Vd’aka tomu sa mnohé tvrdenia dokazuji I'ahsie nepriamo, ako keby
sme ich chceli dokazat priamo, neplati to vSak vSeobecne.

Priklad 3. Ak prirodzené Cislo n je delite'né 2 a 3 sti¢asne, tak potom je delitel'né aj 6.

Riesenie: Utvorime obmenu tohto vyroku, dostdvame vyrok: ak prirodzené Cislo n nie je
delite'né 6, tak potom nie je delitelné 2 alebo nie je delitelné 3. To znamena, Ze ak ¢islo n sa neda
vyjadrit’ v tvare 6.x, tak potom sa nedé vyjadrit’ v tvare 2.y, alebo sa nedé vyjadrit’ v tvare 3.z.

V d’alSom uvedieme niekol’ko prikladov na rézne typy matematickych dokazov.
Priklad 4. Dokazte, Ze pre kazdé dve redlne ¢isla @ >1, b >1 plati:
log,b+log,a=2
Najskor urobime rozbor tulohy. Pretoze a >1,b6>1, si oba logaritmy kladné &isla. Ak
ozna¢ime log, b = x | to znamena, ze 4~ =}, ak oznac¢ime log, a =y teda p” = 4, tak dostdvame,

ze (by)x =p, ateda p™¥ =p, Cize x.y =1. Z vysSie uvedeného vyplyva, ze

Ak zostaneme pri oznaCeni log, b = x , potom nam staci dokazat, ze

x+122
X

pre kazdé x. Postupnymi Gipravami dostaneme
x?+122x
x?=2x+120
(x-1)% =0
¢o plati pre kazdé redlne x. Tym sme s rozborom hotovi a v opa¢nom smere moézeme vykonat priamy
dokaz. (Rozbor sdm o sebe nie je dokaz.)

Plati  (log, b- 1)2 >0 apostupne dostavame (log, b)z —-2log,b+120 ateda

1
(loga b)2 +122log, b . Z toho vyplyva, ze log, b+ o 22 &o bolo treba dokazat'.

a

Priklad 5. Dokézte, ze prvocisel je nekonecnevela.

Riesenie: Dokaz vykondme sporom. Predpokladajme, Ze prvocisel je konecne vela. Oznacme
ich p1,P2s Py, kde nON . Oznaéme m = p; [p, [.0p, +1. Cislo mO N , teda mozu nastat’ pre
prirodzené ¢islo tieto pripady:

Cislom=0

Cislom=1

¢islo m je prvocislo
¢islo m je zlozené Cislo

el S
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Nemdze nastat’ pripad 1. ani 2., je to v spore s vol'bou &isla m, &islo m je vzdy vigsie ako 1. Cislo m
nie je ani zloZené Cislo, pretoZe nie je delite'né Ziadnym z prvocisel py,p2,---» P, . (Po deleni ¢isla m
I'ubovol'nym prvocislom dostaneme vzdy zvysSok 1).

Teda predpoklad o konec¢nom pocte prvocisel je nepravdivy. Plati, ze prvocisel je nekone¢ne
vela, ¢o bolo treba dokazat’.

Priklad 6. Dokézte, e +/5 je iracionalne &ido.

Dékaz: Tvrdenie dokazeme sporom. Predpokladajme, ze +/5 je racionalne ¢&islo, teda existuji
také prirodzené Cisla p, g, ze § =5 . Stcasne predpokladame, ze zlomok je v zdkladnom tvare,

teda p, ¢ st nestdelitelné. Upravou dostaneme, ze p = q\/g a teda p2 = qu .

Z toho vidime, ze p2 je delitelné piatimi a pretoze 5 je prvocislo musi platit, ze aj p je
deliteI'né piatimi. (Ak by p nebolo delitelné piatimi, nebolo by ani p2 deliteI'né piatimi.) Teda
p =5k, kON . Ak dosadime do predolej rovnosti, dostaneme 25k2 =5¢% ateda 5k% = ¢° , &islo
q2 je delitelné piatimi, teda aj g je deliteI'né piatimi. To je ale spor s predpokladom, Ze p, g st
nesudelitené. /5 sa teda neda zapisat’ v tvare p/q, teda nie je racionélne &islo, ale iracionalne, ¢o
bolo treba dokazat'.

Priklad 7. Dokazte, Ze funkcia f:y = —2x? je naintervale (— 00,0) rastuca.

Riesenie: Mame dokézat’ implikaciu

x D(—OO,O); X <Xy - —2x12 < —2x22.
Implikaciu dokédzemepriamo.

NeCh pla‘[i .xl < X2 < O .
Postupne dostdvame lx;| > x5 >0
bl > o

x> > x,” pretoze x2 20
- 2x12 < —2x22
Tym je tvrdenie dokdzané.

Priklad 8. Sest druzstiev sa za¢astnilo turnaja, ktory sa hral systémom , kazdy s kazdym jeden
zapas®“. Turnaj trval dva dni. Dokazte, ze existuju tri druzstva, ktoré odohrali vSetky svoje zapasy
pocas jedného dna.

Riesenie: Kazdé druzstvo hralo 5 zapasov, teda existuje také druzstvo, ktoré odohralo aspon 3
zapasy v jeden den, pretoze keby odohralo denne najviac 2, boli by to celkove iba 4 zapasy. (Takyto
usudok nazyvame Dirichletov princip.) Ozna¢me ho druzstvo 4 (I'ahko sa mozno presvedcit’, ze to
moze byt I'ubovolné z piatich druzstiev) a deni, v ktory odohralo aspon tri zapasy ozna¢me d. Nech
supermi druzstva 4 v deni d st druzstva B, C, D. Skimajme vzajomné zapasy tychto Styroch druzstiev.
V deti d sa odohrali zapasy 4 — B, A—C, A=D . Superi druzstva A zohrali eSte v dvoch ditoch zapasy
medzi sebou, teda B—C, B—D, C=D . Ak sa ani jeden z tychto zapasov nehral v defi d, mame tri
druzstva B, C, D, ktoré odohrali svoje vzajomné zapasy jeden def, iny ako d. Ak by napriklad zapas
B —C odohrali v deni d, tak v tomto dni sa odohraji vSetky tri vzajomné zapasy druzstiev 4, B, C.
Teda v kazdom pripade existuju také tri druzstva, ktoré odohrali vSetky vzajomné zapasy v jeden de,
¢o bolo treba dokazat’.
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Priklad 9. Méame 2k +1 listkov o&islovanych prirodzenymi &islami 1,2,...,2k +1. Aky
najvacsi pocet listkov mozno vybrat’ tak, aby sa ziadne vybraté ¢islo nerovnalo suctudvoch vybratych
Cisel?

Riesenie: Podmienku alohy spifiaji napriklad listky s &islami & +1,k +2,...,2k +1_ Ich podet
je k+1. Dokazeme, ze vacsi pocet listkov sa uz neda vybrat’. Predpokladame opak, t. j. Ze mozno
vybrat k+r listkov, ktoré spihaju podmienku ulohy, pricom »>1. Nech n je najvicsie &islo,
napisané na tych listkoch. Uvazujme rozdiely medzi »n a ostatnymi ¢lenmi na vybratych &k +r
listkoch. Tychto rozdielov je k£ + 7 —1 a musia byt napisané na ostatnych 2k +1— (k + r) listkoch. To
znamena, ze musi byt’ splnenad nerovnost k +r —1<2k+1-k—-r=k—-r+1,¢ize r <1, ¢o je spor.

Poznamenavame, Ze podmienku tlohy spifiaji aj listky s &islami 1,3,5,...,.2k +1, ktorych je
taktiez k+1.

Na zaver tejto Casti uvedieme este jeden priklad zo Skolského uciva.

Priklad 10. Dokézte, ze ak nemozno pravitkom a kruzidlom zostrojit’ uhol s velkostou 1°,
nemozno zostrojit’ ani uhol s vel'kost'ou 19 °.

Riesenie: Tvrdenie dokdZeme nepriamo. Namiesto implikacie a — b, dokazeme jej obmenu
-b - —a, vnasom pripade tvrdenie: “Ak mozno zostrojit’ uhol s vel'kostou 19°, mozno zostrojit’ aj
uhol s velkostou 1°.

Predpokladajme teda, ze vieme zostrojit’ uhol s velkost'ou 19°. Potom vieme zostrojit’ aj uhol
s vel'kost'ou 19.19 °=361°, a teda aj uhol s velkost'ou 1°. Tym je tvrdenie dokazané.

V1. Matematicka indukcia.

Ak nam treba dokazat’ platnost’ nejakého tvrdenia (vety), ktoré¢ je typu (alebo sa da
sformulovat’ tak, aby bolo tohto typu) ,,pre kazdé prirodzené ¢islo plati ..., budeme sa pridrziavat
principu na ktorom je zalozend metdda dokazovania tvrdeni nazyvana matematicka indukcia.
Pricom pod prirodzenymi ¢islami rozumieme0,1,2,...,n, ..., teda aj 0 pokladdme za prirodzené ¢islo.

Princip mézeme sformulovat’ takto:

Majme mnozinu M, ktora ma tieto dve vlastosti:

1) 00OM

2) Pre kazdé prirodzené Cislo n plati: Ak n M | tak aj n+10M .
Mnozina M obsahuje vSetky prirodzené ¢isla.

Lahko sa o tom presved¢ime. Podla 1) je 0L M . Podl'a 2) z toho vyplyva, ze 10 M . Z toho
znovu podla 2) vyplyva, ze 20M , odtial 30JM , atd. Takto moézeme prist postupne ku
ktorémukol'vek priradzenému Cislu, takZze mnozina M obsahuje vsetky prirodzené Cisla.

Moézeme uvazovat’ aj inak. Predpokladajme, ze existujii prirodzené ¢isla, ktoré do M nepatria,
najmensie z nich oznaéme p. Podla 1) je » > 0. Cislo p —1 je teda prirodzené &islo a podl'a toho ako
sme zaviedli &islo p, je p —10M . Podla 2) z toho vyplyva, ze p UM ato je spor.

Nech a(n) oznacuje vyrokovl formu, definovani na mnoZine prirodzenych cisel. Mame
dokazat tvrdenie, ze a(n) plati pre kazdé prirodzené Cislo n, tak postupujeme nasledujucim
sposobom:

1° Dokazeme, Ze a(n) plati pre n = 0. Tento krok nazyvame baza matematickej indukcie.

2° Dokazeme nasledujuce tvrdenie. Pre kazdé prirodzené Cislo n plati: ak plati a(n) pre Cislo n,
tak plati aj pre n + 1.

Tvrdenie, ktoré dokazujeme v 2° nazyvame indukény krok a jej predpoklad ,,a(n) plati pre
¢islo n* nazyvame induk¢ény predpoklad.

Zaver: Vyrokova forma a(n) plati pre kazdé prirodzené cCislo.

Dokaz matematickou indukciou ukazeme na niekol’kych typickych prikladoch.
Priklad I. Dokazte, e &islo 23" + 34" nie je pre nijaké prirodzené &islo n delitelné ¢islom 73.
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Riesenie: Pre n =0 tvrdenie plati, pretoze 2° +3° =2, ato nie je ¢islo delitelné 73. Baza
indukcie plati. Zostdva nam preverit' platnost’ indukéného kroku. Nech n je prirodzené Ccislo,
predpokladajme, Ze 23" +3%" nie je delitelné ¢islom 73. Ako je to s ¢islom
2323 43434 =g 23" +81.3% = 8(23" +34 ) +73.3%" . Prvy zo séitancov nie je podl'a indukéného
predpokladu delitelny 73, druhy je delitelny 73. Preto ich stcet nie je delitel'ny ¢islom 73. Dokazali
sme platnost’ indukéného kroku. Tym sme dokaz tvrdenia vykonali.

Priklad 2. Dokézte, ze pre kazdé prirodzené &isb n arealne ¢ #1 je sucet

q

n+l _1

l+g+q>+..+q" = .
qg-1

1
Riesenie: Pre n =0 tvrdenie plati, pretoze 1 = % . Baza indukcie plati. Preverime platnost’

induk¢ného kroku. Nech 7 je prirodzené ¢islo, predpokladajme, ze 1+ ¢ + qz +..+q" =.

n+l
-1 ) . .
=4 1 Ako je to v pripade 1 +¢ + q2 +..+qg" + q"+1. Vyuzitim  indukéného  predpokladu
q-
n+l n+l n+l n+2
-1 -+ -1 -1 .
dostivame L + (]"J'1 =4 (@=D+q =4 . Teda dokéazali sme platnost’
q-1 q-1 q-1
indukéného kroku.

Zaver: Uvedené tvrdenie plati pre kazdé prirodzené &islon a redlne ¢islo ¢ # 1.

Predovsetkym si treba uvedomit’, ze na principe matematickej indukcie nie je podstatné, ze sa
za¢ina od ¢&isla 0. Uplne rovnako, ako v povodnom zneni 1° a 2° mozno overit’ pravdivost
vSeobecnejSieho variantu matematickejindukcie.

Uvazujme o mnozine M, ktord ma tieto vlastnosti:

3) Pre kazdé celé ¢islo £ plati, K M

4) Pre kazdé celé Cislo » =2 k plati: Ak r OM , tak aj r +10M .

Mnozina M potom obsahuje vSetky celé ¢isla vicsie, alebo rovnajlice sacislu k.

To umoziuje dokazovat’ vety typu: ,,Pre kazdé celé Cislo vicsie alebo rovnajice sa Cislu
k plati ..., tak, Ze preverime platnost’ vyrokovej formy a(k), kde k je celé Eislo.

1° Vyrokova forma a(k) plati pre celé Cislo k. Baza matematickej indukcie.

2° Pre kazdé celé Cislo » =2 k plati: Ak a(k) plati pre celé Cislo 7, tak plati aj pre celé ¢islo
r +1. Indukény krok.

Zaver: Vyrokova forma a(k) plati pre kazdé celé Cislo » 2 k .

Na ilustraciu dokazu matematickou indukciou uvedieme d’alSie priklady.
Priklad 3. Dokazte, ze pre kazdé celé ¢islo x vacsie alebo rovné-8 plati nerovnost’ x —1>-10

Riesenie: Nech x =-8, dostavame —9>-10. Baza indukcie plati. Nech pre celé Cislo
k = -8 plati nerovnost k—1>-10 . Potom pre k +1 dostavame k+1-1=k =-8>-10. Plati aj
induk¢ny krok.

Zaver: Uvedena nerovnost’ plati pre kazdé celé ¢islo vacsie alebo rovné -8.

Priklad 4. Dokéazte, 7e pre kazdé prirodzené &islo n =1 plati, ze &islo 31 deli 57! + 2771,

RieSenie: Preverime platnost’ tvrdenia pre n =1, dostdvame, Ze 31| 52+6=31. Baza
indukcie plati.

Nech n 0N a tvrdenie plati pre n, teda 31|5™*! + 62"~ Pre n+1 dostavame
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51’!+] + 62n—l)+ 62}’1_1 31
Cislo 5"*! + 62771 je delitelné &islom 31 podla indukéného predpokladu. V poslednom vyraze si oba
sCitance delitelné 31, teda aj ich stcet je deliteIny ¢islom 31.

Zaver: Pre kazdé prirodzené &islo n =1 plati, ze 31 deli 57! + 2771,

sl g g2nt1)1 2 gnl 54 62071 62 = 5nHl 54 62071 (5437 =5,

Priklad 5. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené Cislo n =1 plati nerovnost’:

<1l

1
Riesenie: 1° a(1): 12 = 5 <1. Baza indukcie plati.

1

1 1
° ON i ettt <I,
2° Nech n aplatia(n) t.] 12723 n(n+1)
Pogitai (n+1) 1+1++ ! + ! <l+ !
an+l); —+—+... ——
octialtne 12 23 an+1) (n+)n+2)  (n+l)(n+2)
1 1 .
Vyjadrime v tvare —= . Dalej ukaZzeme, ze plati
n(n + 1) n n+l
; 1 1 1 , , ,
a(n):—+_—+..+ <I- <1. Matematickou indukciou teraz dokdZeme uvedent
12 23 n(n+1) n+l
nerovnost’.

1 *
1° Baza indukcie. a (1): —= SI—E. Béaza indukcie plati. Predpokladajme, Zze plati a (n)
1 1

1 *
induk¢ny predpoklad, t.j. 12 + 53 ..t n(n " 1) <1- Tl Pocitajme a (n+1) :

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—+—+ ..+ + <1- + =1- + - =1- <1
12 23 n(n+1)  (n+1)(n+2) n+l (n+1)(n+2) n+l n+l n+2 n+2
Plati aj induk¢ny krok.

1 1
Zaver: Pre kazdé prirodzenéCislo n 21 plati nerovnost: ~—= +-—+...* <l,

12 23 n(n+1)

Uvedieme este jeden variant principu matematickej indukcie. Uvazujeme mnozinu M, ktora
ma tieto dve vlastnosti:

5 00M

6) Pre kazdé prirodzené Cislo n plati: Ak kUM pre vSetky prirodzené Cisla k < n, tak aj
n+10M.

Potom mnozina M obsahuje vSetky prirodzené ¢isla.

Uvedeny variant umoziuje dokazovat’ tvrdenia typu, ktory uz pozname: ,Pre kazdé
prirodzené ¢islo n plati... “ tak, ze dokdzeme dve pomocné tvrdenia:

1° Vyrokova formaa(n) plati pre n = 0. Bdza matematickej indukcie.

2° Indukény krok. Pre kazdé prirodzené Cislo n plati: Ak a(n) plati pre vSetky prirodzené
¢isla mensie ako n + 1, tak plati aj pre ¢islon + 1.

Zaver: Vyrokova forma a(n) plati pre vSetky prirodzené Cisla.

Poznamenavame, ze indukény predpoklad je v tomto pripade silnejsi ako v predchadzajucich
variantoch matematickej indukcie. Namiesto platnosti vyrokovej formy a(n) pre n, pozadujeme
platnost’ vyrokovej formy a(n) pre O,L...,n sulasne, naraz.

Priklad 6. Kazdé prirodzené¢islo n >1 je mozné vyjadrit’ v tvare su¢inu mocnin prvociset
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n =plal.p2a2 ..... pka", kde 01,0Q5,....,0) st prirodzené Cisla a pPi, Py, Px SU navzajom rdzne
prvocisla.

Riesenie: Nech n =2, a(2) plati, 2 = 2. Baza indukcie plati. Nech tvrdenie plati pre n=2.
Ukazeme platnost’ a(n+1). Ak n+1 je prvocislo, tak indukény krok plati. Ak 7 +1 nie je prvocislo,
tak vyjadrime Cislo n +1 v tvare su¢inu dvoch prirodzenych ¢isel r, /, o ktorych vieme, Ze plati a(r) ,
aj a(l ) podla induk¢éného predpokladu modifikovaného principu matematickej indukcie,
r<m+l,/<n+l1,

2, .. .pl-ra"’ , l:pjlafl .pjzafz. .pj[af'l.

Teda n+1:pl-la"1.....p,- Tpy .pjla-fl :pkla"l .pkza“.... .pknak". Plati aj indukcny krok.

:
Poznamenéavame, Ze vyjadrenie l'ubovolného prirodzeného Cisla n >1 v tvare sucinu prirodzenych
mocnin prvocisel je jednoznacné azna poradie Cinitel'ov.

Poznamenéavame, ze pri dokaze matematickou indukciou je treba vykonat bazu indukcie aj
indukény krok. Aj ked’ je dokaz bazy indukcie vo vSeobecnosti podstatne I'ahsi (netvrdime, ze tak
vzdy musi byt)) ako dokaz indukéného kroku, nie je rozumné tito etapu podceniovat’ alebo dokonca
vynechavat’. Skisme dokazat’ nasledujtce tvrdenie:

,,Pre kazdé prirodzené &islon je &islo 23" + 34" delitelné &islom 73%. Ako vieme toto tvrdenie
neplati, v priklade 1. sme dokéazali opacné tvrdenie. Ak vynechame bazu indukcie a budeme
predpokladat, ze pre kazdé n je 23" +3%" delitelné &islom 73, tak dostivame, Ze aj

230D 1 34m1] —g (33 4 347) 4 73 39 e delitelné Eislom 73.

Podobne, ak v priklade 2. vynechdme bazu indukcie, tak dokdzeme nespravne tvrdenie, Ze
n+l
- 2 - -
suget 1 +g+q“ +...+q" =4 ~9 pre ¢ #1.
Dalej na priklade ukazeme, aké dolezité su v indukénom kroku slova ,,pre kazdé prirodzené
¢islo®. ,,Dokazeme*, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n =1 plati: Cubovolnych n prirodzenych cisel sa
navzdjom rovnd. Pre n =1 toto tvrdenie plati, kazdé prirodzené ¢islo sa rovna samo sebe. Majme

teraz n +1 prirodzenych ¢isel ¢1,¢5,...,¢,+1 . Podl'a indukéného predpokladu plati:

1 202 :...:Cn
atiez Cy =03 =...=Cphy
Preto Cl =Cy =...=C, =Cpy.

Tym sme dokaz vykonali. Chyba v tomto pripade nastala v tom, ze indukény krok neplati pre n =1.
Z toho, ze kazd¢ ¢islo sa rovna samo sebe este nevyplyva, Ze kazdé dve Cisla sa navzajom rovnaju.

Poznamendvame, ze pri dokaze tvrdeni matematickou indukciou je vel'mi dolezité spravne
zvolit’ bazu matematickej indukcie o com sved¢i aj predchadzajtci priklad, pretoze vo vSeobecnosti
vyrokova forma a(n) plati od urcitého celéhon.

V tvode naSho textu sme uviedli, Ze matematika je exaktna deduktivna veda, Ze kazdé
tvrdenie, ktoré chceme do matematickej teorie zaclenit’, musime logicky odvodit’, dokdzat’. Ako je to
v sulade s ndzvom metddy dokazovania matematickou indukciou? Ak si blizSie v§Simneme spOsob
uvazovania pri dokazovani matematickou indukciou, vidime, Ze usudzovanie ma cisto deduktivny
charakter a dokaz matematickou indukciou nie je podl'a toho nijaka indukcia, ale dedukcia.

Nazov indukcia je zrejme vyvolany tym, Ze v matematike niekedy pri formulacii ulohy typu
»Pre kazdé prirodzené ¢islo plati ...“ uvazuju induktivne, najprv pre prirodzené ¢islo n preveruju
platnost’ tvrdenia, sformulyjti samotné tvrdenie a potom nasledyje deduktivne odvodenie tvrdenia.

Na zaver tejto ¢asti uvedieme eSte dva dokazy tvrdeni pomocou matematickej indukcie.
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Priklad 7. Bernoulliho nerovnost’. Nech x UR,x > —1,x # 0, tak pre kazdé prirodzené &islo
n>lplati (1+x)" >1+nx.

RieSenie: Nech n =2 a(2) : (1 + x)2 = (1 +2x+ x2J >1+2x, pretoze xy2 >(. Béaza indukcie
plati. Nech plati a(n), n=2, overime platnost’ a(n +1) : Pocitajme (1 +x)” >1+nx podla
induk¢éného predpokladu. Pri podmienke X >-—1, x#0 plati nerovnost 1+x>0. Vynasobenim
poslednej nerovnosti 1+x dostdvame (1 + x)"+1 > (1 + nx)(l + x) =1+ (n + l)x +nx? > 1+ (” + 1)X .
Plati aj indukény krok.

Priklad 8. Prvocisel je nekone¢ne vela.
RieSenie: Dokaz vykoname priamo, priCom pouzijeme aj matematickl indukciu. PoloZime
F, =2% +1, pre n=0,1.2,...dostavame Fy =3,F =5, F, =17, Fy =257, F, =65537,... . Najprv
n-1
ukazeme, ze plati: []Fy =F, -2, n21.
k=0

1° n=1, Fy =3, F] —2 =3, Baza indukcie plati.

n -1 o oM 2n+1
20 HF":HHF"E:” :(Fn—2).Fn:§2 —1%2 +1ﬁ=2 ~1=F,y-2.
k=0 =0

n—1
Dalej ukazeme, 7e pre n# m plati, ze F,,F,, sa nesudelitelné. Nech n<m_ F, =2=[]F , teda
k=0

n—1
jeden (&initel' vpravo je F,. Nech d|F,Ud|F,. Ztoho vyplyva, ze d|[]Fy . Potom
k=0

n-1
d | E”n =1 Fx Ez 2. Teda d =1 alebo d =2. Kedze d | F},, ale F, je neparne &islo, preto d =1.
k=0

Kedze F st navzdjom nesudelitel'né Cisla, a kazdé z nich je deliteI'né nejakym prvocislom, dostavame
7e prvocisel je nekoneéne vela, pretoZe ¢isel F), je nekoneéne vela.

Pozndmka: Fermat (16.— 17. storocie) vyslovil hypotézu, Ze kazdé jeho &islo F), je prvodislo.
Euler dokazal, Zze F5 nie je prvoéislo, je delitelné ¢islom 641. Nevie sa zatial, ¢i existuje nekoneéne
vel’a Fermatovych prvocisel.

1.3. - 1.4. CVICENIA

1) Dokazte, ze funkcia ¥ = 2/x je klesajlica na intervale (— 00,0) aj na intervale (0,00) .
2) Pre kazdé dve redlne &isla a, b plati |a| +[b| 2 |a + 5| . Dokazte.
3) Dokazte nerovnost’ medziaritmetickym a geometrickym priemerom. Pre kladné redlne Cisla

a, b plati (a + b)/ 22+Jab . Kedy plati rovnost’?

4) Nech ABC je trojuholnik, a, b, ¢ su jeho strany a ?,,%;,f. su prislichajice t'aznice.
Dokazte, ze v trojuholniku ABC plati: a +b > 2z,

5) Dokazte, ze ak méa geometricky utvar dve na seba kolmé osi sumernosti, tak je stredovo
sumerny. Plati aj obratena veta ?
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Nasledujuce cvic¢enia dokézte matematickou indukciou:

6)

7

8)

9)

10)

Nech n =1 je prirodzenéislo a X1,X3,..., X, st kladné redlne ¢isla. Potom plati

X X X, — X
Lp 2y a0 5y
X9 X3 Xu X1

Nech n =1 je prirodzené Cislo, dokazte, Ze pre kazdych n realnych cisel x1,x5,...,x, plati

(x; +x, +...+xn)2 < n(xl2 +x,° +...+xn2). Kedy nastane rovnost’ ?

Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n = 2 plati
R e Ny LI
2 46 2n V3n+1

Pre kazdé prirodzené Cislo n = 2 plati

1 1
n<l+—+ . +—<2Jn
V2 Jn

Dokazte.

Dokazte, ze ak s Xj,X;,..., X, kladné redlne ¢&isla, pre ktoré plati x; [k, L1.Lk,, =1, tak

X tx, t.tx, 2n,

11)

12)

13)

Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené Cislo n =1 plati
2 _ n’ (n + 1)2
—

n
PP+ + 40P =142+ +0)

i=1

Dokazte, ze pre kazdé prirodzené Cislo n =1 plati
»n 1 _ n

Z o

= z(z +1) n+l

Dokazte, ze pre kazdé prirodzené Cislo n =1 plati

=

©  Ai-l
v 237 =37 -1
i
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2. Uvod do tedrie mnozin

2.1. Zakladné pojmy a oznacenia tedrie mnoZin

V modernom svete nadobuda matematika Coraz vacSi vyznam. Sucasna matematika je
budovand na zdklade poznatkov ztedrie mnozin. Tento spdsob pojatia matematiky, povodne
obmedzeny len na teoretickii matematiku,prenika do vSetkych vednych oblasti.

Zaciatky tedrie mnozin siahaji do 19. storocia. Cantor publikoval prvi pracu z tedrie mnozin
vroku 1872 av priebehu d’alSich rokov vytvoril teériu, ktora po obsahovej stranke tvori zaklad
stiCasnej matematiky.

Na intuitivnej trovni chapeme pojem mnoziny takto: Mnozina je stbor prvkov, ktoré maja
isti spolo¢nu vlastnost’ a tvoria urcity celok.

Napriklad mnozina obyvatelov mesta Bratislavy, mnozina vSetkych priamok v rovine,
mnozina vSetkych celych ¢isel, atd’.

Formuléacia pojmu mnoziny ako suboru veci je vSeobecna a neurCitd, nedava informaciu
o spdsobe tvorby mnozin, pripuSta neobmedzeni moznost’ tejto tvorby, teda aj moznost’ takych
mnozin ako je mnozina vSetkych mnozin,ktorej existencia sa ukazala byt’ sporna.

V tedrii mnozin vznikali antindmie, ktoré pripominali staroveké paradoxy a vynutili potrebu
polozit' solidnejSie zdklady tedrie mnozin. Vychodiskom sa stalo budovanie tedérie mnozin na
axiomatickom zaklade. Axiomatickd metodanasla uz predtym uplatnenie v matematike.

Mnoziny budeme oznaCovat’ vel'kymi pismenami latinskej abecedy A, B, C, ..., pripadne
vel’kymi pismenamis indexami: Ay, Ay ,..., Ay s

Objekty, ktoré tvoria mnozinu nazyvame prvkami danej mnoziny. Prvky mnoziny oznacujeme
malymi pismenami latinskej abecedy @,b,c,..., X,Y,Z.... v pripade potreby ich tiez indexujeme.
Skuto¢nost’, Ze prvok x patri do mnoziny A zapisujeme symbolicky x [ A. (Znak Ll nazyvame
binarny predikat patricnosti, prinalezitosti), hovorime tiez, ze prvok x je elementom mnoZziny A
(mnozina 4 obsahuje (prvok) x, x patri do (mnoziny) A). Ak x nie je prvkom mnoziny 4, zapisujeme
x [ A4, alebo niekedy je vyhadné zapisat’ = (xO4).

Akym spdsobom mdzeme opisat’ mnozinu, t.j. aké prvky mnozina obsahuje?

Opisat’ mnozinu mozno v podstate dvomi spdsobmi a to bud’ vymenovanim jej prvkov, alebo
charakterizéaciou jej prvkov pomocou nejakej spoloc¢nej vlastnosti. V prvom pripade do zlozenych
zatvoriek vypiSeme vSetky prvky danej mnozZiny, v pripade, Ze mnoZina je konecna, nie prili§ vel’ka;
zlozené zatvorky mdzeme pouzit’ aj v pripade, ked mnozina je nekonecna spocitatelnd. (Presna
definiciu uvedenych pojmov uvedieme neskor).

Priklad 1. 4 :{01,02903,04305}
A4, = {Bratislava, B. Bystrica,Koéice}

A3 ={a,b,c,d}_

V matematike sa vSak Casto stretivame s vel'mi velkymi alebo nekone¢nymi mnozinami,
ktoré z pochopitelnych dévodov nemozno zadat’ vymenovanim prvkov.
Niektoré z nich st vSeobecne zndme a maju zauzivané oznacenie, napriklad ¢iselné mnoziny:

N — mnozZina prirodzenych cisel
Z - mnozina celych ¢isel

Q — mnozina racionalnych ¢isd
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I — mnozina iracionalnych cisel
R — mnozinareélnych ¢isel
C — mnozina komplexnych ¢isel.

Iné mnoZiny je potrebné definovat’ tak, Ze zadame vlastnosti, ktoré musia spliiiat’ vietky prvky
danej mnoziny. VyuZzivame tu takzvani axidomu (Zermelovu schému separacie), ktord hovori, Ze
kazda rozumna vlastnost’ ur¢uje mnozinu. Poznamenavame, ze rozumna vlastnost’ je dana vyrokovou
formou V(x), priCom x je mnoZzinova premenna (t.j. V(x) je vyrok, ¢i uz pravdivy alebo nepravdivy, ak
za x dosadime I'ubovolni mnozinu). Potom ku kazdej mnoZzine 4 existuje mnozina B vSetkych tych
prvkov a 1 4, pre ktoré je V(a) pravdivy vyrok. Mnozinu B oznacujeme znakom

(x0 4|V () (1)
Napriklad: {xDR|5SxS10}

(V literature sa pouzivaji aj zapisy {x U4 :V(x)} a {x [0 4, V(x)} , {x 0 4, V(x)}

Dalej uvedieme priklady mnozin uréené vysie uvedenym spdsobom.

Ay ={x0ON|(x je delitené dvomi)}
As :[xDR | (x2 —2x+120)|

Ked’ si vS§imneme predchadzajuce priklady vidime, Ze vyraz (1) je ich zovSeobecneny zapis,
ktory oznacuje, ze prislusSni mnozinu tvoria prvky, ktoré maju istd rozumnu vlastnost’ a do mnoziny
nepatria tie prvky z vybratej mnoziny, ktoré dant vlastnost’ reprezentovant vyrokovou formou V(x)
nemaju.

Cantor pouzival intuitivny pojem mnoZiny anehovoril ni¢ o sposobe tvorby mnoZin
z l'ubovolnych objektov. To viedlo k niektorym t'azkostiam — paradoxom v te6rii mnozin a podnietilo
vznik axiomatickg tedrie mnozin. Ako priklad uvddzame Russellov paradox.

Poznamenavame, ze v axiome separacie je vel'mi dolezité, ze prvky x, ktoré tvoria mnozinu B,
berieme z mnoziny (v naSom pripade z mnoziny 4). Bez tohto obmedzenia axiéma neplati! Dokézeme
to pomocou Russellovho paradoxu. Nech X je mnozinaa ¥(x) je vyrokova forma xJ X (je to zrejme
vyrokova forma (funkcia) jednej vol'nej premennej). Nech by existovala mnozina M vsetkych tych x,
pre ktoré V(x) je pravdiva, t.j. nech M :{x | xOX } (do M(x) dosadzujeme vSetky mozné mnoZiny
bez obmedzenia). Podl'a definicie teda mame pre kazdé x, xUUM prave vtedy, ked W(x), t;j.
xUM « xUX . Ak za x dosadime $pecialne mnozinu M, tu sme aj za X dosadili, dostaneme vyrok
MOM - M UM, ktory je nepravdivy.

Poznamenavame, ze pomocou vysSie uvedené¢ho prikladu sa da ukézat, Ze neexistuje
mnozina, ktorej prvkami by boli vSetky mnoziny.

Dalej si treba v§imnut', Ze axidma separacie vlastne predstavuje nekoneéne vela axiom (ku
kazdej vyrokovej funkcii jednu).

Podla Cantora mézeme vytvorit mnozinu, ktorej prvkami st vSetky mnoziny. Ozna¢me ju
znakom M. Pretoze M je mnozina, tak je aj prvkom mnoziny vSetkych mnozin, teda M [OM . Pre
mnozinu N vSetkych prirodzenych ¢isel zasa plati NN . Rozdelime teda mnozinu M vsetkych
mnozin na mnoziny U a V, pricom U je mnozina tych prvkov xUM pre ktoré plati xLJX aV je
mnozina tych prvkov x LJM , pre ktoré plati x L X . Platia tieto vztahy:

M=U00V, UnV=0
Mnoziny U, V st neprazdne, lebo M UV a NUU. Kazdd mnozina patri do U alebo do V. Kam
patri mnoZinaU ?
Ak UUV, tak podla definicie Vje ULU. Ale Un V=0 tak ak UV, potom UUU.

Mame spor U U a sucasne U U. Teda nie je mozné, aby ULV .
Ak U0V, tak UOU apodrla definicie U, UUU . Opéat mame spor.
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Mame teda mnozinu U, ktora nie je prvkom M, ¢o je v rozpore s tym, ze M je mnoZina
vSetkych mnozin, M potom ale nemoze byt mnozina.

2.2. Zakladné mnoZinové operacie a vzt'ahy

Definicia 2.2.1 Nech su A, B Tubovolné mnoziny. Hovorime, ze mnozina A sa rovna
mnozine B, oznacujeme A = B prave vtedy, ak kazdy prvok z mnoziny 4 je si€asne prvkom mnoZziny
B a kazdy prvok z mnoziny B je sucasne prvkom mnoziny 4.

Formalne mozno vyssie uvedent definicu zapisat’ takto:
A=B o (I)((x04) - (x0B))O((x0B) - (x04))] resp. skritene4 =B o
(Ox)((x04) & (xOB)).

Priklad 1. Mnozina A={x| (x LU N) U (x je delitel'né dvomi)}amnozinaB = {0,2,4,....2n,..)
sa rovnaju.

Definicia 2.2.2 Nech su 4, B l'ubovol'né mnoziny. Ak pre kazdy prvok x[1 A4 plati, ze x je
prvkom B, tak potom hovorime, ze mnozina 4 je podmnoZinou mnoziny B alebo tiez, ze 4 je
v inklazii s B, oznaéenie 4 U B.

Ak AU B aexistuje prvok mnoZiny B taky, ktory nepatri do mnoziny A4 (t.j. neplati B [1 4),
tak hovorime, Ze 4 je vlastna alebo prava podmnoZina mnoZziny B a oznaujeme A [J B.

Poznamenavame, Ze niekedy namiesto 4 U B sa v literatire piSe 4 0 B. Vtedy namiesto
AOB piseme 4 < B.

Skuto¢nost’, ze 4 [1 B zapisujeme formalne takto:
AOB o (Ox)((x04) - (xOB))

Priklad 2. Pre mnoziny A, B z predchadzajiaceho prikladu plati, ze 4 U B.
Priklad 3. Pre mnoziny A = {0,2,4,...,2n,...} aB=Nplatize, A1 B.

Treba si v§imnut, Ze z porovnania predchadzajucich definicii vyplyva, Ze rovnost’ mnozin

A = B mozZno zapisat’aj pomocou vztahuinkluzie:
A=B o~ ((40B)0(B O 4))
Tento posledny vzt'ah budeme Casto pouzivat’ pri dokazovani vlastnosti nejakych dvoch mnozin.

Vsimnime si, Ze v pripade rovnosti mnozin 4, B z Prikladu 1., ndm platia obe inkltzie, 4 L] B
,BOA.

V d’alsom budeme predpokladat’, Zze mnoziny s ktorymi pracujeme tvoria podmnoziny nejake;j
univerzalnej mnoziny U. Poznamendvame, Ze mnozina U nie je mnozina, ktord obsahuje vsetky
mnoziny, ako uvidime neskor, taka mnozina neexistuje.

Niektoré vztahy medzi mnoZinami, mnozinové operacie mozno nazorne reprezentovat
pomocou Vennovych diagramov. Mnoziny budeme reprezentovat’ spojitymi olastami roviny
(kruhmi). Na obr. 1 st znazornené dve mnoziny A, B také, ze AU B.

B

O

Obr. 1
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Zavedieme teraz operacie zjednotenia, prieniku, doplnku, rozdielu mnozin, symetrickej
diferencie a kartezianskeho sudnu.

Definicia 2.2.3 Nech su 4 a B T'ubovol'né mnoziny. Zjednotenim mnoZin 4, B nazveme
mnozinu vsetkych prvkov, ktoré patria aspon do jedng z mnozin 4, B. Oznacenie: AL B.
Formalne zapisané zjednotenie mnozin:
AO0B={x|(x04)0(x0B)}
Pomocou Vennovych diagramov zjednotenie znazornujeme takto:

Obr. 2
Priklad 4. A={x|x=2k,k0On}, B={x|x=2k+1,k0On}. AOB=N.

Definicia 2.2.4 Nech st A a B 'ubovol'né mnoZiny. Prienikom mnoZin 4, B nazveme
mnozinu vSetkych prvkov, ktoré patria su¢asne do oboch mnoZzind, B. Oznacenie: 4 n B.

Formalne zapisujeme prienik mnozin:
AnB={x|(x04)0(x0B)} .
Pomocou Vennovych diagramov prienik mnozin znézornujemetakto:

A B

Obr. 3
Priklad 5. Nech A ={x | (x DN) Ox = 5} , B :{x | (xDZ) Ox < 9} . Potom
AnB={x|x0ON,5sx<9.
Nech A4 a B st 'ubovol'né mnoZiny, ak neexistuje taky prvok, ktory sti€asne patri do mnoZiny

A aj B, teda mnoZiny 4, B nemaji spolocny prvok, v tomto pripade hovorime, ze mnoZiny su
disjunktné a ich prienikom je mnozina, ktora neobsahuje ziaden prvok.

Definicia 2.2.5 Mnozina, ktord neobsahuje Ziaden prvok sa nazyva prazdna mnoZina
a oznacujeme ju [ .

Poznamenédvame, Ze prazdnu mnozinu mdzeme definovat’ pomocou l'ubovolnej vlastnosti,
ktor(i nespiia Ziaden prvok.

V nasledujucom tvrdeni ukdzemedve ddlezité vlastnosti prazdnej mnoziny.

Veta 2.2.1 a) Prazdna mnozinaje podmnozina 'ubovol'nej mnoziny

b) Existuje prave jedna prazdna mnozina

Dokaz: Najprv dokdzeme tvrdenie a) priamo a potom sporom.

Nech X je lubovolnda mnozina, mame dokéazat, ze U U X . Zdefinicie vyplyva, Ze
O0X (DX)(xDD - xX ) Vsimnime si, ze kvantifikovany vyrok na pravej strane
ekvivalencie je vzdy pravdivy, pre 'ubovolni mnozinu X, teda je tautoldgia, pretoze implikacia
x00 - xUX je vzdy pravdivy vyrok, lebo vyrok x U ma pravdivostnu hodnotu 0.
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Dalej dokaZeme tvrdenie a) sporom. Predpokladajme, Ze tvrdenie vety neplati. To znamena,

ze plati jeho negécia.

-(Ox)fo0x} o (0x)-{0 0 x},
¢ize slovne povedané; existuje takd mnoZzina X, Ze prazdna mnoZina nie je podmnozinou X, to ale
znamena, ze prazdna mnozina obsahuje prvok, ktory nepatri do X. To ale nie je mozné, pretoze
prazdna mnoZina neobsahuje ziaden prvok. Dostali sme spor, ¢iZe plati tvrdenie (DX){ uax } anie
jeho negécia.

Tvrdenie b) dokdzeme sporom. Predpokladajme, ze existuji dve rdozne prazdne mnoziny
Ay, 4,. Vzhl'adom na to, Ze A;,A, su prazdne mnoziny, podl'a predchadzajiceho tvrdenia plati
A4, U A4, astaasne 4, U 4;, ztoho vyplyva, ze A = A,, ¢o je vspore s predpokladom. Teda
existuje prave jedna prazdna mnoZina.

Definicia 2.2.6 Nech A je 'ubovol'na mnozina, 4 11 U . Doplnkom mnoZiny A vzhl'adom na
mnozinu U nazyvame mnozinu vSetkych tych prvkov univerzdlnej mnoZiny U, ktoré nepatria do
mnoziny A. Oznacenie A’ .

Formalny zapis:

A ={x|x0UOx04}.
V literatre oznacuji doplok (komplement ) mnoziny 4 aj ako 4 alebo A€ .
Ked'ze uvazujeme doplnok (komplement) mnoziny vzhl'adom na univerzalnu mnozinu U,
¢asto pouzivame aj skrateny formalny zapis
A ={x|x04} .

Obr. 4
Poznamenavame, ze pojem doplnok mnoziny mozno zovSeobecnit, t.j. vyjadrit' nielen
vzhl'adom na univerzalnu mnozinu, ale aj vzhl'adom na T'ubovol'ni ini mnozinu. Na to uvedieme
d’al$iu mnozinovu operaciu rozdiel mnozin.
Definicia 2.2.7 Nech st A, B lubovol'né mnoziny. Rozdielom mnoZin 4, B nazveme
mnozinu vsetkych tych prvkov mnoziny A4, ktoré nepatria do B. Oznacenie 4\ B, aleboaj A —B.
Formalny zapis:

A-B ={x|(xDA) D(xDB)} )
Znazornenie pomocou Vennovych diagramov:

Obr. 5
Priklad 6. Nech A =(5,12), B =(7,15). Potom A~ B =(5,7).

Lahko vidno, Ze rozdiel mnozin mézeme vyjadrit’ pomocou prieniku a doplnku nasledovne:
A-B=An B
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V takomto pripade doplnok 4" mnoziny A vzhl'adom na univerzalnu mnozinu U nie je ni¢
intako U-A=Und =4".

Pomocou rozdielu dvoch mnozin budeme definovat’ d’alSiu mnozinova operaciu, symetricka
diferenciu mnoZin.

Definicia 2.2.8 Nech si A, B T'ubovol'né mnoZiny. Symetrickou diferenciou mnoZin 4, B
nazveme mnozinu
A=B={x|(x040x0B)0(x0B0x04)} .
Symetricku diferenciu mnozin 4, B mozno vyjadrit’ pomocou rozdielu a zjednotenia mnoZin
skratene takto:

A=B=(4-B)0O(B-4).
Priklad 7. Nech 4 =(5,12), B=(7,15). Potom 4B =(5,7) 0(12,15).
Grafické znazornenie symetrickej diferenciemnozin 4, B.

Obr. 6
Na zéver tejto Casti uvedieme d’alsi typ dolezitej mnoziny. Videli sme uz, ze prvkami mnoziny
modzu byt aj iné mnoziny. Medzi mnozinami, ktorych prvkami su mnoziny maji zvlastny vyznam tzv.
potenéné mnoziny.
Definicia 2.2.9 Nech je dand mnozina 4. Potenénou mnoZinou mnoziny A nazveme

mnozinu vietkych podmnozin mnoziny 4. Oznagenie P (4). Teda
P(4)={x|x04.
Priklad 8. Nech 4 :{al,azaa:;} . Potom
P ) ={0{a}{ar}{as}far. ax)ar. a3} ez, a3} 4y, 0. 03]}

2.3. Zakladné vlastnosti mnozinovych operacii

Uvedieme najprv niekol’ko jednoduchych vlastnosti zakladnych mnozinovych operacii. Treba
si uvedomit’, ze jednu a t istl mnozinu moézeme vyjadrit’ roznymi sposobmi. Je pochopitel'né, ze sa
snazime ziskat’ vyjadrenie ¢o najjednoduchsie a najprehl’adnejSie. Podl'a toho aky typ ulohy rieSime,
podl’a toho hl'adame aj vhodné vyjadrenie mnoziny, s ktorou pracujeme.

Veta 2.3.1 Nech A, B, C st 'ubovol'né mnoziny, potom platia nasledujuce rovnosti:
1) AOB=BOA, AnB=Bn A komutativnost’
2) AO(BOC)=(40B)0C, An(Bn C)=(4n B)n C asociativnost
3) AO(BNnC)=(40B)n(40C), An(BOC)=(4n B)0O(4n C) distributivnost’
4) A0 A=A, An A= A idempotentnost’
5) AO0=4,4n0=01

6) AOB=AnB, An B=A0B de Morganove zikony
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Dokaz: Dokézeme len tvrdenie 1) a 6). Ostatné tvrdenia nechavame usilovnému Citatel'ovi. Pri
dokazoch uvedenych tvrdeni budeme vychddzat z definicie uvedenych mnozinovych operacii
a z vlastnosti vyrokovej logiky. Najprv ukdzeme, ze plati 4[] B = B[ A. Treba ndm teda dokazat,
7e plati AUBUOBOA asttasne BUALAOB. Nech xOAOB, x je lubovolny prvok,
xUAOB - xUAOxUOB - xUOBUOxUA - xUBLA. Teraz obratena  inklizia, nech
xUBUA - xUBUxUA4 - xUAUxUB - xUAUB. Mohli by sme uvazovat aj takto:
xUAOB o xUAOxUOB o xUBUxUA » xUBUA. Vyuzili sme pritom ekvivalenciu
vyrokov P Ug < qUp.

Dalej dokazeme, ¢ 4n B= A B, mame teda opit dokazovat inklizie AO0BD An B,
An B0 A0 B . Obe inkluzie dokdZeme stidasne, nie oddelene. Nech x je Pubovolny prvok, priom

x0ANB o =(x04nB) » ~(x040x08B) o ~(x04)0-(x0B) = x040x0B -

x [ A0 B . Pri dokaze sme vyuzili ekvivalenciu vyrokov p Og « pOgq.

Poznamendvame, ze pri tomto spdsobe dokazov musime davat vel’ky pozor, ¢i vyuzivame
ekvivalenciu vyrokov, alebo len platnost’ implikacie istych vyrokov. Napriklad vo vSeobecnosti
neplati rovnost An B=A, pretoze plati implikdcia PUq — P ateda An BO A, neplati
ekvivalencia 2 Uq < p .

Priklad 1. Nech 4, B, C st l'ubovol'né mnoziny, potom plati(A N B) -C= (A - C) N (B - C)

Riesenie: Pri dokaze tejto identity vyuZzivame platnost’ uz dokazanych identit z predoslej vety
arovnost 4—B=An B . Postupujeme nasledujucim spdsobom. Vezmime vyrok na l'ubovolnej
strane rovnosti a pomocou ekvivalentnych mnozinovych Uprav sa snazime ziskat druhu stranu,

takymto sposobom dostavame:
(A—C)n(B—C):(An(_?)n(Bm(_?):((Am(_?)mB)m(_?:(An(_?nB)m(_?:(AnB)n((_?m(_?):
(4nBjnC=(4nB)-C.

Pozndmka: VSimnime si podstatny rozdiel pri dokazovani mnozinovych identit. Vo vete sme
vychédzali z definicii mnozinovych operacii a vykonali sme ekvivalentné tpravy vyrokov, v priklade
sme robili ekvivalentné upravy s mnozinovymi operaciami. Pri dokazoch mnoZzinovych identit sa
musime vyvarovat’ pouzivaniu nasledujicich zapisov, napriklad 4 0 B =x01 4 UxUB . Zapis nie je
spravny, pretoze na l'avej strane je mnozina a na pravej strane zlozeny vyrok v tvare disjunkcie
vyrokov. Spravne zapisy sa 4 N B ={x|x040x0B} ax0A40B o x0A0x0OB.

Priklad 2. Nech A, B s 'ubovol'né mnoziny, potom plati 4 =B = (A U B) - (A N B) .

Riesenie: Upravime pravu stranu identity: (A [ B) —(A N B) = (A a B) n{An Bi =
=(40B)n(40B|=|(408)n4|0|(408)nB||=|(4an4)0(snd)|o|anB)o(BnB)=
=loolena)|ollanBloo|=(an4)o(4nB|=(B-4)0(4-B)=(4-B)O(B-4)=4-B.
Najprv sme pouzili identitu X =Y = X n Y , potom de Morganov zakon, distributivny zakon, identitu
U0 X =X, komutativny zakon a definiciu symetrickej diferencie.

Priklad 3. Nech A4, B st l'ubovolné mnoziny, dokazte, Ze nasledujuce vyroky su ekvivalentné:
AOBaAnB=4.

RieSenie: Mame teda dokazat’, ze A U B plati prave vtedy, ked 4 n B = 4. Predpokladajme,
7e AU B, potrebujeme dokazat' inkluzie AnBUA a AU An B. Prva inkluzia plati pre
Pubovolné mnoziny 4, B (pretoze implikacia # g — P je tautologia), druhti inkliziu dokazeme
sporom. Nech 4 [ B anech sucasne -|(A UA4n B), to st nase predpoklady. Podrobne rozpiSeme
druhy predpoklad: =(4 0 4 n B) & =(x)(x04) - (x04n B)) -

(Ox)=(~(xD04) Ox04n B) o (X)((xD4) O-~(x040n B)).
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To znamena, Ze existuje prvok u, ktory patri do mnoziny 4 a sucasne nepatri do mnoziny 4 n B, t.].
(«04)0-(u0A40u0B) o (u04)O((w04)O(u0B))
(«0A4)O(wD4)0((w04)O(w0B)) o (D A4)O(wDB).
Predpokladali sme v8ak, 7ze AL B « (Dx)(x U4 - xUB ) . Tvrdenie, ktoré sme odvodili je negaciou
uldA - ullB. Teda -l(u U4 - u DB) - (u UA40u DB) . Dostali sme spor, ktory poukazuje na
to, Ze z predpokladu 4 00 B musi platit aj AO An B.

Dalej budeme dokazovat’ obrateni implikaciu, t. j. Ze z predpokladu 4 n B=A vyplyva
AU B. Tmplikaciu budeme dokazovat’ priamo. Nech plati vyrok 4 n B = A4, to znamena, Ze pre
kazdé x plati xUANB o xUA, teda xUAUxUB « xUA. Zpravdivosti uvedeného vyroku
vyplyva platnost’ vyroku x4 - xU B, uvedend implikécia plati z nasledujucej uvahy: ak vyrok
xUA je pravdivy, potom musi byt pravdivy aj vyrok xUAUxUB (kedZe st oba vyroky
ekvivalentné) ateda aj vyrok xUB. Vpripade, ze xUA4 je nepravdivy vyrok, implikacia
xUA4 - xUB je opdt pravdiva, teda za uvedeného predpokladu, ze xUAUxUOB - x4 je
implikacia x J 4 — x OB tautologia, teda 4 [ B,

Priklad 4. Nech A, B, C st 'ubovolné mnoziny. Dokazte, ze inklizia A B U C plati prave
vtedy,ak A0C a BOC.
Riesenie: Skor, nez zacneme ulohu riesit, vSimnime si Struktiru tohto tvrdenia. Ozna¢me

symbolom:
pvyrok AOBOC
g vyrok AUC
rvyrok B UC
s vyrok ,,4A, B, C su I'ubovol'né mnoziny*
Potom tvrdenie moZeme schématicky zapisat’ takto:
s

p - (g 0r]

Vyrok s je predpoklad a tvrdenie, ktoré treba dokazat je ( p - (q Dr)) D((q Dr) - p) . Implikéaciu
p - (q Dr) dokazeme sporom. Nech AUBOC a —|(A gcus C). To znamena, Ze plati
tvrdenie -'(A [ C) D-'(B H C) , teda bud’ existuje prvok a0A—-C alebo bOB-C. Kedze
A-COAOB a B-CUO A0 B, prvok a nepatri do C ale patri do 4, prvok b nepatri do C ale patri
do B, teda a alebo b patri do AU B [0 C, teda a alebo b patri aj do C, ¢o je spor.

Implikaciu (q Dr) — p dokazeme priamo. Nech plati AL Ca BUOC. To znamena
A0C=C,BOC=C,potomaj (A0B)0C=40(BOC)=40C=C atedaaj ADBOC,

2.4. Usporiadana dvojica a karteziansky sucin

Ak chceme na mnozinovom jazyku blizsie skimat’ a popisovat’ vlastnosti, vztahy a Struktiru
jednotlivych mnozin je potrebné zaviest niektoré d’alSie dolezit¢é pojmy. K novym pojmom
bezprostredne patri usporiadna dvojica, vo vSeobecnosti usporiadand n-tica apomocou nich
definovany karteziansky st¢in mnozin.

Pojem usporiadanej dvojice (n-tice) je Citatel'ovi zrejme na intuitivnej urovni jasny. Pod
usporiadanou n-ticou si mézeme predstavit’ konecnu postupnost’ o n-Clenoch. Usporiadanu n-ticu pre
n =1 budeme oznacovat’ (Cll ,az,...,an) , ¢o predstavuje aj n-rozmerny vektor. Pojem usporiadanej n-
tice sa da definovat’ roznym sposobom. Pri definovani usporiadanej n-tice dbame predovsetkym na to,
aby bola zachovana nasledujica vlastnost’: Nech (a1 Ay s, d, ) , (b1 ,by ... b, ) st dve usporiadané n-

tice, tieto sa rovnaju prave vtedy, ak @; =b;  pre i =1,2,...,n
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Na jazyku tedrie mnozin mézeme podobne definovat’ pojem usporiadanej dvojice (al,az)
nasledujiicim spdsobom.
Definicia 2.4.1 Nech su a;, a, lubovolné prvky. Mnozinu {{al},{al,az}} nazyvame

usporiadanou dvojicou, oznacenie (al,az) , pricom a; nazyvame prvou stiradnicou (zlozkou), a,
druhou suradnicou (zlozkou).
Usporiadant n-ticu, pre n =21 mdzeme teraz definovat’ induktivne takto:

(al) =a
(alaaz) :{{al}a{alvaz}}

ar,a,sa,) = (a1, s 0y )y ).

Plati nasledujuce tvrdenie, charakterizujice zakladnu vlastnost’ usporiadanej dvojice.

Veta 2.4.1 Nech (al,az) , (bl,bz) st dve usporiadané dvojice. (al,az) = (bl,bz) prave vtedy,
ak a; =b;, ay =b,.

Doékaz: Ak plati, ze a; = b suCasne a, =b,, tak zrejme plati {{al},{al,az}} :{{bl},{bl,bz}} :
Nech teraz (al , az) = (bl,bz) , dokaz rozdelime na dve Casti.

1) Nech a; =a,. Potom dostavame Hal}} ={{bl},{bl,b2}}. Odtial' dostavame, ze by =b,,
stGasne a; = by .

2) Nech a; #a,, potom zrovnosti (al,az) = (bl,bz) dostavame, ze by #b,, a; =by,
a, =b,.

Tym je dokaz vety ukonceny.

Poznamenéavame, Ze prvky usporiadanej dvojice, n-tice nemusia byt navzajom rozne.

Pomocou pojmu usporiadanej dvojice zavedieme pojem kartezianskeho sucinu.

Definicia 2.4.2 Kartezianskym sti¢inom mnoZin 4, B nazveme mnozinu

AxB={(x,y)|x040y0B}.
Priklad 1. A={a;,a,}, B={by,by,bs};
AxB :{(alabl)’(alab2)’(alabfé)’(az’bl)a(azabZ)’(a2’b3)} .

Definiciu kartezianskeho sic¢inu moézeme rozsirit’ aj pre pripad » mnozin, mdézeme postupovat’
induktivne, ako v pripade usporiadanej n-tice. Teda

4={(a)|a04)
Ay x4, :{(alea2)|al U4, Ua, DAz}

Ay x Ay x..xA, =4y x Ay x.. x4, )x4,

Pri definovani kartezidnskeho si¢inu » — mnozin moéZeme postupovat’ aj jednoduchsie,
budeme vychadzat’ z pojmu usporiadanej n — tice, pricom budeme mat’ na zreteli zdkladnu vlastnost’

usporiadanych n — tic, usporiadané n — tice (al,az,...,an) = (b]:bZa'--abn) prave vtedy, ak a; =b;,
pre i =12,..,n, pricom vSetky @,d,,...,a, nemusia byt navzijom rozne. Kartezidnsky suéin

mnozin 4, 4, ,..., A, mdézeme definovat’ ako mnozinu
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Al XA2 X...xAn :[(al,az,...,an) ’ a; DAi,i :1,_”1] .

Pozndmka: Viimnime si, ze ak mame dané dve koneéné mnoziny: 4 = { a,dy,...,a n} ,
B={by,by,....b,,} , tak karteziansky su¢in mnozin AXB je vhodné niekedy reprezentovat
obdiznikovou maticou typu 7 X | na priese¢niku i—teho riadku a j-teho stipca bude prvok (ai,b j).
Nie je tazké vidiet, Ze medzi 4% B a obdiZznikovou maticou je vzajomnéjednoznaéné priradenie.

Priklad 2. Nech A4, B, C st l'ubovol'né mnoziny. Ukazeme, ze vo vSeobecnosti neplati
AXB=BxA, komutativny zakon pre karteziansky si¢in mnozin ataktiez neplati
AX (B xC ) = (A X B) xC, asociativny zakon pre karteziansky stu¢in mnozin.

RieSenie: Najprv ukazeme,7e AXB# BxA,ak A :{a} , B= {b} , pricom predpokladame, Ze
azb, AXB :{(a,b)} , BxA4 ={(b,a)} , odtial {(a,b)} ¢{(b,a)} . Dalej uvazujme mnozinu C :{c} ,
priom  predpokladame,  Ze c#a, c#b,. Potom Ax(BxC) ={(a,(b,c))},
(4 B)xC ={((a,b).c]} , {{a.(b,c]}} #{{(a.).c]}

Priklad 3. Ukazeme, ze ak aspon jedna zmnozin 4, B je prazdna, tak potom Ax B =[] .

Riesenie: Trvrdenie dokazeme sporom. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze 4 =011,
apre spor nech AxB # [ . To znamend, Ze existuje (¢,b) 0 AX B je pravdivy vyrok. Potom ale
plati, ze all A asucasne bl B, to je vyrok nepravdivy, ¢ize dostavame sa do sporu. Implikacia je
nepravdiva, ak predpoklad (a, b) U AXB je pravdivy a zaver a 1 A b B je nepravdivy.

Priklad 4. Nech A, B, C su 'ubovol'né mnoziny, potom plati nasledujuca rovnost:

(40B)xC=(4xC)0(BxC).

Riesenie: Zvolime nasledujuci postup, vezmeme l'ubovolny prvok (x, y) 0 (A DB) xC,
vyuzijeme definiciu mnozinovych operacii a kartezianskeho sa¢inu mnozin, uskuto¢nime
ekvivalentné upravy vyrokov a ukazeme, ze prvok (x, y) [ (A xC ) 0 (B xC ) a obratene. Nech teda

(x,y)0(40B)xC o x0O(40B)0y0C « (x0A40x0B)0y0C o
(xDA4O0yDC)O(xO0BOyOC) o (x,y)0(4xC)O(x,y) DBXC o
o (x,y)O(axc)O(BxC).

Dalsie dolezité mnozinové identity a vztahy uvadzame v cvi¢eniach. Odporadame Gitatelovi

venovat’ im patri¢nl pozornost’.
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2.1.—2.4. CVICENIA

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7
8)

Nech 4, B si 'ubovol'né mnoziny. Dokazte, ze platia nasledujiice vztahy:

a)
b)
c)
d)
e)

Nech 4, B, C st 'ubovol'né mnoziny. Dokazte, ze platia nasledujice vztahy:

a
b)
¢)
d)
€)
f)
g)

N

AnBUA AnBUOB

AO0AOB,BOAOB

A=A

AnAd=0,404=U
An(AOB)=4, AQ(A4n B) = 4, absorbéné zakony.

(4nB)-C=4n(B-C)
(40B)-Cc=(4-C)O(B-C)
C-(anB)=(c-4)0(C-B)
C-(40B)=(C-4)n(C-B)
A-B=A-(4nB)=(40B)-B
A-(B-C)={4-B)n(4nC)
(4-B)-Cc=4-(BOC)

Nech 4, B si 'ubovol'né mnoziny, dokazte, ze platia nasledujuce vztahy:

a)
b)

A+ B = B~ 4 komutativnost’
A=(B+C)=(4=B)=C asociativnost

c) rovnica X =4 =B majedinérieSenie X = A= B.

Nech A4, B su lubovolné mnoziny a U univerzdlna mnozina. Dokézte, ze potom su
nasledujuce vyroky ekvivalentné:

a)
b)
©)
d)
e)
f)

AOB
AnB=4
AOB=B
A-B=0
AOB=U
A-~B=B-4

Nech 4, B, C su 'ubovol'né mnoziny. Dokazte, Ze plati inklazia C U AN B prave vtedy,
ak CUA4aCUB.

Nech 4, B si 'ubovol'né mnoziny.

a) Zapiste formalne negaciu tvrdeni A0 B, A=B.

b)

Slovne vyjadrite negaciu uvedenych tvrdeni

Zistite, Ciplati: Ak C#0 a AXC=BxC,tak A=B.
Nech 4, B, C st 'ubovol'né mnoziny, potom platia nasledujice tvrdenia

a) Ak AU B, tak pre kazda mnozinu C plati AXC U BxC
b) (An B)xC=(4xC)n(B*C)
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) (4-B)xC=(4axc)-(BxC)

d) Mnoziny A, B su disjunktné prave vtedy, ked AXB n Bx A =[]
9) Zistite, pre aké mnoziny A4, B, C plati resp. neplati:

a) AO(BxC)=(40B)x(40C)

b) An(BxC)=(4n B)x(4n C)

¢) A-(BxC)=(4-B)x(4-C)

d) (4=B)xC=(4=C)x(B=C)
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2.5. Relacie

Pojem reldcie ma v matematike a v takych pribuznych vedach ako je informatika zakladny
vyznam. Vel'mi uzko suvisi s pojmom kartezidnskeho sucinu mnozin. Najprv uvedieme definiciu
a potom uvedieme priklady na rozne typy relécii.

Definicia 2.5.1 Nech A, B st P'ubovol'né mnoziny. Mnozinu @ nazyvame binarnou relaciou
z mnoziny A do mnoziny B, alebo bindrnou relaciou medzi prvkami mnozin 4 a B vtedy a len vtedy,
ked ¢ 0 AxB,

Priklad 1. Nech 4 ={ay,ay,as}, B={b;,b,} . Potom ¢, ={(a;.5,),(a;.b, )} ,

6, ={(a1.b1),(ar.b0 )}, 85 ={(a1.b1).(a2,5:).(a5.03)}, ¢4 =0, ¢5 = 4xB s relicie zmnoziny 4
do mnoziny B.

Pozndmka: 7 definicie 1 uvedeného prikladu moZno usudzovat’, Ze 'ubovolnd podmnoZina
(pravé, alebo neprava) kartezianskeho su¢inu mnozin je reléciou a ze existuju rozne druhy relacii. My
sa budeme zaoberat roznymi typmi relacii v suvislosti so Specialnym typom reldcii ako su
usporiadania, reldcia ekvivalencie a zobrazenia.

Pozndmka: Slovo binarna z definicie znamend, ze reldcia je definovand medzi dvomi
mnozinami. Mézeme vSak zaviest aj n — arne relacie, ktoré st podmnozinami kartezianskeho sucinu

n — mnozin 4, A, ,...,4,. V tejto Casti sa budeme zaoberat’ vylu¢ne binidrnymi reliciami a preto
pojem relacia bude oznacovat’binarnu relaciu.

Binarna relécia @ z n—prvkovej mnoziny 4 do m — prvkovej mnoziny B sa d4 reprezentovat’
maticou M typu 7 Xm  Tie miesta v matici, ktoré zodpovedaji usporiadanym dvojiciam mnoziny
ozna¢ime symbolom 1, na ostatné miesta v matici M napiSeme symbol 0. Miesto matice M leZiace na

prieseéniku i-teho riadku a j-teho stipca ozna¢ime symbolom (i, j) a jeho hodnotu symbolom 7;; .
Maticu M budeme tieZ oznaovat symbolom (mij), i=1,..,n, j=L..,m  Maticu, ktorej prvky

nadobudaji hodnoty z mnoziny {0,1} nazyvame booleovska. Maticovi reprezenticiu relacie tiez
nazyvame tabulkovou reprezentaciou.

Daldou velmi nazornou reprezenticiou je grafovd reprezentdcia binarnej relacie. Prvky
mnozin ozna¢ime krtzkami, ktoré nazyvame vrcholmi grafu ausporiadanu dvojicu znazornime
Sipkou, ktorda ide zvrcholu odpovedajiceho prvému prvku dvojice k vrcholu, ktory odpoveda
druhému prvku dvojice. Tato Sipka sa nazyva orientovanou hranou, v tom pripade, ze oba vrcholy st
totozné ide o orientovanu slucku.

Priklad 1. Nech A :{a,b,C,d} a A :{a’b’e’f} s ¢ :{(a,a),(a,b),(b,e),(c,b),(d,f),(b,a)} .

b d

Obr. 7. Grafrelacie @ z prikladu 1.
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Pozndmka: Teda relaciou medzi prvkami mnozin 4, B (v tomto poradi) nazyvame akukol'vek
podmnozinu kartezianskeho sucinu @ 0 AXB . Ak A4 =B, tak hovorime o relacii na mnozine A4
(alebo medzi prvkami mnoziny A4). Reldcia medzi prvkami mnozin 4, B je akakolvek mnozina

¢ 0 AxB 3pecidlne § =0 a ¢ = AXB
Priklad 2. a) Vymenuijte nieckol’ko relacii medzi prvkami mnozin A4 ={a,b,c} a B= {d ,e} ,
kde a,b,c,d,e si navzajomrdzne prvky.
b) Urcte pocet vSetkych reldcii na kone¢nej mnozine, ktord mé prave n prvkov.
Riesenie: a) VSetkych relécii je 64. Niektoré znich st
{(a.d).(b.e]{(a.e).(b.e}{[a.d).(0.d).(c.e]} {(b.e])..
b) Ak 4 je n — prvkova mnoZina, tak 4x A4 méa ,2 prvkov asystém P (A X A)
vSetkych jej podmnozin ma 2'12 prvkov. Teda pocet reladciina mnozine 4 je 2”2 .

Aby sme mohli neskor podrobnejSie skimat’ reldcie na danej mnozine, ktoré maji velky
vyznam takmer vo vSetkych oblastiach matematiky a informatiky, zavedieme potrebnti terminologiu.

Definicia 2.5.2 Nech @ je relaciana mnozine A.
a) Relacia @ je reflexivna, ak pre kazdé x (0 4 plati (x, x) O¢;

b) Relacia @ je ireflexivna, ak pre Ziadne x (] 4 neplati (x,x) O¢;
¢) Relacia @ je symetricka, ak z podmienky (x, y) O¢ vyplyva ( Vs x) Og¢;
d) Relacia @ je asymetricka, ak pre kazdé (x, y) O¢ plati ( Y, x) O¢;
e) Relacia @ je tranzitivna, ak (((x, y) ¢ D(y,z) D¢) U (x, z) O ¢)
f) Relacia @ je atranzitivna, ak ((x,y)0¢ O(y,z)0¢) O (x,z) O¢
g) Relacia @ je trichotomicka, ak pre kazdé x,y 0 A4 plati:
x#y 0 ((xy)0¢O0(y,x)0¢)
[ (x=»)0(x»y)0¢0(y.x]0¢
h) Relacia @ je antisymetricka, ak pre kazdé x,y 0 4 plati:
(x.7)0¢ O(r.x)0¢) 0 x=y

Poznamka: Vsimnime si, ze reflexivnost’ (ireflexivnost’) relacie nedostaneme prostou
negéciou reflexivnesti. Podobny je aj vzt'ah medzi vlastnost’ami c) a d), resp. e) a f).

Zapisme formalnejsie definiciu reflexivnosti a ireflexivnosti relacie # na mnozine A. Relacia
¢ na mnozine 4 je reflexivna, ak pre (Dx)((xDA) U (x,x) D¢) Relacia @ na mnozine A je
ireflexivna, ak pre (Dx)((x O] A) 0 (x,x) [ ¢) . Ak urobime negiciu prvého vyroku, tak dostavame
kvantifikovany vyrok: (Dx)((x DA) D(x,x) D¢) . Presvedéte sa o spravnosti tvrdenia pozndmky aj
v ostatnych pripadoch

Zavedieme eSte pojem inverznej reldcie a zloZenej relécie.

Definicia 2.5.3 a) Nech @ je relacia medzi prvkami mnozin 4, B anech ¥ je relacia
medzi prvkami mnoZin B, C. Potom
{(a,c)0axC:(p)(pOBO(a,b)O¢ O(b,c) D)}
(je to relacia medzi prvkami mnoZin 4 a C) sa nazyva zloZena relacia (zloZena z relacii ¢ a
W'y a oznatujemeju ¥ ° 9 .

b) Nech @ je relécia medzi prvkami mnozin 4, B. Potom
{(,a) OB x 4,(a,b) O}

42



Uvod do diskrétnych §truktur

(je to relacia medzi prvkami mnoZin B a A) sa nazyva inverzna relicia k relacii @
a oznacujeme ju symbolom ¢_1 .

Priklad 3. a) Nech 4 ={a;,ay,a3,a,}, B={by,by,bs}, C ={ey.c).
Nech ¢ ={(a;,b1),(az,b5).as.b3)}, @ ={(By,¢1),(8,¢3). (b3, ¢4 )} . Potom
wop={lay.ci).az.cr).(az.cr}

b) Nech ¢ O 4% B uvedena vyse, potom ¢! ={(bl,al),(bz,az),(b3,a4)} )

Bezprostredne so skladanim relacii na mnozine suvisi pojem tranzitivny uzaver reliacie na

mnozine, resp. reflexivno-tranzitivny uzaver relacie na mnoZine. Tieto pojmy sa vyznamne

vyuzivaju v takych informatickych disciplinach, ako napr. forméalne jazyky a automaty. Teraz budeme
tieto pojmy formalne definovat’.

Definicia 2.5.4 Nech @ je relacia na mnozine A. Tranzitivnym, resp. reflexivno-

oy y ) , ;o . * , «y e .
tranzitivnym uzaverom relicie @ nazyvame relacie ¢, resp. ¢ definované nasledujucimi
vzt'ahmi:

¢ =¢'0¢*0..=0¢"

k=21

¢"=1,0¢'0¢0..=0¢"

I,={(x,x)|x04}, ¢°=1,,¢'=¢"" op prei>0,tj. (x,y) 0" prenejaké k >0 = ak existuje

postupnost’ prvkov X = X,, X;,...,X;_;,X; = ¥ takd, ze plati (xo,xl) O¢, (xl,xz) dg, ... (xk_l,xk) O¢

Priklad 4. a) Nech @ je relacia na mnozine A. Dokézte, e ¢* je tranzitivna reldcia na
mnozine 4 a ¢ reflexivna aj tranzitivna relicia na mnozine A.
b) Nech ¢ je tranzitivny uzaver relécie ¢ na mnozine 4. Ak S je takd tranzitivna
relacianad,ze ® 0S, potomaj ¢* O S.
¢) Nech ¢* je reflexivno — tranzitivna reldcia na mnozine 4. Ak Sje taka

r oy ;o v ~ . *
reflexivno — tranziivna relacia namnozine 4, ze ¢ U S, potomaj ¢ 0 S.

Riesenie: b) Nech ¢* je tranzitivny uzaver relacie $ na mmnozine 4. Podla a) je to
tranzitivna reldcia na 4. Nech S je tranzitivna relaciana 4 taka, ze ¢ U S, ukazeme,ze aj ¢* 0 S .
Nech (x, y) O¢", potom existuje také k>0, Ze (x, y) O¢* prave vtedy, ak existuje postupnost
X = Xg, Xy X4y, X, =Y, Ze plati (xi_l,x,-) O¢ pre i=1,k. Kedze ¢ 0 S, tak (X,-_l,x,-) US aSje
tranzitivna relécia na 4, tak potom aj (x, y) gs.

Cast’ a) a ¢) odporacame Citatel'ovi ako doméce cviCenie.

Poznamendvame, ze zvysSie uvedenych tvrdeni vyplyva, Ze tranzitivny uzaver, resp.
reflexivno — tranzitivny uzaver relacie ¢ na mnozine 4 je najmensia (v zmysle inkluzie) tranzitivna,
resp. reflexivno — tranzitivna relacia na mnozine 4, obsahujica @ .

Ako sme uz vysSie povedali s uvedenymi relaciami sa Casto stretdvame v tedrii formalnych
jazykov a automatov.

2.6. Relacia ekvivalencie a rozklad mnoZiny
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V predchédzajucej Casti sme zaviedli viaceré vlastnosti relacii na mnozine. Pomocou nich

mozno definovat isté typy relacii. V d’alSich Castiach budeme podrobne rozoberat’ najdolezitejSie
typy.

Definicia 2.6.1 Relacia @ na mnoZine A sa nazjyva relicia ekvivalencie na A, ak je
reflexivna, symetricka a tranzitivna.

Teda @ je relacia ekvivalencie nad, ak @ 0 AX A a pre kazdé x,y,z 04 plati:

1. (x.x) D¢

2. (x,y)0¢ - (y,x)0¢

3. (%) 00 0(y,2)0¢) - (x,2)0¢.

Ak @ je relacia ekvivalencie na mnoZine 4, tak namiesto (x, y) ¢ niekedy pisSeme aj X~V
alebo X = . ZapiSte predchadzajice vlastnosti ekvivalencie pomocou uvedenych symbobv.

Definicia 2.6.2 Nech A je neprazdna mnozina. Systétm S U P (A4) sa nazyva rozklad
mnoziny A4, ak kazdd mnozina systému S je neprazdna. Priom S je systém po dvoch disjunktnych

mnozin s vlastnostou MES M=4

Teda rozklad mnoziny 4 je taky systém neprazdnych podmnozin mnoziny 4, ze kazdy prvok
x [ A patri prave do jednej mnoziny tchto systému.

Priklad I. Nech Z oznacuje mnozinu vsetkych celych cisel a nech m je prirodzené Cislo,
m >1. Ozna¢me symbolom 7 (0 <r< m) zvyskovu triedu (mod m), t.j. mnozinu vSetkych tych
celych cisel a, ktoré maju tvar a =kln+r, kJZ . Potom S = {(_),i,i...,m - l] je rozklad mnozZiny
Z.

Nasledujica veta ukazuje suvis medzi relaciou ekvivalencie a rozkladom prisluSnej mnoZiny.
S touto vetou sa Casto stretdvame v algebre a v informatickych disciplinach.

Veta 2.6.1 Nech 9 je relacia ekvivalencie na neprazdnej mnozine 4. Pre x [0 4 oznaéme
Alx)={y04,(x,y) 0} . Potom systém mnozin S ={A4(x) 0P (4),x04} je rozklad mnoziny 4
(nazgyva sa rozklad mnoZiny 4 indukovany ekvivalenciou @, alebo patriaci k ekvivalencii #).

Dokaz: Kazda mnozina A(x)0S je neprézdna, pretoze x 0 4(x) . Dalej ak (x,x') ¢, tak
A(x) = Ax'). Skuto¢ne, nech y0A(x). Potom (y,x)0¢ akedze (x,x')0¢, tak aj (y.,x') 0@,
relacia @ je tranzitivnou, teda y DA(x'). To znamena, ze A(x) [ A(x'). Podobne sa dokaze, Ze
Alx') O Ax).

Nech teraz (x,x') 0@, tak 4(x) n A(x') =0 . Ak by totiz nejaké y patrilo do 4(x) n A4(x'), tak
by platilo (x, y) O¢ a (y, x) O¢ apreto aj (x,x') 0@, ¢oje v spore s predpokladom.

Teda mnoziny A(x), (x04) st navzajom disjunktné a kedze x 0 A4(x) pre kazdé x4,
plati S =4.Teda S je rozkladom mnoZiny 4.

Priklad 2. Nech Z mé rovnaky vyznam ako v predchadzajucom priklade, nech m je prirodzené
¢islo, m >1. Hovorime, ze ¢islo a UZ kongruentné s ¢islom b Z podla modulu m (v oznaceni
a= m(modm) ), ak m deli rozdiel a-b. Ozname ¢ :{(a,b) UZxZ,a Eb(modm)} . Lahko
zistime, ze @ je relacia ekvivalencie na Za fiou indukovany rozklad je prave rozklad uvedeny
v predchadzajucom priklade.

Nasledujuca veta je v istom zmysle obratend kposlednej vete.

Veta 2.6.2 Nech A je neprdzdnamnozinaa S je jej rozklad. Definujme na mnozine 4 relaciu
9 takto:

¢ ={(x,y)04x4) O OSOxOM OyOM))
Potom ¢ je relacia ekvivalencie namnozine 4 a @ je fiou indukovany rozklad.
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Dékaz: Ked’ze mnoziny systému S su navzajom disjunktné je definicia relacie @ korektna.
Lahko mozno overit, ze @ je reflexivna, symetrick4 a tranzitivna relacia.

Oznaéme Sy rozklad mnoziny A indukovany ekvivalenciou ¢ . Dokazeme, ze S =S;. Nech
A(x)0 S, potom x patri do nejakej mnoziny systému S , povedzme x UM , M OS . Nech y UM .
Potom zrejme y [ A(X) a obratene, ak y [ A(X) , tak y patri do tej istej mnoziny ako x, t.j. y UM .
Teda A(x) =M  atak A(x)0S .

Nech obratene H S , potom H # 0 atak existuje x 0 H . Na zaklade definicie # potom
plati H = A(x), atak HOS,.

Priklad 3. Nech A4 ={0,1,2}. Zostrojme vSetky rozklady mnoziny 4: S; ={{0},{1},{2}} )
s, ={{o1.{2}, s5={{02L{1}, s, ={{12}.{0}}, s5={{0.L2}}. Prislusng relacie ekvivalencie

vyzeraju takto:
¢, =1, =1(0.0).(1.1).(2.2)
¢, =1, 0{(01).(Lo]
¢, =1, 0{(02).(2.0)
¢, =1, 0{(12).(2.1)
¢, =AxA.

Priklad 4. Ktorym ilustrujeme vysSie uvedené vysledky poznate uz zo strednej Skoly. Ide
o priklad, ktory objastiuje rozdiel medzi zlomkom a racionalnym c¢islom. Oznaéme znakom W

mnozinu v$etkych zlomkov % , p-qUZ, ¢#0. Piseme %,%ﬁjqﬁ , ak pq' =p'q. Thned

vidno, Ze takto definovana reldcia na mnozine W je reflexivna a symetrickd. UkaZeme, Ze je aj

tranzitivna. Nech teda %,%ﬁ]cb asucasne aj EPAUP A'ﬁjd)' Potom pq =p'q a

P'q" =p"q" . Nasobme prva rovnost ¢ # 0. Dostavame pq'q" = p'qq". Ak dosadime za p'q"
z druhej rovnosti, dostaneme p'q" =p"q, teda %,p A uﬁ]¢. Teda relacia @ je relécia

ekvivalencie na mnozine W.

Na zdklade vysSie uvedeného tvrdenia sa mnoZina W rozpadd na triedy navzijom
ekvivalentnych prvkov, kazdu z tychto tried nazyvame raciondlnym c¢islom. Za jej reprezentanta
mozno vziat' jej l'ubovolny prvok a kazdé racionalne ¢islo mozno vyjadrit’ hociktorym z nekonecne
mnoho (navzajom ekvivalentnych) zlomkov.

2.7. Ciasto¢né usporiadanie a usporiadanie mnoziny

V tejto Casti vylozime zakladné poznatky o d’alSom dolezitom type reldcii a usporiadani.

Definicia 2.7.1 Relacia na mnoZine 4 sa nazyva €iastoéné usporiadanie mnoZiny A4, ak je
asymetricka a tranzitivna. Reldcia na mnozZine 4 sa nazyva (linearne) usporiadanie mnoZiny A4, ak
je asymetrickd tranzitivna a trichotomickd. Teda usporiadanie mnoziny A je kazdé ciastocné
usporiadanie, ktor¢ je trichotomické na mnozine 4.

Formélnejsie, relicia ¢ na mnozine A4 je &iastoéné usporiadanie mnoziny A, ak pre kazdé
x,y,z U A4 plati:

L (xy)0¢ - (v.x]0¢

2. (x,y)0¢0(y,2)0¢ - (x,z)0¢ .

45



Uvod do diskrétnych §truktur

Ak navyse prekazdé x, y U 4 plati:
3. (x = y) D(x,y) O¢ D(y,x) 0@, ¢o je ekvivalentné

3. x#y - ((xy)0¢0(y.x0¢),
tak @ je usporiadanie mnoZiny A.

Ak Aje mnozina a @ je jej usporiadanie (resp. ¢iastoéné usporiadanie), tak hovorime, Ze
mnoZina A je usporiadana (resp. Giastoéne usporiadana) relaciou @ a zapisujeme to v tvare (A,¢) ,
alebo (A,<) , ak namiesto (X, y) O¢ piseme X <. Uvedeny zapis je motivovany tym, Ze pre ti isti
mnozinu mozno vo vseobecnosti definovat’ viacero Ciastocnych usporiadani. PresnejSie, usporiadana
mnozina 4 je vlastne usporiadana dvojica (A, ¢) , kde relacia @ je usporiadanie mnoziny A.

Ak namiesto (x, y) O¢ piseme X <V, tak je prirodzené stotoznit’ znak ¢ so znakom <, teda
napr. (<) [0 Ax A, ak <je usporiadanie mnoZiny 4 a pod.

Pozndamka: V matematickej literatire niektori autori namiesto terminu ¢iastocne usporiadanie
pouzivajui termin usporiadanie a v tomto pripade sa namiesto terminu usporiadanie hovori linearne
(alebo totalne) usporiadanie. My sa budeme drzat’ v nasom texte definicie, ktort sme zaviedli vyssie.

Priklad I. a) Nech N je mnoZina prirodzenych &isel, definujme na N relaciu @ takto:
(x, y) 0¢ < y—x>0.Lahko nahliadneme, Ze uvedena rel4cia je asymetrickd a tranzitivna, ak X # ¥
pre x,y ON tak bud x =y >0 alebo ¥y —x >0 teda @ je usporiadanie mnoziny N.

b) Na mnozine N vietkych prirodzenych &isel definujme relaciu @ takto; ak @,b 0N | tak
(a,b) 09 prave vtedy, ked’ a|b (tj.adelib)a a #b. Zrejme 9 je &iastoéné usporiadanie mnoziny
N. Nie je to ale usporiadanie mnoziny N, pretoze napriklad (3,5) O¢ asacasne (5,3) O¢.

¢)Nech S je systém mnozin. Definujeme na S relaciu @ takto. Pre 4,B0S je (4,B)0¢
prave vtedy, ked” 4 10 B a sucasne 4 # B, t.j. prave vtedy, ak 4 [0 B. Lahko sa mdzeme presvedgit’,
7¢ 9 je Giastoéné usporiadanie mnoziny S (hovorime tieZ, Ze v tomto pripade mnoZina S je
¢iastocne usporiadana inkluziou). Namiesto (S ,¢) sa zvykne pisat’ aj (S ,D) , aj ked’ presne vzaté [
nie je relacia. K omylu vSak nemdze dojst. Lahko zistime, ze Ciastocné usporiadanie generované
inkltziou [ nemusi byt’ linedrnym usporiadanim kazdého systému mnozZin, staci ak vezmeme systém
P (A), kde A4 je aspon dvojprvkova mnozina. V pripade, ze 4 ={a,b} , tak mnoziny {a},{b} nie st
v inkluzii.

Poznamka: VSimnime si, ze v ¢iastoCne usporiadanej mnozine (A, <) pre ziaden prvok x
neplati X <X, je to dosledok asymetri¢nosti ¢iastoéného usporiadania. Takisto, ak by platil vyrok
x <X, tak potom vyrok X <X je nepravdivy a implikacia X <X — 7 X <X by bola v tomto pripade
nepravdiva, ¢o je v spore s tym, ze Ciastocné usporiadanie je asymetricka relacia na mnozine.

Ak (A4,<) je (Ciasto¢ne) usporiadand mnozina a X,y U 4, tak definujeme nerovnost’ X <y
vzt'ahom

x<y o (x<y)Ox=y)

Vsimnime si, Zze z podmienky * <V vyplyva X < ), ale obréatene nie, teda X < ¥ neimplikuje
vo vieobecnosti X < .

Pozndmka: V niektorych knihach sa pod ¢iastoénym usporiadanim mnoziny 4 rozumie taka
relacia @ , ktoré je reflexivna, tranzitivna a antisymetricka, t.j.

(x,y)0¢ O(y,x)0¢ - x=y
Vtom pripade je ? usporiadanie, ak navySe @ je trichotomicka relacia. Lahko sa mozeme
presvedcit’, ze takto chapané Ciastocné usporiadanie a usporiadanie zodpoveda ,,neostrej* nerovnosti
<. V nasom texte povieme vzdy o aky druh ciastoéného usporiadanie a usporiadania ide, t.j. ¢i ide o
,,0stri® nerovnost’ <,alebo ,,neostru* < nerovnost’.
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Nakoniec eSte zavedieme dva dolezité pojmy. Prvok a ¢iastocne usporiadanej mnoziny (A, <)
sa nazyva minimalny (resp. maximalny) prvok, ak pre ziadne x4 neplati X <a (resp. a <X).
Prvok b ¢iasto¢ne usporiadanej mnoZziny (A, <) sa nazyva prvy alebo najmensi prvok mnoziny 4, ak
pre kazdy prvok x A, x # b plati b <x. Podobne b je najvicsi alebo posledny prvok mnoziny 4,
ak pre kazdé xUU A, x #b plati x<b.

Vsimnime si, Zze najmensi (najvacsi) prvok Ciasto¢ne usporiadanej mnoziny je sucasne jej
minimélnym (resp. maximalnym) prvkom. Obratené tvrdenie neplati, ako vidiet’ z tohto prikladu.

Priklad 2. Nech A je mnozina vSetkych prirodzenych cisel vacSich ako 1. Potom 4 je
podmnozinou mnoziny N &iastoéne usporiadanou relaciou @ = { (a,b) O AX A, adelib, sacasne a # b} )
Je zrejmé, ze kazdé prvocislo je minimalnym prvkom mnoziny 4 a pritom 4 nema najmensi prvok.
Naproti tomu mnozina N* = {1, 2, 3,...,n,...} Giastogne usporiadana relaciou @ ma najmensi prvok, je
nim ¢&islo 1, ktoré je si¢asne aj minimalnym prvkom (jedingm) mnoziny n*. Dalej si viimnime, Ze
mnozina 4 nema maximalny a teda ani najvacsi prvok.

Pozndamka: Celkom na zaver tejto ¢asti poznamendvame, Ze pojem prvy prvok je dolezity pri
zavadzani takych pojmov ako je dobre usponiadana mnozina a s tym suvisiaci ordinalny typ.

2.5.-2.7. CVICENIA

1) Zistite, &i relacia ¢ O RxR, ¢ ={(x,y),x <)} je reflexivna, symetricka, antisymetricka,
tranzitivna

2) Dokazte, ze relacia ¢ 0ZxZ, (x,y) 0@ prave vtedy, ked’ 3 deli X~V je reflexivna,
symetricka, tranzitivna.

3) Ukazte, 7e ak relacia @ 0 A% 4 je symetricka a antisymetricka, tak ¢ 0{(a,a);a 04} .

4) Ak @ a ¥ surelacie ekvivalencie na mnozine A4, tak @ N je relacia ekvivalencie na A4,

¢ UY nemusi byt relacia ekvivalencie na A.

5) Nakreslite orientovany grafrelacie ¢ na mnozine 4, ked’
a) A={12,...10}, ¢ ={(1,2).(3,5).(2.2),(5.3).(8,9)}

b) 4={a.b.d, ¢ =(la.a).(a.b).(b.c|.c.a).(a.c} .

6) Zistite, &i relacia @ na mnozine R je reflexivna, symetricka, tranzitivna, ak:
a) (x,y)0¢ prave vtedy, ked 2x =3y

b) (x y) O¢ prave vtedy, ked X2y, X # y

¢) (x,y)0¢ prave vtedy, ked X<y

d) (x y) O¢ prave vtedy, ked X<y alebo x =3y,

7) Zistite, ¢i relacia ) je na mnozine N* ekvivalencia, ostré alebo neostré ¢iastoéné
usporiadanie alebo linearne usporiadanie.
a) (xy)0¢ prave vtedy, ked’ y —x =0
b) (x,y)0¢ prave vtedy, ked’ x —y =2
c) (X, y) O¢ prave vtedy, ked’x, y st nesudelitelné.
(x,7)

d) O¢ prave vtedy, ked x = 2

8) Korko relacii ekvivalencie je mozné definovat’ na mnozine 4, ak A = {1,2,3,4} .
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9)

10)

11)
12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

Zistite, &i relacia @ na mnoZine 4 je relaciou ekvivalencie, priom
a) A4={1,2,3,456,7,89,10 aplati (x,y) 0@ prave vtedy, ked 2 deli * +
b) 4=N"a (x, y) ¢ prave vtedy, ked’x deli y alebo y deli x.
¢) A=R alx,y)0¢ prave vtedy, ked'x deli y alebo y deli x

Nech ¢ je relcia ekvivalencie na mnozine 4. Je ¢! tiez relécia ekvivalencie na mnozine
A?

Nech 4 # [0 . Je niektora z relacii U, 4% 4 relacia ekvivalencie na 4?

Nech Z, Q, R je mnozina vSetkych celych, racionalnych, resp. vSetkych redlnych cisel.

OznaCme
¢ ={(x,y) ORxR; x—yD 2}

¢ ={(x,y)DORxR; x-y 00
Dokazte, e ® a ¥ si relacie ekvivalencie na R. Opiste rozklady mnozin R indukované
tymito reldciami.
Nech A4 je mnozina. Je U, resp. AxA Ciastocné usporiadanie mnoziny A4? Je to
usporiadanie mnoziny A?
Nech @ je neprazdny systém &iastoénych usporiadani mnoziny. Dokazte, ze aj N @ je
Ciastocné usporiadanie mnoziny. Plati podobné tvrdenie aj pre neprazdny systém
usporiadani mnoziny A4?

Dokézte, ze ak @ je usporiadanie mnoziny 4, tak aj ¢_1 je usporiadanie mnoziny 4.
(Usporiadanie ¢_1 sa nazyva opaéné usporadanie k usporiadaniu ).

Nech @ je &iastoéné usporiadanie neprazdnej mnoziny 4. Dokazte, ze @ nie je relacia
ekvivalencie na 4. Ako je to vpripade 4 # [ ?

Ngjdite priklad reldcie na neprazdnej mnoZine A, ktora nie je ani Ciastocnym

usporiadanim, ani reldciou ekvivalencie.

a) Dokazte, ze v usporiadanej mnozine sa pojem minimdlneho prvku zhoduje s pojmom
najmensieho (prveého)prvku a pojem maximalneho prvku spojmom najvacsieho

(posledného prvku).

b) Dokazte, ze usporiadand mnozinama najviac jeden maximalny anajviac jeden
minimalny prvok.

c¢) Nech 4 je ¢iastocne usporiadand mnozina, ktord mé prave jeden minimalny prvok a.
Je pravda, ze potom a je najmen$im prvkom mnoziny 4?
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2.8. Zobrazenie

Velmi dolezitym pripadom relacii su zobrazenia alebo funkcie, ktoré predstavuji jeden
z najdolezitejSich pojmov stcasnej matematiky. S pojmom zobrazenia sme sa uz obozndmili na
strednej Skole. Pod zobrazenim f: X — Y sme chépali akysi predpis, ktory kazdému prvku x 0 X
priradi nejaky prvok ¥ Y . Aby nasa predstava o zobrazeni bola korektna je potrebné upresnit’, ¢o je
to predpis. Dalej na strednej $kole nam povedali, ¢o je to graf funkcie, zobrazenia. V podstate, je to
definovanie funkcie, zobrazenia ako Specidlnej relacie. S takymto ponatim vystatime, ak sa
zaoberame funkciami, zobrazeniami definovanymi na mnozinach. Ked’Ze v naSich tvahach sa
zaoberame v prevaznej miere funkciami definovanymi na mnozinach, budeme definovat’ zobrazenie
ako Specialny typ relacie. Skor nez to urobime poznamendvame, ze ak niekedy v matematike
pouzivame zobrazenia definované na vSetkych mnozinach (t.j. zobrazenia, ktoré kazdej mnoZine
priradia nejakd hodnotu), vieme, Ze vSetky mnoZziny netvoria mnozinu. Napriklad v nasledujicich
Castiach naSho textu v pripade, ked’ kazdej] mnozine priradzujeme jej mohutnost. V takychto
pripadoch treba interpretovat’ zobrazenie ako predpis. Treba ale presne povedat’, ¢o je to dovoleny
predpis. Poznamenéavane, ze terminy zobrazeniea funkcia st synonymami.

Definicia 2.8.1 Zobrazenim f zmnoziny X do mnoZiny Y nazyvame relaciu f U X XY ak
ku kazdému x 0 X existuje prave jedno také ¥ Y | Ze dvojica (x, y) ar.

Podrobnejsie: relacia f zmnoziny X do mnoziny Y (alebo medzi prvkami mnozin X a Y
v uvedenom poradi) sa nazyva zobrazenie (funkcia) mnoziny X do 7, ak plati:

x0X 0y
2. xgxygyygy((x,y)ﬂf O(x,y')0f) - y=y"

Nazornu predstavu o zobrazeniach (funkciach) ziskame v pripade, ked” X =Y = R, vtedy hovorime,
ze ide o funkcie realnej premennej sredlnymi hodnotami. Ak pouZzijeme obvyklu pravouhla
suradnicovi sustavu, potom kazda relacia @  RX R sa javi ako istd podmnozina roviny. Na obr.1 je
graficky znazornena relacia @ , jej graf tvoria body obdiznika M.

A

df %//

)

——

Obr. 1

Tato reldcia nie je zobrazenie, pretoze napr. k bodu Xo existuje nekonecne vela y, ze (xo,y) O¢

(tieto body y vyplaji cely interval na osi y a to interval <C, d > .

Naproti tomu relacia znazornena na obr. 2 je zobrazenie.

49



Uvod do diskrétnych $truktar

X

QO - ——-

Obr. 2

Pripominame niektoré oznadenia. Ak f je zobrazenie mnoZziny X do mnoziny Y, tak tento fakt
zapisujeme f :X — Y. Namiesto (X, y) Uf pisSeme f (X) =y. Prvok yOY sa nazyva hodnota
zobrazenia /v prvku x.

Dalej, ak 4 0 X , tak znakom f (A) oznadujeme mnozinu vietkych tych ¥y UY | ku ktorym existuje
xOA,zey :f(x).Teda:

#4) =0y 0r0a0y = /(x)

Mnozina f (A) sa nazyva obraz mnoziny A v zobrazeni /. MnoZina X sa nazyva obor definicie
zobrazenia f: X — Y, Y sanazyva obor hodnét zobrazenia f . Pripistame aj moznost Y # f (X )
(tj. plati f (X ) UY). Ak f (X ) =Y, tak f sa nazyva surjektivne zobrazenie, alebo skritene
surjekcia (niekedy sa surjekcii hovori aj zobrazenie mnoziny X na mnoZinu Y). Pripominame este, Ze
zobrazenie f : X — Y je prosté alebo injektivne (nickedy hovorime tiez, ze f je injekcia), ak f
nadobtda v roéznych prvkoch mnoziny X rozne hodnoty. PresnejSie, ak X,y X a X# ) tak
f (x) zf ( y) . Zobrazenie f : X — Y nazyvame bijektivne, ak je injektivne a su¢asne surjektivne.

Niekedy je tcelné zmensit’ obor definicie danej funkcie, s tymto typom funkcii sa stretavame
Casto v teoretickej informatike, napriklad v tedrii algoritmov.

Definicia 2.8.2 Ak f:X - Y je funkciaa 4 0 X, tak znakom f | 4 oznaujeme funkciu
g:4 - Y definovani takto; pre x4 plati f(x) =g(x), tj. fl4=fn (AXY). Funkcia
g = f'| 4 sanazyva parcialnafunkcia k funkcii f*, alebo zaZenie funkcie f (na mnoZine A).

Pozndmka: V te6rii rekurzivnych funkcii sa parcidlne funkcie nazyvaji ¢iastocné.

Priklad 1. Nech R je mnoZina vietkych redlnych ¢isel a Ry mnoZina vietkych nezapornych

realnych ¢isel. Nech
JiiR >R, f5:R - Ry, f3:Rg -~ R, f4:R; — Ry
s zobrazenia definované rovnakym predpisom fl(x) = x? pre i=1,2,3,4, VSimnime si
predovsetkym to, ze vSetky Styri zobrazenia su zobrazenia v zmysle nasej definide, napriklad
h :[(x,y) ORXR;y =x2r

pri¢om mnozina vpravo existuje na zaklade axidomy teorie mnozin (pri¢om vyuzivame ti skuto¢nost’,
Zze Rje mnoZinaaze y = x? je pripustna funkcia — to aleje mozné v ramci teérie mnozin dokézar).

Dalej fs=/fi|Ry a fy =f>|R; st ziZenia funkcii. Zobrazenie f, nie je ani surjektivne,
ani injektivne, f, je surjektivne, ale nie je injektivne, f3 je injektivne, ale nie je surjektivne
anapokon f3 je bijektivne. St to teda $tyri rozne funkcie (ak berieme do Gvahy ich obory definicie
a obory hodnét).
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Pravda, z hl'adiska tedrie mnoZin je f; = f t4 istd relacia a podobne aj f3 = /4.

Tento zdanlivy rozpor mozno jednoducho vysvetlit. Zobrazenie f:X — Y je vlastne
usporiadand trojica ( XY ) Mnozina X je ale jednozna¢ne urdend relaciou f - je to mnoZina
vietkych prvych suradnic prvkov (t.j. dvojic) mnoziny [ . Preto kazdé zobrazenie f/ : X — ¥ mozme
jednoznacne reprezentovat’ usporiadanou dvojicou ( .Y ) a rovnost’ dvoch zobrazeni potom chapeme
ako rovnost dvoch usporiadanych dvojic. Len vtomto pripade méa zmysel hovorit' o tom, ¢i
zobrazenie je surjekcia alebo bijekcia (to, i je zobrazenie injektivne, nezavisi od oboru hocot Y).

Poznamenavame, Ze v matematickej literatire sa mozeme stretnit’ s obidvoma chépaniami
rovnosti zobrazeni. V algebre a pribuznych odboroch sa obyc¢ajne zobrazenie chape ako usporiadana
dvojica, v matematickej analyze sa naproti tomu pokladaju za rovnaké aj funkcie, ktoré nemaju
rovnaky obor hodndt. M4 to svoje opodstatnenie.

V nasom texte budeme véacsinou chépat’ rovnost’ zobrazeni ako rovnost’ relacii, t.j. nebudeme
brat’ do ivahy obor hodnét. V tych pripadoch, ked’ pouzijeme ,,algebraick interpretaciu rovnosti
dvoch funkeii, to bude z kontextu zrejmé.

Pre tplnost’ este uvedieme niektoré vlastnosti funkcii zname zo stredoskolského uciva.

Veta 2.8.1 Ak [ je injektivne zobrazenie mnoziny X do Y, tak f ! je bijektivne zobrazenie
mnoziny f (X ) do X.

Dokaz: Nech Z = f(X). Nech z0Z. Potom existuje také xO X, Ze plati flx)=z.
(Vyuzili sme definiciu mnoziny Z), teda (x, z) ar, apreto(z,x) af 1. Teda relacia f 1 mé prva
vlastnost’ definicie zobrazenia. Ak by platilo, ze (z,xl) af 1 asucasne aj (z,xz) 0 f 1 tak
(x1,2) 0 f a(x,,2) 01, kedze f je prosté zobrazenie, dostdvame ¥, = x,. Teda 77! ma aj druhu
vlastnost’ zobrazenia. To Zze f “! je surjektivne zobrazenie vyplyva ztoho, Ze zobrazenie f je
definované na mnozme X. Nakoniec dokdzeme, Ze f “!' je aj injektivne zobrazenie. Ak totiz
(yl,x) Df_l a sicasne aj (yz,x) Df_1 a ¥ Z,, potom ked?e f je zobrazenie (x,yl) Uf a
(X, yz) U f dostavame, ze y; = ¥, , ¢o je spor z predpokladom.

Ako dosledok predchadzajicej vety uvadzame tvrdenie.

Veta 2.8.2 Ak je f bijekcia mnoziny X na ¥, tak f ! je bijekcia mnoziny Y do X.

Poznamenavame, ze f_1 :{(y,x) OYxX, (x,y) Df} .

Veta 2.8.3 Nech f:X - Y a g:Y — Z_  Potom zlozena relacia g°f je zobrazenie
mnoziny Xdo Z. Poznamenavame,¥e g° f ={(x,z) 0(X,Z)| v,y OY,(x,y) 0 f O(y,z) O g} .
Doékaz: Ukazeme, 7e g° f spliia obidve podmienky zobrazenia. Nech x je l'ubovolny prvok
mnoziny X, kedze f je zobrazenie mnoziny X do mnoziny Y, tak existuje prave jedno yUY | ze
(X, y) O f, stéasne g je zobrazenie mnoziny Y do Z, tak existuje prave jedno zZ, ze ( Y, z) Ug,
ateda (x,z) Hgo f.
Zhrnutim dostavame: pre l'ubovolné x patriace X existuje prave jedno z [0 Z, ze plati (x, z) Ogof.
Pozndmka: Vsimnime si, ze pri oznaceni pouzitom vo vyssie uvedenej vete pre kazdé x L X

plati (g f)(x) = g((x)).

Zobrazenie g° [ sa nazyva zloZené zobrazenie alebo kompozicia zobrazeni / ag. V mnohych
matematickych knihéach sa to isté zobrazenie zapisuje aj v tvare f ° g, t.j. v obratenom poradi. My
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budeme zésadne pouzivat oznadenie g° f, tj. zloZzené zobrazenie aplikujeme tak, Ze najskor
aplikujeme pravé zobrazenie f a potom l'avé zobrazenie g. V analyze nazyvaju / vnitorna zlozka
a g vonkajsia zlozka zlozeného zobrazenia g © /.

Na zaver tejto Casti eSte uvedieme tvrdenie, ktoré charakterizuje skladanie zobrazeni.

Veta 2.8.4Nech /X - Y ag:¥Y - Z
a) Ak f, g suinjektivne zobrazenia,tak aj g ° f* je injektivne zobrazenie
b) Ak f, g st surjektivne zobrazenia,tak aj g ° f* je surjektivne zobrazenie
c) Ak f, g su bijektivne zobrazenia,tak aj g ° f* je bijektivne zobrazenie

Dokaz: Uvedieme strué¢ny dokaz tychto tvrdeni. VSimnime si, ze posledné tvrdenie vyplyva
z predchadzajtcich dvoch tvrdeni. Nech x;,x, su dva rdozne prvky mnoziny X, ked’ze / je injektivne
zobrazenie mnoziny X do mnoziny Y, tak aj y;,y, UY sa rozne, priCom plati y; = f (xl) a
Yo =f (xz) . Ked’Ze zobrazenie g je injektivne zobrazenie mnoziny Y do mnoziny Z, tak dva rozne
prvky yi,¥, 0Y sa zobrazenim g zobrazia na dva rozne prvky zy,z, UZ . Zhrnutim dostavame, Ze
Tubovol'né dva rozne prvky x;,x, X sa zobrazenim g © f zobrazia na dva rézne prvky z;,z, 0Z
. Teda g° f je injektivne zobrazenie mnoziny X do Z. Obdobne postupujeme aj v pripade dokazu
surjetivnosti zobrazenia g ° /. Ked'ze / je surjektivne zobrazenie mnoziny X na Y, tak ku kazdému
prvku yOY | existuje aspon jedno také xOX, ze y=f (X), dalej g je surjektivne zobrazenie
mnoziny Y na Z, t.j. ku kazdému prvku z[Z existuje asponi jedno také y Y, ze plati z = g( y) ,
z uvedeného vyplyva, ze pre kazdé z[1Z existuje aspon jedno x U X, Ze plati z = g( f (X)) . Teda
g° f je surjektivne zobrazenie mnoZiny X na Z.

2.8. CVICENIA
1) Rozhodnite, ktoré zuvedenych relacii su zobrazenia
a) {(x,y) DR |2 =2
b) [(x,y)DR2 | x? :y2 DyZO]
0 {[x.y)0ZxN|x=yOx=-)
d) {(x,y) UZxZ| xdeliy}
2) N4jdite obor definicie a obor hodndt tychto zobrazeni (urcte, ktoré su injektivne):
a) {(x.)) DR [Inx = y2 Oy 2 0]
b) (n,m) ON?|n= 2m+lJ
2
x* -1H
c)jxﬂDRﬂy= i
x-1
&) {(x,y) DR [y = x +1]
3) Zostrojte prosté zobrazeniemnoZiny 4 na mnozinu B, ked’
a) A je mnozina vSetkych priamok vrovine, B = R X R
b) 4 je mnozina vSetkych kruhov vrovine B = RX R X (0,00)

c) AI[()c,y)DRZ;x2 +y2 Sl} , B:<_1,1>X<_1,1>.

4) Rozhodnite, ¢iplati f = g . Svoje tvrdenie zddvodnite.

2 _
a) flx) =21

x—1

, glx)=x+1
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5)
6)
7

8)

9)
10)

11)
12)
13)

14)

15)

16)

17)

1 1
b) f(x)=|;’ g(x):_,prethO, g(x)=1, prex=0

[x
c) f(x) =-Inx, g(x) =1n§
4
-1
d) f(x,y)=i2 gl ==

Zostrojte mnoziny X, Y a zobrazenie f : X — Y, tak, aby relacia f ! nebola zobrazenie.
Mo6zZe byt Ciastocné usporiadanie mnoziny A zobrazenim A do 4 ?

Nech f:X - Y anech ¢ :{(X,y)DXXYIf(X):f(y)}. Dokézte, ze @ je relacia
ekvivalencie na X a opiSte rozklad mnoziny X indukovany touto ekvivalenciou.

Nech A # 0. Dokazte, ze zobrazenie f:4 — A je relaciou ekvivalencie na mnoZine
A prave vtedy, ked pre kazdé x 0 4 plati f(x)=xtj.ked f je identické zobrazenie.

Ak [ je prosté zobrazenie, tak pre 4,4’ O X plati f(A) - f(4")=f(4-4').

Nech 4 je mnozina. Dokazte, ze U je jediné zobrazenie mnoziny U do 4. Je to injektivne
zobrazenie ?

Dokazte, ze ak A # [, tak neexistuje zobrazenie f : 4 —» 0.

Nech zobrazenie f : X — Y nie je injektivne. DokaZte, Ze potom X # [ #Y

Nech f:X -Y a g:Y - X anech g°f je identické zobrazenie. Dokazte, ze [ je
injekcia a g surjekcia. Dokazte, ze / nemusi byt surjekcia a g injekcia.

Nech f:X - Y ag:Y - X Nech g°f a f°gsuidentické zobrazenia. Dokazte, ze f
a g st bijekciea g = 1.

Nech 4:X - X . Dokaze, ze vyrok he f =hog [ f =g plati pre kazdé dve zobrazenia
f>g&:X - X prave vtedy, ked'/ je injektivne zobrazenie.

Nech /h:X - X . Dokazte, ze vyrok feh=gch - f =g plati pre kazdé dve funkcie
f,g:X - X prave vtedy, ked'/ je surjekcia.
Nech f: X - X . Potom
a) / je surjekcia prave vtedy, ked’ existuje také g : X — X | f°og jeidentické
zobrazenie 1,
b) / je injekcia prave vtedy, ked’ existuje také g: X - X ze go f =1,
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2.9. Mohutnosti mnozin

Mohutnost’ mnoziny alebo kardindlne ¢islo mnoziny je zovSeobecnenie pojmu pocet prvkov
mnoziny. Ak si v§imneme rozli¢né mnoziny, vidime, Ze niekedy mozno (aspoi teoreticky) urcit’ pocet
prvkov v mnozine. K takym mnoZindm patri mnoZina vSetkych Studentov prislusnej fakulty, mnozina
ucastnikov — divakov futbalového zapasu, divadelného predstavena, koncertu, atd’.

Kazda z tychto mnozin obsahuje kone¢ny, aj ked mozno pre nas nezndmy pocet prvkov.
Naproti tomu existuji nekoneéné mnoziny, ako napriklad mnozina vsetkych prirodzenych cisel,
redlnych ¢isel, priamok v rovine a podobne. Ak hovorime, Ze mnoZina obsahuje nekone¢ny pocet
prvkov alebo, Ze je nekonecnd, myslime tym, ze ak vyberdme postupne po jednom rozlicné prvky
danej mnoziny, po kazdom vybere v tejto mnozine este zostand prvky.

V stilade s vyssie povedanym uvedieme najskor, kedy dve mnoziny majirovnaki mohutnost’.

Definicia 2.9.1 Nech A, B st dve mnoziny. Budeme hovorit, Ze mnoziny 4, B maju rovnaku

mohutnost’ alebo rovnaky pocet prvkov, piSeme |A| = |B , ak existuje prosté zobrazenie mnoziny

A na mnozinu B, teda bijekcia.

Priklad 1. Mnoziny {0,1,2} a {3,4,5} maji rovnakd mohutnost’ lebo existuje prosté
zobrazenie f mnoZiny {0,1,2} ma mnozinu {3,4,5} napriklad f (0) =3,f (1) =4, f(2)=5. Podobne
mnoziny (O,l) a (0,2) maju rovnakd mohutnost’ lebo zobrazenie f (x) =2x proste zobrazuje
mnozinu (O,l) na (0,2). Taktiez mnoziny N a N maju rovnak(i mohutnost, lebo zobrazenie
f(n) =n+1 je bijekciamedziNa N*.

Vztah ,mat’ rovnaki mohutnost* je reflexivny, symetricky a tranzitivny. Vyjadruje ho
nasledujuca veta.
Veta 2.9.1:
a) Pre kazdi mnozinu A plati |4| =|4
b) Ak |4 =[B[, potom [B| =[],
c) Ak |4 =1B], |B|=|C|, tak |4 =|C].
Dokaz: a) Zobrazenie 1, (x)=x,x04 je prosté a na mnoZzine A4.
b) Ak [4]=|B
mozZno nahliadnut’, Ze inverzné zobrazenie f "1 B _, A existuje, ktoré je prosté a na mnozine A.
¢) Ak |4 =|B|, |B|=|C

bijekcie. Potomaj g ° f* je bijekcia medzi mnozinami4 a C.

2

b

, tak podla definicie existuje prosté zobrazenie f : A — B . Lahko

, tak existuju zobrazenia f:4 - B a g:B - C ktoré su

b

Priklad 2. a) Ak a <b, tak existuje bijektivne zobrazenie f : (0,1) - (a,b) . Staéi polozit’
f(x)=a+ (b - a)x pre x[J (0,1) , (pozri obr. 1). Podla vysSie uvedenej vety potom aj pre 'ubovolné
(C,d“. Nech f:(a,b) - (0,]) je
bijektivne zobrazenie, potom aj g: (O,l) - (c,d), potom go f: (a,b) - (c,d) je bijektivne
zobrazenie.

dva otvorené intervaly (a,b), (c,d) , a<b, c<d, plati |(a,b)| =

g

b) Funkcia Z&X proste zobrazuje interval E‘ s na mnozinu R (pozri obr.1). Teda

SIE

p

T
Y @: |R| . Podra predchadzajicej vety a Gasti a) nasho prikladu plati, Ze |(0,1)
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I
N[Ny

Obr. 1
Pozndmka: Uvedeny vysledok hovori o tom, ze ,,Cast™ (0,1) ma rovnakt mohutnost’, ako
»celok R — mnozina vSetkych realnych cisel. Je to trocha v spore s nasou predstavou, ze ,,Cast™ je
mensSia ako ,,celok*, teda podmnoZina mé menSiu mohutnost’ ako mnozZina.
Po matematickej stranke je vSetko v poriadku, nemdzu byt’, proti presne sformulovanému
matematickému vysledku ako faktu, Ziadne namietky.
Zavedieme d’alSie pojmy tykajice sa porovnania mohutnosti mnozin.

Definicia 2.9.2 Nech A, B s mnoziny. Budeme hovorit, Ze mnozina 4 ma mohutnost’

menSiu alebo rovnu ako mnoZina B a pisat’ |A| < |B , ak existuje injektivne zobrazenie f:4 - B.
MnoZina A ma mohutnost’ mensiu ako mnoZina B, piseme |4| <|B|, ak |4 <|B| anie je |4| =|B|.

Priklad 3. a) Interval (0,1) ma mohutnost’ mensiu alebo rovnaku ako interval <0,1> , lebo 1(o))
je prosté zobrazenie mnoziny (0,1) do (0,1).

b) Mnozina {0} mé& mohutnost mensiu ako mnozina (0,1). Existuje prosté

. Ale neplati |{ 0}| = ‘<0,1>

zobrazenie f :{0} - (0,1), napriklad f(0) =%. Teda |{ 0}| < ‘<0,1> . Ak g je

zobrazenie z (0,1) na {0}, tak nume g(0) = g(1) = 0 a teda nie je prosté.

Pozndmka: Viimnime si nasledujuci fakt: |4 <|B| vtedy a len vtedy, ak existuje C 0 B taka,
7e |4|=|C|. Skutotne, ak |4|<|B
c=f (A) ,tak CO B a f je prosté zobrazenie na mnozinu C, t.]. |A| = |C| . Ak zase naspét’ existuje
C 0 B taka, ze |4 =|C

, tak existuje prosté zobrazenie f:4 — B. Ak oznatime

, tak existuje prosté zobrazenieg z A na C. Potom g je prosté zobrazenie 4 do
B ateda |A| < |B | . Na zaklade tejto pozndmky dokéZemenasledujicu vetu.
Veta 2.9.2 Nech 4, B, C st mnoziny potom plati:
a) Ak |4 =|B]. tak |4 <|B],
b) Ak |4 <[B| a [B[<|C], tak |4|<|C],
¢) Ak |4]=|B] a |B <|C], tak 4] <|C].

Dékaz: a) Ak |4 =|B

, tak existuje bijektivne zobrazenie f : 4 — B ktoré je samozrejme

aj injektivne a teda |4 <|B.
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b) Ak |4 <|B|, tak existuje B' O B, 7e |4 =|B'|, ak |B| <|C|, tak existuje C' O C,
e |B|=|C'|. Teda f:4 - B' je bijekcia a taktiez g : B - C' je bijekcia. Potom g|B' o f: 4 - C

je injektivne zobrazenie mnoZiny A do mnoziny C a teda |A| < |C | .
c) Ak |4 =|B|, tak f:4 - B je bijekcia, ak |B|<|C|, tak g:B - C je injektivne
zobrazenie, ktoré nie je surjektivne. Oznaéme g(B)=C'0C, C'#C. Potom g°f:4 - C' je

bijekcia medzi mnozinami 4 a C' a injekcia medzi mnozinami 4 a C, teda || <|C] .

A <|B

D4 sa Cakat, Ze vztah ,, “ je antisymetricky, t.j. ak |4 <|B| a stcasne |B|<|4|, tak

|4| = |B|. Ako uvidime, je to pravda, ale dokaz nie je celkom trivilny.

a [(0.1)

(0,1) T(0,1) adruha nerovnost vyplyva z nasledujiceho, uvazujme a <b, pricom 0<a <b<l

< |(0,1) . Prva nerovnost’ je zrejma z toho, Ze

<fos

Priklad 4. Zrejme plati [(0,])

a definujme zobrazenie f :(0,1) - (a,b) takto: f (x) =a+(b-a)x, toto zobrazenic je prosté ana,
tym sme zarucili existenciu prostého zobrazenia intervalu <0,1> do intervalu (0,1) . Ako vsSak teraz
najst’ prosté zobrazenie z <0,1> na (0,1) ? Neskor takéto zobrazenie ndjdeme. Poznamendvame, Ze
také zobrazenie nemdze byt spojité.

Potiaz spo¢iva vtom, Ze zdvoch prostych zobrazeni f:4 - B a g:B - A chceme

zostrojit’ jedno prosté zobrazenie 4 : A — B mnoziny A na mnozinu B. Zobrazenie f je prosté, ale k
tomu aby bolo ,,na*, mu ,,nie¢o* chyba: B — f(A4). Tam je sice definované prosté zobrazenie g. Keby

sme zobrali prosté zobrazenie g_l : g( B) - B, tak je sice ,,na* mnozinu B, ale zasa ,,nieCo* zostalo
A—-g(B). Mohli by sme postupovat’ takto: Ozna¢ime Xy =B —f(A) aYy= g(Xo) . Potom g~!
zobrazi ¥y na B — f(4) (to nam chybalo). Ale / modZzeme uvazovat' len na 4 =Y, a vznikne novy
dlh B-X, - fl4-Yy) = f4) - fla-7,) = £(¥,) ktory treba zaplatit. (R6ézny podvodnici
a krimindlne zivly uz davno objavili tuto vlastnost’ ,nekonecna*). Treba na zaplatenie urobit’ opit’

novy dlh atymto spdsobom pozi¢iavania si do nekonecna moézeme postupovat’ d’alej. Podobny
princip ,,poziciavania si do nekone¢na* mézme pouzit’ na konsStrukciu h'adaného prostého zobrazenia

h:{0,1) - (0,1].
Priklad 5. Zostrojime prosté zobrazenie / intervalu (0,1) na (0,1).

RieSenie: Problémy nam robia ¢isla 0 a 1, ktoré nemédme kam zobrazit’. Pozi¢iame si ¢isla 5 a

oy o1 1 .
, pozi¢iame si — a — na je
p 4 5 J€)

W | —

a

1 1 1 1
3’ polozime f(O) ZE a f(l) =§. Vznikne nam dlzoba 5

1 1 1 1 1 1
zaplatenie. Teda polozime f B—HZ - a f B—H= —, avo vseobecnosti f B—HZ re
P P 20 4 B0 S 5a n+2 P

1
nON,n22. Ak pre x#0,x#1,x#—,n22 x0(0]1) polozime f(x)=x, tak f je prosté

n
zobrazeniez (0,1) na (0,1). Pozri obr. 2.
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0 1/4 13 12 1
L 1 1

N

7

Al

~ L T {
0 1/61/51/41/3 12 1
Obr. 2.

v

Prejdeme teraz k dokazu vSeobecného tvrdenia. Podstatnii Cast’ tohto tvrdenia, ktorej dokaz vyuziva
vysSie uvedenu myslienku, sformulujeme ako pomocné tvrdenie.

Lema 2.9.1 Nech f,g st zobrazenia f:4 - B a g:B - A a [ je prosté. Potom existuju
mnoziny 4, 4,,B;,B, také, Ze plati:

A nA4,=0,B nB,=0 (1a)
A4 0A4y=4,B 0B, =B (1b)
fl4) =8, g(B,) = 4, (1c)

Dokaz: Keby [/ bolo zobrazenie na B, tak staci polozit A4 =4, Bj =B a 4, =B, =0,
Ak mame ,.dlzobu“ Xog =B - f (A) , pozi¢iame si ¥y = g(X 0) ,,ha jej zaplatenie*“. Ostane nam ,,d’al3i
dlh* X, = f (Y 0), ktory zaplatime ,,pdzickou’ ¥} = g(X 1) . Vo v8eobecnosti polozime (pozri Obr. €.
3):

Xn = f(Yn—l) (23)
Y, =g(X,) (2b)
Oznadime teraz
4, =0Y7, (3a)
n=0
A =A4-4, (3b)
B,=0X, (3c)
n=0
By =B -5, (3d)
A peof g.-B
\\\/ \/// XO
\\\1<// ~ X
a7 TS T
YO ////// f(A)
&«
L .

Obr. 3.
Zrejme plati (1a) a (1b). UkaZeme, Ze plati (1c). K tomu staci ukazat’ Styri inkluzie: 1) f (Al) U B, 2)
B, O f(4),3) 4, Og(B,) a4) g(B,) O 4,.
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1) Nech xO4; a yUO f(x). Keby yOBy, tak yOB, ateda existuje n také, ze yUX, .
Kedze yU f(A), tak n>0. Podla (2a) existuje zUY,; také, ze yU f(z). Ale [ je prosté
zobrazenie, teda Z = X, &o je spor, lebo x0 4y a z0Y,_ O 4y = A= A4;. Teda f(4) 0 B,.

2) Nech y U B, . Zrejme f(A) =B - X, UBy. Takze existuje x J 4 také, Ze f(x) = y. Stagi

ukazat, ze x[J4;. Keby x4, tak x4, apodla (3a)a (2a)je f (x) 0 0 X, = B,, spor pretoze
n=0

B,nBy=0.Teda xO 4, ateda B; O f(4,).

3) Nech teraz x U 4, . Potom existuje n také, ze x 1Y, , podla (2b) existuje y X, také, ze
X = g(y) . Teda ng(X,,) ,teda 4, U g(Bz) )

4) Ak naopak je x 0 g(B,), tak existuje n a existuje ¥ 0 X, také, ze x = g(y). Teda podra
@2b) x0Y, 0 4,.

Veta 2.9.3 (Cantor - Bernstein) Nech 4, B sa mnoziny. Ak plati |4 <|B| a sucasne |B|<|4],
tak [4] = |B|.
Dékaz 1: Nech plati |4 <|B|, |B|<|4|. Potom existujii injektivne zobrazenia f, g také, Ze

f:4 - B ag:B - A.Podla predchadzajicej lemy existuji mnoziny A4, A4,,B;,B, také, Ze plati
(1a) — (1¢). Podr'a (1¢) zobrazenie g zobrazuje mnozinu B, injektivne na 4, . Teda existuje inverzné
zobrazenie g_l : Ay - B,. Definujme zobrazenie / takto:

h(x) = £(x) pre x 04, (4a)

h(x)=g ™ (x) pre x04, (4b)
Ukazeme, Ze h je prosté zobrazenie mnoziny 4 na mnozinu B. Nech x,x, U A4, x; # x,. Mame $tyri
moznosti: 1) xy,x, O A4y, 2) x1,x, 04y, 3)x UA,x, UA, ad) x; 0 A4,,x, UA;. V pripadoch (1) a
(2) je h(xl) # h(xz) lebo f a g_l st injektivne zobrazenia. V pripadoch (3) a (4) jeden z prvkov
h(xl ),h(xz) patri do B; adruhy do B,, teda st rézne. Z uvedeného vyplyva, ze h je prosté
zobrazenie.

Nech yOB. Ak yOB, tak podla (Ic) a (4a) je v = f(x)=h(x) pre nejaké x04;. Ak

y B, potom podl'a (1c) je x = g(y) UA, apodrla (4b) je h(x) = g_l(x) = y. Teda zobrazenie 4 je
surjektivne zobrazenie mnoziny 4 na B.

Priklad 6. a) Zrejme plati, ze {0,1} ¥ 0{0,1,2}" . Teda ‘{ 0,1} N‘ < ‘{ 0,1,2] N‘.

b) Zostrojime také prosté zobrazenie ® z {0,1,2} N do {0,1} N takto:
{an}::()) ={b,},, kde by, =0, ak a, =0 alebo 2; by, =1, ak a, =1;b,, =0, ak @, =0

()]
alebo 1; by,41 =1 ak a,, =2 . Teda ‘{0,1,2}]\[‘ < ‘{0,1}]\[‘.

Zhrnutim podl'a Cantorovej — Bernsteinovej vety dostivame, Ze ‘{ 0,1} N‘ = ‘{ 0,1,2} N‘ .

Uvedieme este jeden dokaz Cantorovej —Bernsteinovg vety.

Dokaz 2: Kazdy prvok yU B je obrazom najviac jedného prvku x J 4 v zobrazeni f . Ak
taky prvok X jestvuje, nazveme ho rodi¢om prvku y. Podobne je kazdy prvok x L1 A obrazom najviac
jedného prvku ¥y U B v zobrazeni g. Tento prvok, ak existuje, sa tiez bude nazyvat rodi¢omprvku x.

58



Uvod do diskrétnych $truktar

Pre kazdy prvok ¢ z mnoziny A4, alebo z mnoziny B budeme sledovat’ ret'azec jeho predkov.
Formalne prvok z nazveme predkom prvku #, ak existuje postupnost’ z = z,,,2,-1,---,21,Z9 = prvkov
mnoziny A B taka, Ze pre kazdé i =0,L...,n =1 je prvok z;4; rodi¢om prvku z;. Pre fubovolny
prvok ¢ [0 4 J B mo6zu nastat’ tri navzajom sa vylucujuce pripady.

1. ¢ ma nekonecne vela predkov, inymi slovami, kazdy predok prvkus ma rodica.

2. Existuje taky predok z prvku ¢, ktory uz nemd rodica pricom z[J 4 .

3. Existuje taky predok z prvku ¢, ktory nema rodica, priCom z [J B.

Nech teraz 4;,i =1,2,3 je mnozina vietkych ¢ [ A, ktoré maji vyssie uvedent vlastnost’ i. Podobne
definujeme aj mnoziny B;,i =1,2,3. Ked'Ze sa pripady vylucujl, st mnoziny 4; ako aj B; po dvoch
disjunktné.

Lahko nahliadneme, Ze predok prvku ¢ 4; patriaci do 4 tiez lezi v 4;. Podobné tvrdenie
plati aj o U B; . Preto f| 4 : 4, — By jebijekcia, f| 4y : Ay — B, jebijekciaa g| B3 : By — 43
je bijekcia.

Napokon uvidime, Ze zobrazenie #: A — B definované predpsom
h(x) = f(x), ak xO 4, 0 4,
g !(x), ak x 0 44
je bijekcia.

Poznamka: Nestalo sa nahodou, ze sme skumanie vlastnosti ,,ostrej* nerovnosti medzi
mohutnostami nechali az na teraz. Bez predchadzajucej vety sa tvrdenia o ,,0strej” nerovnosti
dokazuji omnoho tazsie.

Veta 2.9.4 Nech 4, B, C st mnoziny. Ak |4 <|B| a |B| <|C| (alebo |4 <|B| a |B|<|C
|4 <[c].

Dékaz: Ak |4|<|B| a |B|<|C], tak |4 <|C| vyplyva z vety, ktort sme dokazali skor. Keby
platilo |4 =|C| ateda aj |C|<|4|, tak dostdvame |C|<|B| asugasne |B|<|C
Bersteinovej vety je |B| =|C

), tak

, podl'a Cantorovej-

, €o je v spore s predpokladom vety.

V stlade stym, ¢o sme povedali na ivod o mohutnostiach, uvazovali sme vztah ,,dve
mnoziny maju rovnaki mohutnost* alebo vzt'ah ,,mohutnost’ jednej mnoziny je mensia ako
mohutnost’ druhej mnoZiny* bez toho, aby sme vedeli ¢o je to ,,mohutnost. Zatial sme to
nepotrebovali a ani to potrebovat’ nebudeme. V niektorych Specidlnych pripadoch budeme postupovat’
zdanlivo inak, ale vzdy to bude len vyjadrenie (skratka) pre vztah ,,mat’ rovnaki mohutnost™.

Vo filozofii sa hovori o definicii abstrakciou, ,,mohutnost™ je to ¢o je spolocné vSetkym
mnozinam rovnakej mohutnosti, nepotrebujeme tento pojem mat’ ako presne definovany matematicky
pojem. S podobnou situdciou sa stretavame v beznom Zivote Casto: asi by ste tazko vysvetlili, €o je to
»pekné®, ale viete posudit,, ¢i je hudba pekna, ¢i st pekné kvety na luke, alebo ¢i je pekné dievca,
mlédenec. ,,Pekné* je ta vlastnost’ tymto vSetkym spolo¢nd. Preto mnohi matematici ¢asto pod
mohutnostou mnoZiny 4 nazyvaji symbol, priradeny vSetkym mnoZindm s rovnakou mohutnostou
ako mnozina 4. Ak sa vratime do matematiky, mézeme si v§imnuat, Ze nevieme, €o je to prirodzené
Cislo, ale vieme (asponl €iastocne), ¢o je to mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel. Prislusné pojmy
(mohutnost’, ¢islo) vieme posudit’ v suvislostiach a nie oddelene.

2.10. Pocéitanie s mohutnost’ami
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Naucime sa teraz pocitat’ s mohutnostami, pocitanie bude vel'mi jednoduché a v ur¢itom
zmysle prirodzené. Je to (prirodzené) zovSeobecnenie aritmetiky prirodzenych Cisel.

Definicia 2.10.1 Nech A, B, C su mnoziny. Budeme hovorit, Ze mohutnost’ mnoziny C je

stiéet mohutnosti mnozin A a B, pisat’ |C| =|4|+|B], ak existuji mnoZiny 4;, B, také ze

A nB =0 (1b)
4] =4} [B]=]By| (10)

Najprv musime overit,, ¢i takato definicia je korektna. TotiZ su¢et mohutnosti ,,|A| + |B “ sme

definovali pomocou mnozin 4, B. Nezmeni sa vysledok (definicie), ak vezmeme iné mnoziny ako
mnoziny 4, B, ale tej istej mohutnosti? Presne povedané musime dokazat’ toto:

Ak [C|=|4+|B], |X| =|4

Y|=|B| a |D|=|x|+]Y

, , , potom aj |C| = |D| )

X|=

s vlastnostami (la) — (lc) amnoziny Xi,Y; také, ze |Xi|=|X

B A

Nech [C]=|4+

Y|=|B|a|D|=|X|+[Y|. Teda existujti mnoziny 4,B,
=, x,n¥,=0 a
X,0Y, =D. Potom |4;|=|X;| a |Bi|=|Y}| (pozri obr.1.) a teda existuju prosté zobrazenia f,g z

9 9

3 3

A, resp. B; na mnozinu X; resp. Y].

| N
T T3
(M S ) e
X| | Y
TIT 777
% , D
Obr.1.

Polozme
h(x) = f(x), pre x U 4,
g(x), pre x U By,
tj. h={(xy)(x04 Oy = f(x)) O(x 0B, Oy = g(x)} .
Lahko sa za zisti, Ze & je prosté zobrazeniemnoziny C na mnozinu D. To sme vSak chceli ukézat’.
Priklad 1. a)Nech 4 ={0,1,2}, B ={0,1,2,3,4} a C ={0,1,2,3,4,5,6,7} . Potom |C| =|4| +|B
lebo existujti mnoziny 4; = {0,1,2} aB = {3,4,5,6,7} spiiiajuce podmienky (1a)— (1c).
b) Plati |(0,1)| =|(0,1)] +](0,1)
Staci zvolit’ napriklad 4; = (0, %) a B = < P A 1) a pouzit’ vysledky prikladov z predchadzajucej Gasti.

b

DalSou operaciou je umociiovanie mohutneti.
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Definicia 2.10.2 Budeme hovorit, zZe mohutnost mnoziny C je mohutnost’ mnoZziny
—| 4B ‘y Y e
C| :|A|‘B‘, ak |C|—‘A ‘ Pricom 48 oznadujeme

mnozinu vsetkych zobrazeni mnoZiny B do mnoziny A.

A umocnenda na mohutnost’ mnoziny B, pisat’

Podobne ako v pripade st¢tu mohutnosti, ukdZeme korektnost’ definicie. Mame ukézat, Ze ak

\X|=|4], [¥|=|B| a |D| :‘XY , tak |D| =|C|. K tomu sta&i ukazat toto: ak |4 =|X], |B|=]Y

2

47|

, tak

3

Nech teda |4 =|X

mnozinu X, resp. Y. Zostrojime zobrazenie @: 4% _, x¥ Tlahko. KedZe g je prosté zobrazenie

9

B =y

, tJ. existuyju prosté zobrazenia f, g mnoziny A4, resp. B na

mnoziny B na mnoZinu Y, existuje inverzné zobrazenie ¢! :Y - B. Pre ¢ 0 AZ(tj. §:B - A)
polozime (I)(¢) :fo¢og_1. Potom (pozri obr.2) CD((IJ):Y - X, tj (D(¢) OxY. Ak
6.0, 04", ¢, % ¢, . tak existuje x B take, ze @;(x) # ¢, (x) .

A / X
¢ ()
g—l
B g Y
Obr.2

Nech y = g(x) . Potom (fje prosté) plati:
o(p1)(y) = AAdile ()] = (8l = £(822) = Aol ()] = @lg2)ly) . Teda @lgr] = @lgs) .
Odtial’ vyplyva, Ze @ je prosté zobrazenie mnoziny 4% do mnoziny x7.
Ukazeme ,Ze je zobrazenimna mnozinu . Nech ¢y 0 X Y Potom (f mé inverznu),nech ¢y 0 X v
tak flogog ™ 0AP (pozri Obr.2).0(¢) = fopog™ = fofloogog™ =y.

Podobne definujeme sacin mohutnosti.

Definicia 2.10.3 Budeme hovorit’, ze mohutnost’ mnoziny C je sti¢in mohutnosti mnozin
A a B, pisat’ |C| =|4| B

, ak plati
€ =lax5]|.
Aj tu je potrebné overit’ korektnost’ definicie. Staci ukazat’, Ze ak |A| = |X
|AxB|=|XxY|.
Avsak, ak f, g su prosté zobrazenia z mnoziny 4, resp. B na mnoZzinu X, resp. Y, tak polozime

[, ) = (f1x). glv)

pre xOA4 a yUB. Cahko mozno overit, Ze h je prosté zobrazenie mnoZziny AX B na mnozinu
XxY.

Priklad 2. a) |O| 04| =|0]. Skutoéne, pre F'ubovolni mnozinu A je 0 x A =0,

B|=|Y]

, tak

2
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b) Nech 4={a}, tj. Ama jeden prvok. Potom |4|0B|=|B|. Totiz zobrazenie
f(x) = (a,x) pre x [ B, je prosté a na mnozinu 4% B . Teda
|4 0B =[4x B =|B].
¢)Nech 4 ={a,b}, a # b. Potom |4||B| =|B| +|B| . Skuto¢ne, ak oznagime
4 ={d}xB, B, ={p} xB,
tak 4 OB; =AxB, 4 0B, =0,|4|=|B)|=|B|. Podla definicic sittu asu¢inu mohutnosti
dostévame 4| (B| =|4 % B =|4; O By| =|4,| +|B,|=|B| +|B].

Priklad 3. a) Pre kazdi mnoZinu 4 je |A|‘D‘ = |{D}| Totiz A" :{D} , €o teraz aj ukdzeme.
Inak povedané dokazeme, ze prazdna mnozina [l je jediné zobrazenie prazdnej mnoziny U do
I'ubovol'nej mnoziny A. Ukazeme, ze [1 splia podmienky zobrazenia z definicie. Teda nech x je
Tubovolny prvok patriaci do [0, tak potom existuje prave jeden prvok yU A4, ze (x, y) ag.
FormalnejSie zapisané:
()(x00) = ((0y D 4) O(x,y)00)

Symbolom Qa0 4: V(a) oznacujeme, ze v mnozine 4 existuje prave jedno a s vlastnostou V.

Ihned’ vidno, Ze zloZeny kvantifikovany vyrok je tautologia, pretoze vyrok x LI pre l'ubovolné x je
nepravdivy a teda implikacia je pravdiva ak predpoklad je nepravdivy. To, Ze prazdna mnozina je
jediné zobrazenie vyplyva z toho, ze LI x4 =[] .

b) |A|Ha]‘ :|A| pre lubovolni mnozinu 4. Vyplyva to ztoho, Ze zobrazenie

D: A4 - A4 definované predpisom
x) ={(a, )

je prosté zobrazenie namnoZine Aldb

Prave definované operacie maju bezné vlastnosti podobnych vlastnosti na prirodzenych
&islach. Napr. vietky si mono®nne, t.j. ak |4 <|X], |B|<[Y], potom

[4]+[B| < || +]7] (22)
|4/ < x| Y| (2b)
4% <[x]" (20)

Dokazeme napriklad (2c). KedZze |4|<|X]|, |B|<|Y|, tak existuji prosté zobrazenia

f:4- X a g:B~Y. Ak g je zobrazenie na mnozinu Y, tak existuje g~ azobrazenie ®

3

definované predpsom

O(g)=ropog™
je prosté zobrazenie mnoziny 4% do mnoziny xY. Ak je g(B ) # Y , musime postupovat’ zlozitejsie.
Ak X =0, tak nutne aj 4 =], pretoze |A| < |X | a (2c¢) plati, lebo za predpokladu, ze B # L1, tak aj
Y #0 zo znameho dovodu, 0% =Y =, tj. neexistuje zobrazenie neprazdnej mnoZiny do
prazdnej (presvedéte sa o tom). V pripade, ze A=0, B=0, X =0, Y =0 (2¢) taktiez plati, lebo
0" ={0}, ak ale 4=0,B=0,X=0aY#0, nerovnost (2¢c) neplati (pre¢o?). 48 do x7
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definujeme teraz takto. Nech ¢ 4%. Zobrazenie g:B — g(B) ma inverzné. Nech

wly) = flole™(»))) pre ¥DglB) a wly)=x; pre yOY-g(B) (porovnaj Obr. 3). Polozime
CD(¢) =y . Cahko sa zisti, ze @ je prosté zobrazenie 48 do y? .

g(B) y

B g'w)

[¢]

Y f
Obr.3.

Pre s¢itanie a nasobenie mohutnosti platia zakony aritmetiky, napr.
Scitanie je komutativne |4|+|B| =|B|+|4], (3a)
asociativne ]+ (|l + |cl) = (|4 + |B]) +|c]. (3b)
: (3¢)
asociativne: 4|81 ] = 14| 1B . (3d)

Plati distributivny zdkon

Nésobenie je komutativne |A| EI]B| =

| i+ [cl) = (14| 8] + |4 chc). (3¢)
Dokazeme napriklad asociativnost’ ndsobenia. Zrejme staci ukéazat’:

ax{Bxc)|=[4xc)xc]
Nech x0Ax(BxC). Potom existujn a4, b0B, cUC také, ze x =(a,(b,¢c)) . Polozime
(( ) ) (AXB)XC Ukazeme najprv, Ze f je prosté zobrazenie. Nech x,x DAX(BXC)

flx

)=
x =(a,(b,¢)), =(a'(b',c')). Teda a#a alebo b#zb alebo c#c'. Potom aj
((a,b),¢) # ([, ), Nt flx)# f(x'). Ak yO(4xB)xC, tak existujt @04, bOB a ¢ OC take,
e y= ((a b) ) Potom (a,(b,c)) DAX(BXC) a f(a,(b,c)) =y. Teda f je zobrazenie na mnozinu
(4xB]xC

Pre umociniovanie platia tiez zdkony aritmetiky

|A|\B\+\C\ :|A|\B\ [l]ANC\ (4a)

08T =14 g (4b)
a4 %C Ll (40)

Naznacime dokaz poslednej rovnosti. Zrejme staci zostrojit' prosté zobrazenie mnoziny
(AB)C na mnozinu 4(8*C). Nech ) D(AB)C. Pre kazdé ¢OC je #(c) zobrazenie ¢(c):B - 4.
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Zobrazenie ¥ z BxC do A4 definujeme takto: »0B, ¢OC, tak polozime l,l/((b,c)) = ¢(c) (b) 04,

Ak polozime CD(¢) =, tak @ je hladané prosté zobrazenie mnoziny ( A8 )C na mnozinu 458%C .

Priklad 4. Pre l'ubovol'ni mnozinu X podl'a prave dok4zanej rovnasti plati:

Sl Mww |

Mnozina ( xN ) je mnozina vSetkych postupnosti, ktorej ¢lenmi st postupnosti prvkov mnoziny X.
tj. fn: N - X . Ak ozna¢ime Fn,k) = f,(n) O X pre n,k UN, tak F je ,,dvojitd postupnost™, t.j.
F:NxN - X.Vsimnimesi, ze ' = (D({ fn} ), kde @ je zobrazenie z dokazu rovnosti (4c).

[ee]
n=0

Teda typicky prvok mnoiiny( xVN )N je postupnost’ { fn} , » kde kazdé J» je postupnost’ prvkov X,

Odc¢itanie a delenie mohutnosti sa definovat’ ned4. Napriklad definicia od¢itania |X | - |Y | pre

Y| <|X]| by vyzadovala existenciu ,,jedinej mohutnosti |Z| takej, 7e [Y|+|Z| =|X|. My uz vieme, ze

napriklad
O]+ =

(0.1 = (0.1} +[[0.1)} = f0.1

(0,1)[-0.1)

a teda nemdzeme definovat’ ani rozdiel

. Ukézeme podobnu vec pre nasobenie.

Priklad 5. Nech a#b, a#c, b#c. Potom |N|s {a»b} EIW| = {a,b,C} EIW| Zrejme plati
IN|<fab)|0N| <[a,b,df|0N], teda  sta¢i  ukézat, f[a.b.c|N|<|N|.  Zobrazenie
f :{a,b,c} XN - N definujeme takto: f((a,n)) =3n, f((b,n)) =3n+1, f((c,n)) =3n+2.

0 1 2 3 4

b
C
\(\ \
% o~ %
‘ 0123 ‘
Obr.4.
Uvedené priklady ukazuji tieZ to, Ze monotonnost’ scitania a nasobenia neplati pre ostru
nerovnost, napriklad podla  predchadzajiceho  prikladu je {Cl,b} < {Cl,b,c} ale

{a,b} {a,b,c}

v]= ],

Bude nés teraz zaujimat’ mohutnost’ mnoziny P (X) vo vzt'ahu k mohutnosti mnoziny X. Na
mnozinu X sa budeme pozerat’ teraz ako na ,,nahodny priestor. Ak A4 [0 X | tak charakteristicka
funkcia X, mnoZiny 4 je zobrazenie X, : X - {0,1} s takouto vlastnost’ou:

XA(x) :laak XDA:

X.(x)=0,ak xO4, tedaak xOX - 4.
Priklad 6. Nech zékladny priestor je X = N .
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Ce( )" O
Postupnost’ [1% je charakteristickd funkcia mnoziny péarnych prirodzenych cisel. Ak
[

D=0

{ an} _, Je Tubovolna postupnost’ realnych Cisel, 4 je nejaka mnozina prirodzenych €isel, tak znak
; %y zrejme oznaduje sucet radu Z X4 (n).an )
" n=0

Priklad 7. Nech X je zékladny priesior, 4,8 U X . Pahko moZno overit,, Ze plati:

XAnB :XA D(B
Xaos = X4t Xs - Xa X5
Xx-a =1= X4

AUOB o X, < X3
Ked’Ze je prirodzené povazovat prirodzené ¢islo 2 za mohutnost’ mnoziny {O,l} , tak budeme

pisat’ {0,1}|‘X‘ =211,

Lema 2.10.1 Pre l'ubovolni mnozinu X plati [P (X)| = 1l
Dokaz: Pre mnozinu A U B polozime
®f4)=x,.
Zrejme @ je prosté zobrazenie mnoziny P (X) na mnozinu {0,1} * . Napriklad, ak ¢ D{O,l} ¥, potom
S =x,=®(4),kde
A={x0x;8(x)=1.

Priklad 8. Pre Tubovolnt mnozinu X, pre ktort | X| = [0,1]
|X| < 2‘X‘ < |X|‘X‘ < 2\X\EI3X\
Nech f: X - P (X) je definované predpisom f (x) ={x} pre x(OX. f je prosté zobrazenie a teda

plati

\X|<|p (X)|=2‘X‘. Druhd nerovnost vyplyva zplatnosti nasledujicich nerovnosti: ak

b

4] <|x

B|<|y

, tak |A|‘B‘ <|x |‘Y‘ . Dalej ak si uvedomime, Ze kazdé zobrazenie g 0 X" je mnoZina
usporiadanych dvojic prvkov mnoziny X, tj. € 0 X XX | tak dostavame X ¥ 0O P (X,X), odtial
nam vyplyva tretia nerovnost’.

Vo vSeobecnosti nevieme o sé¢itani, nasobeni a umocnovani mohutnosti takmer ni¢ dokazat’.
Dokazeme niekolko vysledkov pre konkrétne mnoZziny, ktoré st vSak vel'mi dolezité.

Mohutnost mnoziny N prirodzenych Cisel oznacujeme o X, Citame ,alef nula“. Xje prvé
pismeno hebrejskej abecedy. Predpokladdm, Ze vam nevadi ten fakt, Ze nevieme, o to mohutnost’ je,

. , , . . , N . .
ale ,,mohutnost N“ oznaCujeme oX. Napriklad zéapis ,, X i‘”‘ox‘ znamena ,, N|‘ ‘¢|N § t].

,heexistuje prosté zobrazenie N na N «.
Veta 2.10.1 X =,X +oN.
Dékaz: Méme ukazat, ze |N|+|N|=|N|. Podla definicie stadi (a je nutné) najst dve

disjunktné mnoziny 4, B, také, 7¢ ALJB =N a |4 =|B| =|N|. Nech
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4 ={m LN; (D@)(n UNUm= 2n)} ,

B={mON; ()(nON Om=2n+1)},
tj. Aje mnozina parnych a B je mnozina neparnych prirodzenych Cisel. Zrejme An B=01 a
AUOB=N, (presvedte sa otom!). Nech f ={(n,2n),n DN} a g ={(n,2n +1),n DN} , tj.
f (n) =2n a g(n) =2n+1 pre nON. Lahko vidiet, Ze [/ je prosté zobrazenie mnoZiny N na
mnozinu 4 a g je prosté zobrazenie mnoZziny N na mnozinu B. Teda

[4]=1B|=|N].
Priklad 9. 2°%2 =% 2+°%,

Zo znamych nerovnosti pre mohutnosti dostdvame 2°%2 <°™2+°% dalej podla tvrdenia (
A={a,b}, a#b, potom |4|B| =|B|+|B|)je 2 2.2 =% 2+ plati 2.2 0%2 =o%+0¥ 2 =¥ 053 S0
Podl'a Cantor — Bernsteinovej vety dstavame 2 % 2 = 2 +°0%.

Veta 2.10.2 (X =, R.oXN.
Dokaz: Mame ukazat

NxN|=|N|, tj. mame najst prosté zobrazenic NXN na N .

UkéaZeme viac takychto zobrazeni. Pripominame, Ze pouzivame skrateny zapis [ ((x, y)) f (x, y) .
a) Najjednoduchsie zobrazenie f je definované predpisom
fln,m)=2"@m+1)-1.
Zrejme je [ prosté (ak 2" Rm, +15-1=2"Rm, +15-1, tak n, =n, a m, =m,). Nech kKON .
Potom ¢islo £ +1 mozno (jedinym spésobom) napisat’ v tvare 2" (2m +1). Zrejme f (n, m) =k . Teda
/" je zobrazenie N X N na mnozinu N.
b) Narocnejsie je zobrazenie g definované predpsom
glnm) =~ e mln+m+1)
MoZeme ho zapisat takto. Nech
T(k)=0+1+..+k =%k(k+1).
Potom Tk +1) = T(k) + (k +1) .
Vietkych dvojic (n,m) takych, ze n+m =k je prave k +1: (k,0),(k —1,1),...,(0,k) .
Cisla T(k) +0, T(k) +1,...T(k) + k , pouzijeme na ich &islovanie, t.j.
g(n,m) =T(n +m) +m

Dobrt predstavu ozobrazeni g dava obr. €.5.

0 1 2 3 4 5 . m
of 0 2 5 9 14 20 k+m
1| 1 4 8 13 19
2] 3 7 12 18 k+5
31 6 11 17 k+4
4 10 16 k+3
5115 k+2
k+1 k=l(n+m)(n+m+1)
n| k 2
Obr.5.
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c) Historicky prvé zname zobrazenie je zndzornené na obr. €.6.

2 3 4

Obr.6.

d) Zobrazenie znazornenéna obr. ¢. 7. ma dolezita lohu pri dobre usporiadanych

mnozinach.

0 1 2 3 4 n
0 0 1 4 9 16 n?
1 2 3 5 10 17 n? +1
2 6 7 8 11 18 n*+2
3 12 15 19 n’+3
4 20 23 24
n n2 n2 +2n

Obr.7.

Lahko mozno overit, ze vSetky uvedené zobrazenia su prosté na mnozinu N.

Priklad 10. °%2 = %) X.

Podl'a znamych nerovnosti a tvrdeni pre mohutnosti mnozin mame:

0N2 = oN.0N2 :oN(oxz)S oNO X.

Kedze 2°% & <°¥ tak podl'a Cantorovej — Bernsteinovej vety plati °*2 = °%X.

Na zaver dokdZzeme jednu vSeobecnu vetu o umocinovani, ktord hrala a hra doleziti tlohu

v tedrii mnozin.

Veta 2.10.3 (Cantor) Pre kazda mnozinuX plati [X| <[P (X)|.

Dékaz: Vieme uz, 7e existuje prosté zobrazenie f:X — P (X), sta¢i polozit f(x)={x}.

Teda |X| <[P (X)|. Ukazeme, 7e neplati rovnost’

X | = |P (X)| . Budeme dokazovat’ sporom. Nech plati

| X| =|P (X)|. Potom existuje prosté zobrazenie / mnoZiny X na mnozinu P (X). Uvazujme mnoZinu:

E={x0x, x07(x)}.
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Zrejme EO0 X ateda EOP(X), kedze f je zobrazenie na mnozinu P (X), tak existuje k 0 X
taky, ze f (k) = E . Mame dve moznosti:

1) k OE . Potom podla definicie mnoziny E plati, ze k£ U f (k). To vSak nie je mozné, lebo
flk)=E.

Teda nutne plati:

2) kOE . Ked?e E = f(k), tak to znamena, ze & O f (k) . Potom podl'a definicie mnoziny £
plati kU E . A to je hl'adany spor.

Désledok 1. Pre kazdt mnozinu X plati |x| < 2.

Désledok 2. Neexistuje mnozina vSetkych mnozZin.

Dokaz: Vykoname sporom. Nech 4 je mnozina, ktora obsahuje vSetky mnoziny, tak kazda

mnoZina mnoZin je jej podmnozina. Specidlne P (4) O A . Potom by viak bola [P (4)|<|4], ¢o je

spor s Cantorovou vetou.

Vznika otazka, ktoré mnoziny nazvat’ kone¢né a ktoré nazvat’ nekone¢né. Mnohé vlastnosti
nekoneCna sa ponukaju za definiciu: napriklad zrejme ,,nekonena“ mnozina R ma rovnaku
mohutnost’ ako ,,jej Cast™ (0,1) . To by sa kone¢nej mnozine nemalo stat’. Za vySe sto rokov badania
v teorii mnozin sa vSak ukdzalo, Ze prave uvedena vlastnost’ nie je najvhodnejsia pre definiciu. Pojem
nekonecna je schovany vo vlastnostiach prirodzenych ¢isel a princip matematickej indukcie zarucuje,
Ze o X je v ur¢itom zmysle najmensie nekonecno.

Definicia 2.10.4 MnoZina A sa nazjva konetna, ak |4|< (x, tj. ak |4| <|N|. Mnozina sa
nazyva nekonecna, ak nie je konecna.

Priklad 11. Mnoziny [ ,{l},{1,2} ,{ a,b} st kone¢né. Mnoziny N, R, O, C st nekonecné.

Definicia kone¢nej mnoziny je sice jednoduchd, ale mnoho ndm nehovori. Musime preto
prisluSny pojem preskimat’. Prvé, co nas napada je, ¢i ,,n prvkova™ mnozina je kone¢na. Upresnime
to. Ozna¢imepre n LIN :

N, ={kON; k <n (1)
Tedanapr. No =0, N, ={0},N, ={0,]}, N, ={0,1,2,....n =1} . Pre Tubovolné n O N plati

Nyt =N, O{n) 2
Skutocne,ak k <n+1,tak k <n,tj. k<n alebo k=n.

Definicia 2.10.5 Budeme hovorit’, Ze mnozina A ma n prvkov, pisat’ |A| =n, kde nON, ak
4] =[N

Chceme ukazat’, ze n prvkova mnozinaje kone¢na. K tomu bude uzitocna nasledujica lema.
Lema 2.10.2 Pre kazdé n N plati
[N < [N (3)
Dokaz: Urobime matematickou indukciou. Pre kazdé nON plati N, ON,, ateda
IN,| <|N 1. Stadi ukdzat, ze |N,| # [N, .
Pre n =0 je tvrdenie pravdivé, lebo prazdna mnozina Ny nemdze mat’ rovnaki mohutnost’

ako neprazdna mnozina V.
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Predpokladajme, ze (3) plati pre n =k adokaZzeme platnost’ (3) pre »=k+1. Budeme
dokazovat sporom. Nech |Nj4|=|Niiy|. Potom existuje prosté zobrazenie f mnoZiny
Niat ={0,1,2,..,k} na mnozinu Ny ={0.1,2,...k +1} . Kedze f je zobrazenie na mnozinu Ny4;,
tak existuje /U Ny taki, ze f (l) =k +1. Definujeme nové zobrazenie g takto: g(x) =f (x) pre
XONp, x21x#k, gll) = flk) a glk) =k +1, g(k) = £(1) . (Pozri obr. & 8).

ka+ / Mc+2

Zobrazenie f sme ,,pozmenili, tak aby zobrazovalo kna k+1. Zrejme g je prosté
zobrazenie na mnozinu Ny, . Naviac g zobrazuje proste mnozinu Ny = Njy —{k} na mnozinu

Nist = Niwo —{k+1} ato je spor s indukénym predpokladom.

Veta 2.10.4 Ak ma mnozina n prvkov, n N , tak je konecna.

Dékaz: Nech mnozina A ma n prvkov, tj. |4| =|N,|, tak kazda mnozina Ny je podmnoZinou
N, tak zlemy 2.10.2 dostavame |4|=|N,|<|N,.|<|N|. Podra vety, ktorti sme dokazali pre
mohutnosti predtym plati , Zze |A| < ‘N ‘ . Lema ma aj iny dolezity dosledok.

Veta 2.10.5 Pre n,mUN je [N,|=|N,,| vtedy alen vtedy, ked 7 =m.

Dokaz: Ak n#m tak plati n<m, 6 alebo m<n, Nech 7n<m, Potom z vlastnosti
prirodzenych &isel plai, ze 1 +n <m ateda N,+ UN,,. Podl'alemy 2.10.2 dostdvame spor.

|Nn| <|Nn+1|S|Nm|~

Teda |N,|<|N,,|. Nech obratene 7 =m_ tak potom |[N,|=|N,
mnoziny N, na N,,, sta¢i polozit (k) =k , pre Pubovolné kO N,,.

, existuje prosté zobrazenie [

UkaZeme teraz vetu obratenu k vete 2.10.4. Najprv dve pomocnétvrdenia.

Lema 2.10.3 Ak A O N, | tak existuje k také, Ze |4 =k .

Dokaz: Urobime matematickou indukciou

1°Ak AONy =0, tak A=0 a4 =0

2° Nech tvrdenie plati pre n a AN, 4 ={0,1,2,....n} . Ak nO 4, tak AON, a podla
indukéného predpokladu existuje k také, ze |4 = k.
Nechteda n[] 4. Rozlisime dva pripady.
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1) A= N,4. Sta&i polozit k =n+1, lebo |4| =|N 4| =n+1

2) A% N4 . Teda existuje /N4, také, ze /0 A. Mnozina 4" = 4 ~{n} O{1} ma rovnakt
mohutnost’ ako mnozina A (sta¢i polozit f (1) =i, pre iU0A,i#n, f (n) =/ amame prosté
zobrazenie f mnoZziny A4na A' - porovnaj dokaz lemy 1. Zrejme vsak A’ O N, . Potom podla
indukéného predpokladu existuje k ON také, ze k =|4'| =|4].

Lema 2.10.4 Ak mnozina 4 O N je zhora neohranicena, tak |4 =|N|.

Dokaz: Nech A U N nie je zhora ohrani¢ena, t.j.

(Dn)(Dn)(mDA Dm>n), 4)

Zostrojime prosté zobrazenie f z N na A takto. Nech f (O) je najmensi prvok mnoziny 4. Ak f (n)
mame uz definované, tak [ (n + 1) bude najmensi prvok mnoziny A vacsi ako f (n) . Jeho existencia
je urc¢end podmienkou (4).

Zobrazenie f je prosté lebo pre kazdé nON je f(n) < f(n + 1) a teda aj f(n) # f(n') pre
n#n'.

Z definicie f vyplyva, ze f (n) 2 n (ahko sa dokéze matematickou indukciou).

Nech k 0O A. Z vlastnosti prirodzenych ¢isel existuje n N také, 7ze k<n< f (n) . Nech n je
najmenSie také prirodzené ¢islo, ze k < f (n) . Ak n =0, tak nutne k = f (0) , lebo f (0) je najmensie
Cislo zA). Nech n#0, tj. n=[+1. Potom /<n ateda f(l) <k. KedZe f(l+1) =f(n) je
najmensie ¢islo z mnoziny A vicsie ako f(l), kA, ksf(n) tak nutne & =f(n). Tym sme
dokazali, ze f je zobrazenie na mnoZinu A4.

Teraz 'ahko ukazeme sI'ibené tvrdenie.

Veta 2.10.6 Ak mnoZina 4 je kone¢na, tak existuje také prirodzené ¢islo n, ze |A| =n.

Doékaz: Nech |A| = |N | Teda existuje prosté zobrazenie mnoziny 4 do mnoziny N. Ozname
B =h(A). Zrejme |B| =|4| ateda |B| <|N|. Taktiez, B O N . Podl'a lemy 2.10.4 mnozina B je zhora
ohranicena, teda existuje prirodzené ¢&islo m také, ze B U N, . Podl'a lemy 2.10.3 existuje prirodzené
&islo n také, ze n =|B| = |4|.

Doésledok 1. Mnozina A je konecna vtedy a len vtedy, ak existuje prirodzené ¢islo n LN
také, ze A ma n prvkov.

Zistili sme, Ze prirodzené Cisla st pradve mohutnosti kone¢nych mnoZin. Pojem konecnej
mnoziny bol definovany pomocou mnoziny prirodzenych ¢isel. Ako uvidime neskor, konecnu
mnozinu mozno definovat’ bez pouzitia prirodzenych ¢isel.

Prirodzené Cisla vieme scitat’, ndsobit’ a umociniovat. Mohutnosti (kone¢nych) mnozin vieme
tiez s€itat’, nasobit’ a umocnovat’. Vznika prirodzena otdzka, aky je vztah medzi tymito operdciami.
Upresnime ho. Nech 4, B su dve kone¢né mnoziny, kvoli jednoduchosti disjunktné, t.j. An B =01 .
Podl'a vety 2.10.6. existuju prirodzené Cisla n, m také, ze |A| =n, |B| =m . Otazka znie: plati

tpll=ax B) = i, 41" (=] 42 = 7

V d’alSom ukazeme, ze odpoved na otazku je pozitivna. Najprv ukdzeme, Ze scitanie,
nasobenie a umociiovanie na mnozine prirodzenych cisel je jednozna¢ne charakterizované, kazdé
dvomi jednoduchymi vlastnostami.

Lema 2.10.5 Nech [ je zobrazeniez N X N do N také, ze pre kazdé n,m N plati

fn0)=n (5)

4| +|B|(=|40B)=n+m, |4
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Slnm+1) = f(n,m)+1 (6)
Potom, pre kazdé n,m N plati
Slnm)=n+m (7)
Pozndmka: Vsimnime si najprv, Ze ak polozime f (n, m) =n+m tak plati (5) a (6).
n+0=n (8)
n+(m+1)=(n+m)+1 9)

Lema tvrdi, ze tieto dve rovnosti s€itanie prirodzenych ¢isel jedmznacéne charakterizujt.

Dokaz lemy 2.10.5 Tvrdenie dokdZzeme matematickou indukciou. Nech V (m) oznacuje vyrok
mpre kazdé kO N plati f (k, m) =k +m*. Chceme ukazat’, ze pre kazdé m O N plati V (m) .

Kedze k+0=Fk, tak V (0) plati podl'a (5). Predpokladajme, ze plati V (m) , tj. pre kazdé
kO N plati

fle,m) =k +m
Z rovnosti (6) dostavame
fle,m+1) = fle,m)y+1=k +(m+1) = (k +m) +1

Teda plati aj vV (m + 1) .

Lema 2.10.6 Nech g je zobrazeniez N x N do N také, ze pre kazdé n,m LN plati

gln0) =0 (10)

g(n,m+l) :g(n,m)+n (11)
Potom, pre kazdé n,m LN plati

g(n,m) =n+m (12)

Dokaz: Podobne ako vysSie ozna¢ime vyrok ,,pre kazdé kN plati g(k,m) =k ako
%4 (m) . Podla (10) plati V (0) . Ak predpokladame V (m) , tak z (11) dostavame
gll,m+1) = g(k,m)+k =k Un+k =k(m+1) . Teda plati aj vyrok V (m +1) |

Uplne rovnako sa dokaZepodobna vlastnost’ umoctiovania.

Lema 2.10.7 Nech h je zobrazeniez N X N do N také, ze pre kazdé n,m U N plati

h(n,0) =0 (13)

h(n,m+1) =h(n,m) & (14)
Potom, pre kazdé n,m LN plati

h(n,m) = n™ (15)

Mozeme teraz dokazat’ sl'ubené tvrdenie.

Veta 2.10.7 Nech A, B st koneéné mnoziny, |4|=n |B|=m .
a) Ak 4, B st disjunktné, tak |40 B|=n+m
b) [Ax B| = n i
o) 4% =n"

Dokaz: a) Zostrojime zobrazenie f takto: Nech #,m N . Ak mnozina N, O(N,, X{O}) je
konetna a [N, O (N, ><{0})| =k , tak polozime fln,m)=k. Ak N, O(N,, x{0}) nie je kone¢n4, tak
f (n,m) nie je definovana. V skuto¢nosti uvedend mnozina nikdy nie je nekonecna, ale eSte sme to
nedokazali. Vyplynie to az z tejto vety.
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Ukézeme matematickou indukciou, Ze f je definovana na N XN a spifia podmienky (5) a
6).
© Pre l'ubovol'né n N plati
N, O(N,x{0}) =N,
Teda f(n,O) je definované a f(n,O) =n, tj. plati (5).
Predpokladajme, ze pre kazdé n O N je definované f (n,m) . Nech f (n,m) =k . Vieme, ze
N, =N, Ofm}.
Teda
N, 0[N, x{0}) =N, O(N, x{0}) O{(m.0}. Podra predpokiadu plati
N, DV, x{oh] =k,
t.j. existuje prosté zobrazenie # mnoziny N, na mnozinu N, O (N, x{0}).
Ak doplnime
#lk) = (m.0)
tak @ bude prosté zobrazenie mnoziny N,, =N, O {k} na mnozinu N, U (N ] X{O}) . Teda
f (n,m + 1) je definovana a plati
flnm+1) =[N, DN, x{0}) =k +1= f(n,m] +1.
Plati teda aj (6). Podl'a lemy 2.10.5 plati rovnost’ (7) a ta je ekvivalentnd ndSmu tvrdeniu.
b) Zobrazenie g definujeme takto gln,m) =k, ak IN, xN,| =k . Rovnako ako vyssic sa

dokaze, ze g je definované na N x N aplati (10) a (11). Staci si uvedomit’, ze
Nn ><]\/vm+l :(Nn me) D(Nn X{m})

a [N, x{ml| =[N,

¢) Zase polozime h(n,m) =k ak ‘N 0 N’”‘ = k . Ku dokazu matematickou indukciou je potrebna

rovnost’

N Nm+1

n

= =[NV x N

n n

N N, Ofm}

Désledok 2. Ak A, B st koneéné mnoziny, potom A B, AxB, A®, P(A) su konetné
mnoziny .
Dékaz: Ak A, B su konetné, aj B—A je konetna. Podla vety je |40 B|=|d|+[B- 4.
Podobne |4 % B| =|4|(B| a ‘AB‘ = |A|‘B‘ . P (4) je konetna, lebo |P (4)| = 2l
V d’al$ich uvahach bude uzito¢né toto tvrdenie.
Veta 2.10.8 Nech Aj, 1 <k <n st mnoziny také, ze
a) |[4y|=m pre 1<k <n
b) Ak N Ay =1 prek#k'

Potom =nld .

n
U4
K=k

Dokaz: Urobime matematickou indukciou. Pre n =1 je tvrdenie trividlne pravdivé.
Predpokladajme, Ze plati pre n. Potom

n+l n
U4 =04 04
=l k =l k n+l
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Podl'a indukéného predpokladu plati

O Ak =nlh .
k=1
Podl’a vety 2.10.7 potom dostavame
n+l
U Ay |=nlin+m=(n+1)ln
k=1

Podobnym spdsobom mdzeme dokazat’ aj nasledujtice tvrdenie.

Veta 2.10.9 Ak Ay, 1<k <n sa disjunktné mnoziny, |4;|=m pre kazdé k, 1<k <n,
potom

=>nli .

n
A4
k=

Na zaciatku tejto Casti sme poznamenali, Ze kone¢nd mnozina by mala mat’ Euklidovu
vlastnost’ ,,Cast’ je menSia ako celok”. R. Dedekind tuto vlasnost’ vzal za zéklad pre definiciu
konecnosti. Nebudeme sa tymto pojmom podrobnejsSie zaoberat’. UkaZzeme vSak, ze konecné mnoziny
naozaj tato pozadovanu vlastnost maju. Najprv definicia. MnoZina 4 sa nazyva konecnd podla

Dedekinda, ak pre kazdi mnozinu X O 4, X # A plati [ X|<|4].
Teraz ukazeme sl'ibené tvrdenie.

Veta 2.10.10 Kazda kone¢namnozina je kone¢né podl'a Dedekinda.

A=n anie je konetna podra
Dedekinda. Potom existuje mnozina X 0 4, X # A tak4, ze |X|=|4]. Nech a0 A4-X . Potom
|XD{a}| =n+l a x0O{d 04, tj |XD{a}|S|A| =n, to je spor stvrdenim lemy 2.10.2
([ ON, N, <N )

Dokaz: Predpokladayme, ze A4 je konecna mnozina,
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2.11. Spocitatel’né mnoZziny

Definicia 2.11.1 Mnozina A sa nazyva spo¢itatel’na, ak plati |A| <R, t.j. ak existuje prosté

zobrazenie mnoziny 4 do mnoziny N — prirodzenych ¢isel. MnoZina sa nazyva nespocitatel’na, ak nie
je spocitatel'na.

Zrejme kazdd kone¢na mnozina je spocitatelnd. Podmnozina spocitatenej mnoziny je
spocitatelna. Mnozina N je nekone¢na spocitateI'nd. Podl'a Cantorovej vety mnozina P (N) je
nespocitatel'na.

Definicia 2.11.2 Budeme hovorit, Ze mnozina 4 sa da zoradit’ do postupnosti, ak existuje

zobrazenie mnoziny N na mnoZzinu 4, t.j. ak existuje postupnost’ { a;} ©_, taka, ze 4 = {a,, nON}.

Priklad 1. Kazdd podmnozina N je spocitatelnd. MnozZina Z je spocitatelnd, lebo
zZ IND{—n,nDN On >O} . Kedze |{—n,n ON On >0} | =|N| = X, tak |Z|:0x:0x+0x,

Priklad 2. Mnozinu (0,1)n O racionédlnych &isel z intervalu (0,1) Tahko zoradime do

112123 1 2
pOStupnOStiZ :_9_5_7_a_)_7"'7_7_5"')n
122333 nn n

geee o

Pre praktické ucely budevel'mi uzitocna nasledujica veta.

Veta 2.11.1 Neprazdna mnozina je spocitatelna vtedy a len vtedy, ked’ sa d4 zoradit’ do
postupnosti.

Dokaz: Nech A je neprazdna spocitatel'na mnozina. Potom existuje prvok all 4. Ked'ze

|A| < |N , tak existuje prosté zobrazenie f/ z A do N. Nech B = f (A) . Zobrazenie / je na mnoZinu B

a existuje inverzné zobrazenie /' : B - 4.

Zobrazenie g je zobrazenie mnoziny N na mnozinu A (pozri obr.¢.1). Teda mnozina A sa da
zoradit’ do postupnosti.

N
A = °
07__&___,0 B
e }*o _____ - f
et ———————— —o g
Obr. 1

Nech teraz naopak, 4 sa d4 zoradit’ do postupnosti, t.j. existuje zobrazenie # mnoziny N na
mnozinu 4. Oznacime
C={nON,(Om)(m<n = h(m) = h(n))} .
Ak ny,n, OC anapr. n; <n,, tak nutne h(n;)  h(n,) . Teda zobrazenie /| C je prosté. Ak xO 4,
tak mnozina {n ON,h(n) = x} je neprazdna. Ak n je najmensi prvok tejto mnoziny, tak » je zrejme
zmnoziny C. Takze h zobrazuje mnozinu C na mnozinu 4. Podl'a znamych viet existuje zobrazenie
g=(h|C)": 4 - € ON.Odtial vyplyva, ze |4|<|NJ, tj. 4 je spocitatelna mnoZina.

Désledok 1. Ak existuje prosté zobrazenie / mnoziny 4 na mnozinu B a mnozina A4 je
spocitatel'na , potom aj mnozina B je spocitatel'na.
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Dokaz: Ak A je prazdna aj B je prazdna teda spocitatelnd. Ak A4 je neprazdna, tak podla vety
2.11.1 existuje zobrazenie g mnoziny N na mnozinu 4. Potom f °g je zobrazenie N na mnoZzinu B
a znovu podla vety 2.11.1, mnozina B je spocitatel'na.

Priklad 3. Podrla prikladu 2 mnozina Q N <0,1> je spocitatel'nd. Spocitatelnost’ Z vyplyva
podl'a vety 2.11.1tiez z toho, Ze ju 'ahko vieme zoradit’ do postupnosti
0,1,-1,2,-2,....,n,—n,....
Veta 2.11.2 Zjednotenie a karteziansky sucin dvoch spocitatel'nych mnozin si spocitatel'né
mnoziny.
Dokaz: Nech A, B st spocitateI'né mnoziny. Ak aspon jedna z nich, napriklad B je prazdna,

tak tvrdenie je trividlne pravdivé, lebo
AOO =4, AxB=010
Predpokladajme, ze obidve mnoZiny A, B st neprazdne. Potom obidve sa daju zoradit’ do
postupnosti, t.j. existuji zobrazenia f, g a h, také Ze [ (N ) =4,g(N)=B.
Mnozinu A [0 B mozeme potom zoradit’ do postupnosti takto:

#10).£(0). £(1).g[1). ... 7(n).gln). ... .

t.j. polozime

h(n) = f%é pre n parne,

_ -1 .
h(n) = géLz E, pre n neparne.

Zrejme h:N — AUOB je zobrazenim na (ak x[O A, existuje n také, Zze f (n) =X apotom
h(2n) = f(n) =x, podobne pre x[(1B, h(2n+1)= g(n) =x).
Podl’a vety, ktora sme dokazali uz skor existuje prosté zobrazenie 7T mnozniny N na N x N
.Ak nJN, tak n(n) je nejaka usporiadand dvojica (k,l) . Polozime
J(n) = (j(k),g(1).
Zobrazeniej je zobrazenie mnoziny N na mnozinu AX B . Ak totiz z[JAX B, tak z = (x, y) ,xUA4 a
yOB . Predpokladali sme f(N)=4 a g(N)=B. Teda existuja k,/ON, také, ze f(k)=x,
g(l) =y.Nech nON je také, ze 77(n) = (k,l) . Potom
J =(flk).glt)) =[x, y) = 2.
Priklad 4. Mnozina QO raciondlnych ¢isel je spocitatelna. Podl'a definicie, mnozina Q je

. v /4 N4 z : r
mnozina vSetkych ¢isel tvaru —, kde z00Z a nON, n#0. Teda zobrazenie f definované
n

predpisom
f((z,n)) == pre zOZ,nON
n+l
zobrazuje mnozinu Z x N na mnozinu Q. Tvrdenie vyplyva z vety 2.11.2 a dosledku 1.

Veta 2.11.3 Zjednotenie spocitatelne mnoho spocitatelnych mnozin je spocitatelna
mnozina.
Dokaz: Nech A,,nJN s spo¢itateI'né mnoziny (je ich spocitatelne mnoho, teda su
zoradené do postupnosti). Chceme ukazat’, Zze mnozina
A=04,

n=0
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je spocitatel'na. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat’, Ze kazda mnozina 4, je neprazdna
(prazdnu by sme ,,vynechali). Pre kazdé n potom existuje zobrazenie f, mnoZziny N na mnozinu 4, .
Nech zase T je zobrazenie Nna N X N . Ak I'I(n) = (k,l) , tak polozime

sn)=1l1).
Ak x4, tak existuje také k, ze x4, . Zobrazenie f, je na mnozinu 4, a teda existuje /N také,
ze fk(l) =x.Nech nON je také, ze n(n) = (k,l) . Potom

NUEFAUESS
Teda / je zobrazenie mnoZziny N na mnozinu A4.

Priklad 5. Nech F je mnozina vSetkych kone¢nych posupnosti prirodzenych ¢isel.Ukézeme,
ze F je spocitatelna mnozina. Oznacime
F =N
tj. F, je mnoZinan-prvkovych postupnosti prirodzenych ¢isel. Potom plati
F=0F,.
Zrejme F, ={0} . Dalej |Fi| =|N|. Indukciou dostavame podFa viet predchadzajucich &asti a vety
2.11.2:
— (a7 Vol = [ arValH L ANl (a7 = - -
Fo =[N =N = NN = | ] =[OV =[]

Podla vety 2.11.3 je |F| =|N].

= ‘NNnH

Priklad 6. Nech K je mnozina vSetkych kone¢nych podmnozin mnoziny N. Zobrazenie ® z F
na K definujeme takto; ak f UF  tj. f je funkcia z nejakého N, do N, tak (D(f) = f(Nn) . Zrejme

® je zobrazenie mnoziny F — spocitatel'nej na mnozinu K. Podla prikladu 5 a doésledku 1 mnozina F
je spocitate'na a mnozina K je taktiez spocitatel'na.

Zrejme v obidvoch prikladoch mnozina N moéze byt nahradend I'ubovolnou spocitatelnou
mnozinou a tvrdenia zostanu pravdivé.

Priklad 7. Realne Cislo x sa nazyva algebraické, ak existuju také celé ¢isla a,,a,, a,,...,a,, ze
pre x plati
a, *ax+a,x’ +..+a,x" =0,
Nech f: N, - Z je n-prvkova postupnost’ celych ¢isel. Oznacime
P, ={xOR, (0) + f{t)x+..+ f(n-1)x"" =0,
Mnozina vSetkych algebraickych ¢isel sa ddvyjadrit takto:

AT PfDDZM@

n=0
Z — spo&itatePnad mnozina, Z"» - spo&itatelna mnozina [0 Z" - spocitatelna mnozina. Kazda P; -
n=0
spocitatel'na (dokonca kone¢nd) mnozina a teda mnozina 4 — algebraickych &isel je spocitatelna
mnozina.

Priklad 8. Ukézeme, Ze interval <0,1> nie je spocitate'nd mnozina.

Dokazeme to sporom, predpokladajme, Ze interval <0,1> je spocitatelnd mnozina a mozno ho zoradit’

do postupnosti
(0,1)={a,, nON} .
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[

Kazdé ¢islo a, ma dekadicky zapis @, = Z a, 107" Ak a, 20, tak vyberieme ten zapis, ktory

=0
nema samé nuly od ur¢itého miesta, t.j. nie je kone¢ny. Cisla a,, 0N modzeme zoradit’ do tabul’ky —

pozri obr.¢.2. Teraz pouzijeme metéodu Cantorovej diagonadly.

Obr. 2

Nech b, =9 ak a,, =1 a b, =1 ak a,, #1. Teda pre kazdé n plati
bn % ann (*)

Cislo b = Zbk-lo_k_l patri do intervalu (0,1). Teda existuje mON , z¢ b=a, . Dekadicky zapis
=y

Cisla b je 0,byb b,..b,.. aneobsahuje nulu vobec. Dekadicky zapis ¢&isla a, je
0,a,,a,, a,,-.4,,...Cislo a, sice mdze mat’ dva rozne dekadické zapisy, my sme viak vybrali ten,
ktory nie je kone¢ny. Ani zapis 0,5, b, b, ...D, ... nie je kone&ny (neobsahuje 0 vobec). Ked'ze a,, =b,
tak z uvedeného vyplyva, Ze obidva zapisy musia byt totozné, t.j. b, = a,, pre kazdé kN . Pre

k =m dostavame

¢o je spor s (*).

Veta 2.11.4 (Cantorova) MnoZina vsetkych realnych Cisel jenespocitatel'na.

a |(0,1)

=[0.1)

platilo by, Ze aj interval <0,1> je spocitatelnd mnoZzina, €o je spor s predchadzajucim prikladom.

Dékaz: Predpokladajme, e mnozina R je spocitateln., kedze |R) :|(0,1)

b

Priklad 9. Mnozina vsetkych postupnosti z prvkov mnoziny {0,1} je nespocitatel'na. Budeme
pri dokaze postupovat’” podobne ako v predchadzajicom priklade. Predpokladajme, Ze mnoZina
uvazovanych postupnosti je spocitatelna, jej prvky mdzeme zoradit’ do tabul’ky — pozri obr.¢.3.-
a pouzijeme Cantorovu diagonaliza¢ni metodu.
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Obr. 3

Nech b ={b,, b, b,,....b,,..} je postupnost prvkov mnoziny {0,]] definovana takto:

b,, =1-a,, . Dahko vidno, Ze je rdzna od vsetkych postupnosti, zapisanych vo vyssie uvedenej

tabul’ke, presnejsie b # a,,, a, ={am-} ;020 , pre kazdé n 1N . To je spor.

2.9.-2.11. CVICENIA

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)

11)

12)

13)

14)

Mnozina N vSetkych prirodzenych ¢isel je spodtatelnd. Dokézte.

Mnozina N* ={1,2,...,n,...} je spocitate'na. Dokazte.

Mnozina Z celych Cisel je spocitate'na. Dokazte.

Mnoziny Na N* maju rovnaku mohutnost’. Dokazte.

Mnoziny R a R* maju rovnaktl mohutnest’. Dokazte.

Mnoziny A4 ={0,1,2} aB ={a,b, c} maji rovnaki mohutnost’. Zdovodnite.
Intervaly (0,1) a (— 00,0) maju rovnaku mohutnost’. Dokazte.

Interval (1,00) a R* maju rovnaki mohutnest’. Dokazte.

Dokazte, ze vSetky intervaly (a , 00) , kde a je realne ¢islo, majui rovnakti mohutnost’.

Dokazte, 7e mnozina { x| x =3k +1, k O N} je spocitatelna.

Nech M je mnozina vSetkych matic stupna 2, tvaru % ZE kde a,b UN . Dokazte, ze M je
spocitatel'na.
Nech A je kone¢nd mnozina. Potom plati:
a) Ak f: A - A je injektivne zobrazenie, tak /* je aj surjektivne zobrazenie namnozinu 4.
b) Ak f: A4 — A je surjektivne zobrazenie, tak f je aj injektivne zobrazenie.
Dokazte, Ze:

a) Kazda podmnozina kone¢nej mnoziny je konecna.

b) Zjednotenie kone¢ného poc¢tu konecnych mnozinje kone¢na mnozina.

¢) Karteziansky sucin konecného poctu kone¢nych mnozin jekone¢na mnozina.

a) Dokazte, ze kazda vlastna podmnozina konecnej mnoziny ma mohutnost’ mensiu ako
mnozina.

78



Uvod do diskrétnych §truktur

15)
16)

17)
18)

b) Dokazte, ze dve kone¢né mnoziny maju rovnaku mohutrost’ prave vtedy, ked’ obsahuju
rovnaky pocet prvkov.

Dokazte, ze z kazdej nekone¢nej mnoziny mozno vybrat’ spocitatelnti nekone¢nti mnozinu.

Dokazte, ze mnozina je nekone¢na vtedy a len vtedy, ked” md rovnakti mohutnost’ ako jej
niektora podmnozina.

Dokazte, ze mnozina vsetkych postupnosti z 0 a 1 je nespocitatelna mnozina.

Dokazte, Ze interval (O, 1) je nespocitateI'na mnoZina.
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Z.aver

Prirodzené vychodisko pre Studium informatiky predstavuji matematickd logika a takd jej

pribuznd disciplina ako je tedria mnozin.

Predlozeny ucebny text je uréeny predovsetkym sStudentom prvého ro¢nika Studijného odboru
informatika, ale méze byt uzito¢ny aj pre Studentov r6znych matematickychodborov.

Snahou autora bolo, usiloval sa napisat’ text, o najzrozumitel'ngsie a pritom Co najpresnejsie,
bertuc do tvahy skuto€nost’, Ze sa dnes Ziaci s istymi pojmami oboznamuju na zakladnej a strednej
Skole. Skripta st urené predovitkym Studentom, ktori uz viac-menej poznaju zakladné pojmy a je pre
nich nevyhnutné si svoje znalosti v danej oblasti doplnit’ a prehibit, spravne pochopit’ a rozumiet
jazyku, ktorym matematika hovori o abstraktnych objektoch. Nezaoberdme sa axiomatickou
vystavbou logiky a tedrie mnozin, ani ich historiou a filozofiou.

Pri spracovani a usporiadani textu sme smerovali dosiahnut’ ¢o najvac¢siu logicki nadvédznost’ a to

ako vo vnutri jednotlivych Casti, tak 1 medzi jednotlivymi ¢ast’ami.

Patriénli pozornost’ sme venovali vyberu prikladov jednak rieSenych i prikladov uvadzanych na
konci jednotlivych ¢lankov na precvicenie si uciva. Na ich vyrieSenie spravidla postaci pouzit’ postup,
ktory je explicitne uvedeny alebo naznaceny v texte. V tomto smere v nadviznosti na predlozeny
ucebny text mé& autor rozpracovanu Zbierku uloh z diskrétnej matematiky, ktora okrem tloh
dotykajacich sa problematiky predlozeného textu obsahuje tilohy a cvicenia z takych konkrétnych
diskrétnych Struktur ako st kombinatorické a grafové Struktary, ktoré sa hojne vyuZzivaju
v informatike. Pricom kazda ¢ast’ zbierky je Strukturovana tak, ze najprv su uvedené zakladné pojmy,

tvrdenia, rieSené tlohy, ulohy s ndvodmi narieSenie a cvicenia s vysledkami.

Domnievam sa, Ze oba tieto texty buda uzitocnou u¢ebnou pomdckou preusilovnych studentov na
zvladnutie netrivialneho, no vel'mi potrebného metodického nastroja abstrakcie ako je analyza
a syntéza.
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Resumé

Predlozeny text predstavuje tivod do vyrokovej logiky a teérie mnozin na intuitivnej Grovni.
Obsah zodpoveda prednaskam z predmetu diskrétna matematika pre Studentov prvého rocnika odboru
informatika.

V 1. Casti Zaklady matematickej logiky je vylozeny pojem vyroku, pravdivostna hodnota
vyroku, zlozené vyroky, zékladné logické spojky, tabulky pravdivostnych hodnét. Tautologia,
kontradikcia, splnitelnost’ vyroku, dolezité tautoldgie, logické zakony a pravidla. Kvantifikované
vyroky a operacie s nimi, pojem logického désledku.

V Casti 1.a Zakladné metddy dokazov v matematike sa zaoberdme pojmom matematického
dokazu, vysvetlujeme priamy dokaz tvrdenia, nepriamy ddokaz sporom, priamy ddkaz implikdcie,
nepriamy dokaz implikdcie sporom aobmenou. Ddékaz matematickou indukciou. Vsetky typy
dokazov st ilustrované prikladmi.

V2. &asti Uvod do tedrie mnozin s najprv definované zakladné pojmy a oznadenia,
mnozinové operdcie a vztahy, vlastnosti mnozinovych operdcii, pojem usporiadanej dvojice
a kartezianskeho sucinu, relacie z mnoziny do mnoziny, na mnozine, skladanie relacii, inverzna
relacia. Dolezité relacie na mnozine, relacia ekvivalencia a rozklad mnoZiny, ¢iastocné usporiadanie
a usporiadanie mnoziny, ako Specialny typ relacie pojem zobrazenia. Nakoniec je vylozeny pojem
mohutnosti mnoziny, pocitanie s mohutnostami, kone¢né, spocitatelné a nespocitatel'né mnoziny.
Kazda Cast’ obsahuje rieSené aj nerieSené priklady uvadzané ako cvicenia.

Autor pracuje nad Zbierkou prikladov z diskrétnej matematiky, ktord nadvizuje na predlozeny
text s mnozstvom rieSenych a nerieSenych prikladov, ndvodov na rieSenie a vysledkami rieSeni. Jej
obsah je rozsireny opriklady z kombinatoriky a teérie grafov.
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